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ZusammenfassungEin Charakteristikum der ersten Sterngeneration nah dem Urknall � der sogenanntenPopulation-III-Sterne � ist ihre groÿe Masse. Untersuhungen zu ihrer Entstehung sa-gen Massen von bis zu 1000M� voraus. Dies hängt mit einem weiteren Merkmal dieserSterne zusammen; sie sollen sih aus primordialem Gas gebildet haben, welhes bis aufSpuren von Lithium nur aus Wassersto� und Helium bestand. Es stellt sih die Frage, obdiese postulierten Gebilde überhaupt stabil sind. Zur Beantwortung dieser Frage wurdezunähst eine lineare Stabilitätsanalyse durhgeführt. Diese ergab, daÿ Population-III-Sterne mit Massen gröÿer als 350M� zu Anfang ihrer Hauptreihenentwiklung instabileModen aufweisen. Als Ursahe der Instabilität konnte der �-Mehanismus identi�ziertwerden. Ferner wurde eine positive Korrelation zwishen Instabilität und der Masse desSterns gefunden. Sowohl Anwahsrate (2000 a�8000 a) als auh Dauer (2 �105 a�4 �105 a)der Instabilität nehmen mit der Masse zu. Eine hydrodynamishe Simulation ist notwen-dig, um die Auswirkungen der instabilen Moden auf den Stern zu untersuhen. Es stelltesih heraus, daÿ der �-Mehanismus bei den untersuhten massereihsten Sternen (550M�und 750M�) die äuÿeren Shihten auf Fluhtgeshwindigkeit beshleunigt. Die Ergeb-nisse zeigen jedoh einen eruptiven Massenverlust, der sih höhstwahrsheinlih zyklish(� 104 a) wiederholt.AbstratThe �rst generation of stars, the so alled population III stars, are known to be very massi-ve. Current theories for the formation of these objets predit masses up to 1000M�. Thisis beause hemial omposition of primordial gas is able to inhibit fragmentation belowthese masses. This gas onsisted mainly of hydrogen and helium with a slight amount oflithium. Its worthwhile to pose, and follow, the question as to whether these stars arestable objets. To answer this, we performed a linear stability analysis, whih shows thatpopulation III stars with masses above 350M� su�er indeed from unstable modes. Wedemonstrated that the �-mehanism drives this instability during the beginning of themain-sequene evolution phase. A striking feature of the instability is its positive orre-lation with the mass of the star. The e-folding time (2000 a � 8000 a) and the endurane(2 � 105 a� 4 � 105 a) of unstable modes inrease with inreasing mass. To understand theimpat of unstable modes on the star, we performed hydrodynamial simulations. Thisalulation demonstrated that the outer layers of the more massive stars (550M� and750M� in this study) reah esape veloity and hene ejet their outer shells. Moreover,the results show an eruptive mass loss whih repeats in yles of about 104 a.





Alles ist vielleiht niht klar,nihts vielleiht erklärlih,und somit, was ist, wird war,shlimmstenfalls entbehrlih.Chr. Morgenstern (1871 � 1914)
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Kapitel 1EinleitungEine seit Mitte des 20. Jahrhunderts in der stellaren Astrophysik diskutierte und bis jetzto�en gebliebene Frage lautet: Gibt es eine obere Massengrenze der Sterne und, falls ja,was sind die bestimmenden Faktoren? Es ist empirish belegt, daÿ Population-I-Sterneeiner anfänglihen Verteilungsfunktion (IMF, initial-mass-funtion) gehorhen. Im Falleder ersten Sterngeneration im Universum (Population-III-Sterne) ist die IMF nihtbekannt. Groÿskalige Sternentstehungssimulationen von Bromm et al. (1999) lassenprimordiale Sterne mit bis zu 1000M� durhaus denkbar ersheinen. In beiden Fällen(primordiale und gegenwärtige Sterne) bleibt die Frage zu klären, weshalb es eine obereMassengrenze gibt und im speziellen Kontext primordialer Sterne, bei welhen Massensie sih be�ndet? Die hierfür verantwortlihen Mehanismen können vielfältig sein. Eskönnte sih um Prozesse während der Akkretion handeln, wie die Bildung von Jetsdurh die ein Teil der Masse ans interstellare Medium zurükgegeben wird. DerartigeVorgänge zu quanti�zieren, ist äuÿerst kompliziert, da die dynamishe Entwiklung einerkollabierenden Wolke unter Berüksihtigung der Fragmentation bis zur Bildung desVorhauptreihensterns konsistent verfolgt werden muÿ. Ein anderer Weg, die Frage deroberen Massengrenze anzugehen, ist zu prüfen, ob diese Gebilde per se stabil sind oderob es niht intrinsishe Instabilitäten gibt, die die anfänglihe Kon�guration zerstören.Eine solhe intrinsishe Instabilität liefert der �-Mehanismus.Der �-Mehanismus wird in Kapitel 2 näher erläutert. Es sei aber vorab gesagt,daÿ es sih hierbei um eine vibrationelle Instabilität handelt, getrieben durh dasnukleare Brennen im Zentrum. Ein shwingender Stern ähnelt dann einem Dieselmotor;mit jeder Kompression �ndet aufgrund von erhöhten Temperatur- und Drukwerten eineverstärkte Energieproduktion im Zentrum statt. Mehanish gesehen, entspriht dieseiner erzwungenen Shwingung.Angeregt durh Ledouxs Arbeiten (Ledoux, 1941) führten Shwarzshild & Härm(1959) die erste Untersuhung hinsihtlih des �-Mehanismus durh. Nah ihren Reh-nungen sind Population-I-Sterne, die massereiher als 65M� sind, vibrationell instabil.Da jedoh shon zu jener Zeit Sterne mit deutlih höheren Massen bekannt waren,argumentierten die Autoren, die Instabilität führe niht zur kurzfristigen Zerstörung desSterns, sondern zu einem stetigen Massenverlust, bis der Stern in den stabilen Bereih
1



2zurükkehrt. Die Autoren konnten zeigen, daÿ die Instabilität mit gröÿer werdenderMasse an Stärke zunimmt. Dieses Ergebnis motivierte zu der Behauptung, daÿ Sterne, diemassereiher als 100M� sind, sih selbst zerstören, sobald das nukleare Brennen zündetbzw. die Alter-Null-Hauptreihe erreiht worden ist. Die durhgeführte Rehnung bestandjedoh aus einer linearen Stabilitätsanalyse1, deren Aussagen nur für kleine AmplitudenGültigkeit besitzen. Vorhersagen über den Betrag des Massenverlustes oder gar dasShiksal massereiher Sterne (M > 100M�) kann eine lineare Analyse niht mahen.Somit handelt es sih bei dieser Argumentation um eine rein qualitative Argumentation.Soll das gezeihnete Bild vom stetigen Massenverlust rehnerish geprüft werden, ist einehydrodynamishe Simulation des shwingenden Sterns notwendig. Nur auf diesem Wegeläÿt sih die Massenverlustrate quanti�zieren. Diesem Problem widmete sih Appenzeller(1970). Er betrahtete einen homogenen 130M�-Stern mit sonnenähnliher Zusammen-setzung (Wassersto�massenanteil X = 0:7, Heliummassenanteil Y = 0:27 und Z = 0:03für die restlihen shweren Elemente), der infolge des �-Mehanismus vibrationell instabilist. Gemäÿ seiner Untersuhung erreiht ein solher Stern einen quasi-stationären Zustandmit einer konstanten Massenverlustrate, _M = 4 �10�5M�a�1, wodurh die beiden o�enenFragen (Gröÿe des Massenverlustes und Shiksal sehr massereiher Sterne) beantwortetund quanti�ziert werden konnten. Es muÿ aber hervorgehoben werden, daÿ Appenzeller(1970) die nukleare Energieproduktion nur in linearisierter Form (nah Hofmeister et al.1964) betrahtete und ferner darauf angewiesen war, die Pulsation des Sterns künstlihanzufahen. Neben der simplen Behandlung der Energieproduktion wird vor allem diekünstlihe Energiezufuhr (�arti�ial energizing�) vom Autor als zumindest bedenklihgewertet.Gegenstand dieser Arbeit ist das Stabilitätsverhalten massereiher primordialer Sterne(Population-III-Sterne). Insbesondere soll der Frage nahgegangen werden, ab welherSternmasse der �-Mehanismus in der Lage ist, die Pulsation anzufahen und welheAuswirkungen dies auf den Stern hat (Massenverlust, obere Massengrenze et.). Die Glie-derung der Arbeit rihtet sih nah jener Fragestellung. In Kapitel 2 werden die beidenwihtigsten Instabilitätsmehanismen beshrieben. Kapitel 3 faÿt die hydrostatishenSternentwiklungsgleihungen zusammen, die in dieser Arbeit niht gelöst werden unddaher nur kurz Erwähnung �nden. Die Linearisierung der Sternentwiklungsgleihungenstellt die mathematishe Grundlage der linearen Stabilitätsanalyse dar und wird inKapitel 4 durhgeführt. Kapitel 5 faÿt die Ergebnisse der linearen Analyse zusammen.Die hierauf folgenden Kapitel (6� 8) widmen sih der hydrodynamishen Simulation. InKapitel 6 wird ein System aller notwendigen Gleihungen zur vollständigen Beshreibungeiner eindimensionalen Sternpulsation aufgestellt. Die Notwendigkeit der Relaxierungder Hintergrundmodelle und die rihtige Wahl der Anfangsbedingung sind Teil wihtigerVorbetrahtungen, die in Kapitel 7 gemaht werden. Shlieÿlih werden die Ergebnisseder hydrodynamishen Simulation in Kapitel 8 diskutiert. In der Zusammenfassung wirdein Gesamtbild des Stabilitätsverhaltens von Population-III-Sternen gezeihnet.Dies ist � nah Kenntnis des Autors � die erste Arbeit, welhe sih dem Stabili-tätsverhalten primordialer Sterne in ganzer Breite widmet. Bara�e et al. (2001) haben1Es sei angemerkt, daÿ niht der volle Satz der linearen Pulsationsgleihungen gelöst wurde, sondernlediglih eine quasi-adiabatishe Analyse durhgeführt wurde. Vgl. Kapitel 4 und 5.



3 KAPITEL 1. EINLEITUNGzwar zuvor shon die lineare Stabilität von Population-III-Sternen untersuht, eine hy-drodynamishe Simulation blieb aber aus. Stattdessen wurde im Stile früherer Arbeiten(Shwarzshild & Härm, 1959) versuht, das weitere Shiksal des Sterns in qualitativerWeise vorherzusagen.





Kapitel 2Instabilitätsmehanismen
2.1 Ein kurzes historishes PräludiumWährend sih die Beshäftigung der Astronomen mit veränderlihen Sternen bis insspäte 19. Jahrhundert eher auf Buhhaltung und phänomenologishe Klassi�zierungbeshränkte, wurde gegen Ende des 19. Jh. auh dieser Zweig der stellaren Astrophysikvon dem in der Astronomie einsetzenden Verlangen ergri�en, die Beobahtungen mitHilfe grundlegender physikalisher Gesetze zu verstehen. Bevor sih Astronomen jedohder Frage nah den Instabilitätsmehanismen zuwandten, muÿte der Kampf um dieLösung eines anderen Problems ausgefohten werden, und zwar ging es um die Frage, obes sih bei der beobahteten periodishen Helligkeitsvariabilität manher Sterne um einintrinsishes Phänomen handele oder ob sie zu den Bedekungsveränderlihen gehöre.August Ritter, der sih intensiv mit sphärish symmetrishen Gaskörpern beshäftigte,leitete die Periode-Dihte-Relation shwingender homogener Gaskugeln her (Ritter,1879). Er war wahrsheinlih der erste, der darauf hinwies, daÿ es sih bei manhenvariablen Sternen um radial pulsierende Gassphären handeln könnte1. Karl Shwarzshild(1900) fand heraus, daÿ die Helligkeitsveränderung von �Aql von einer kontinuierlihenVeränderung in der Farbe und des Spektraltyps begleitet ist. Die Einbeziehung dieserErkenntnis in das Doppelsternmodell bereitete groÿe Shwierigkeiten. Shlieÿlih wurdensogar Mehrfahsysteme herangezogen, um die asymmetrishen Lihtkurven von Cephei-den zu erklären.Das Konzept der Bedekungsveränderlihkeit als Ursahe der Variabilität war sostark bei den Astronomen verankert, daÿ Brunt (1913) trotz einer gründlihen Zusam-menfassung aller shwerwiegenden Probleme dieses Modells das Konzept als solhes nihtin Frage stellte2. Plummer (1913), welher sih zuvor noh intensiv dem Bedekungsmo-dell gewidmet hatte, zog 1914 � 35 Jahre nah A. Ritter � die Möglihkeit in Betraht,daÿ die Variabilität zumindest bei bestimmten Klassen von Objekten intrinsisher1August Ritter war von 1870 bis 1899 Professor für Ingenieursmehanik an der RWTH Aahen. Bis aufeine Erwähnung seiner Arbeit in Robert Emdens Monographie �Gaskugeln�, hat Ritters astrophysikalisheArbeit keine nahhaltige Wirkung auf die damaligen Astronomen gehabt.2Daÿ die anderen Sterne des postulierten Mehrfahsystems niht im Spektrum ershienen, hat demBedekungsmodell niht geshadet. 5



2.2. DER �-MECHANISMUS 6Natur sein kann, und durh die radiale Pulsation der Sternatmosphäre erzeugt wird.Es ist jedoh H. Shapley anzurehnen, der in seiner bahnbrehenden Verö�entlihung(Shapley, 1914) zeigte, daÿ im Doppelsternmodell der postulierte Begleitstern innerhalbder sihtbaren Lihtquelle liegen muÿ. Diese Erkenntnis und die von H. Leavitt &Pikering (1912) gefundene Periode-Leuhtkraft-Relation mahten die radiale Pulsationzu einem ernsthaften Erklärungsmodell. Jedoh konnten weder Shapley noh Leavitteinen Mehanismus zur Aufrehterhaltung der Pulsation nennen. Dies war der Grund,warum namhafte Astrophysiker, wie Vogt (1921), Jeans (1925) und Hoyle & Lyttleton(1943), noh lange Zeit das Doppelsternmodell vertraten. Diesem Problem sollte sihspäter eine ganze Generation von Astrophysikern widmen, angefangen mit Eddington(1918), über Edgar (1933), Cowling (1934) und Ledoux (1941) ohne eine zufrieden-stellende Antwort geben zu können. Eddington hat in seinen frühen Arbeiten zweipotentielle Mehanismen hervorgehoben. Beim ersten handelt es sih um die nukleareEnergieproduktion als möglihe Quelle der Pulsation. Diese treibende Kraft hat unterder Bezeihnung �-Mehanismus Eingang in die Literatur gefunden. Die zweite Quellezur Aufrehterhaltung der Pulsation hängt mit der Opazität der Sternmaterie zusammenund wurde von Eddington Ventil-Mehanismus genannt. Heute nennt man diese Quelle�-Mehanismus. Eddington (1941) glaubte durhweg, daÿ es der �-Mehanismus ist, derdie Cepheiden pulsieren läÿt. Die wirklihen Vorgänge im Innern der Cepheiden bliebenverborgen, bis es shlieÿlih Zhevakin (1953) und Cox (1958) gelang, die zweite Helium-Ionisationszone als treibende Region im Stern zu identi�zieren. Nah der gründlihennumerishen Analyse von Æ Cepheiden durh Baker & Kippenhahn (1962) war jederZweifel ausgeshlossen, daÿ die Pulsation durh die Modulation des Strahlungs�ussesdurh das �andersartige� Verhalten der Opazität � nämlih eine Erhöhung dergleihenbei steigender Temperatur � in der Ionisationszone (Eddingtons Ventil-Mehanismus!)erzeugt und aufrehterhalten wird. In den nähsten Abshnitten soll etwas genauer aufdie oben genannten Mehanismen eingegangen werden.2.2 Der �-MehanismusDenkt man sih eine anfänglih in Ruhe be�ndlihe Massenshale des Sterns mit denZustandsgröÿen To und Po adiabatish komprimiert, erhöhen sih Druk und Temperaturdieser Shale (Tk > To, Pk > Po). Bei anshlieÿender Expansion der Shale sinken beideZustandsgrössen unter den anfänglihen Wert, als die Massenshale noh in Ruhe war(Te < To, Pe < Po). Die Massenshale vollführt eine harmonishe Shwingung undgleiht einem shwingenden Zylinder-Kolben-System (vgl. Kippenhahn 1994). Eine realeShwingung ist jedoh stets nihtadiabatish!Be�ndet sih die genannte Massenshale im Inneren des Sterns, wo Kernfusionstatt�ndet, nimmt bei jeder Kompression mit der Temperatur auh die nukleareEnergieproduktionsrate zu. In parametrisierter Form lautet sie:�nu / �nT s: (2.1)Dies hat zur Folge, daÿ die rüktreibende Kraft infolge dieser Energiezufuhr gröÿer ist alsim adiabatishen Fall. Die Shwingung wird angefaht. Der �-Mehanismus gleiht daher



7 KAPITEL 2. INSTABILITÄTSMECHANISMENder Funktionsweise eines Dieselmotors. Die Temperatursensitivität hängt vom Fusions-zyklus ab. Für Hauptreihensterne reiht der Exponent s von 4�17. Es ist unmittelbareinsihtig, daÿ die Stärke des �-Mehanismus von der Temperatursensitivität abhängt.Der �-Mehanismus wirkt überall, wo nukleares Brennen statt�ndet, stets anfahend undist bestrebt, den Stern in Shwingung zu versetzen.2.3 Der �-MehanismusDieser Mehanismus ist ebenfalls mit Hilfe des Modells der adiabatish shwingendenMassenshale zu verstehen, wenn der Strahlungs�uÿ mit in Betraht genommen wird. DieMassenshale wird vom Strahlungs�uÿ im Stern durhsetzt. Ändert sih die Opazität derSternmaterie während der Pulsation, hat das direkte Folgen für das Shwingungsverhaltendes Sterns. Beim �-Mehanismus spielt daher die Abhängigkeit der Opazität von denthermishen Gröÿen eine entsheidende Rolle. Er kann auf die Ungleihung� dln�dlnP �ad = �P +�dlnTdlnP �ad �T � < 0 stabil> 0 instabil (2.2)reduziert werden, welhe ein lokales Kriterium darstellt. Die logarithmishe Ableitungder Temperatur nah dem Druk bei adiabatisher Zustandsänderung wird mit demSymbol rad abgekürtzt. Die Ungleihung (2.2) sagt aus, daÿ, falls die Opazität einerMassenshale bei einer adiabatishen Kompression zunimmt, die Massenshale einenanfahenden Beitrag zur Gesamtpulsation des Sterns leistet. Physikalish bewirkt dieZunahme der Opazität ein �Einfangen� der Strahlung und somit auh ein �Aufheizen�der Massenshale, wodurh die rüktreibende Kraft shlieÿlih gröÿer wird als es imadiabatishen Limit der Fall wäre. Die Massenshale shwingt somit instabil. Nimmt maneine Kramers-Opazität an mit � � P �T� und den Exponenten � � 1, � � �4:5, wobeider genaue Wert von der Zusammensetzung abhängt, und geht ferner von einer radiativenShihtung mit rad = 0:4 aus, liefert die Bedingung (2.2) den Wert �0:8, was einemstabilen Verhalten entspriht. In weiten Teilen des Sterns werden daher in�nitesimaleStörungen durh den �-Mehanismus gedämpft und niht angefaht. Die Situation ändertsih, wenn der Stern Ionisationszonen besitzt. Die Kompressionswärme in einer teilweiseionisierten Region führt nur zu einem geringen Temperaturanstieg, da die Anzahl derFreiheitsgrade beträhtlih vermehrt wird. Hierdurh sinkt der stabilisierende Anteil in(2.2), nämlih rad �T . Die Ionisationszone hat dabei auf beide Terme einen Ein�uÿ:Zum einen sinkt rad (� 0:22). Zum anderen nimmt der Exponent � der Opazität ab,was einem zunehmenden �T entspriht. Bei manhen Variablen (z.B. � Cephei, Æ Suti)nimmt �T sogar positive Werte. Man spriht dann von einem �Opazitätsbukel� im�-Gebirge.Die vorhergehende Diskussion zeigt, daÿ der �-Mehanismus � ganz im Gegensatzzum �-Mehanismus � sowohl dämpfend als auh anfahend wirken kann. Ob der Sternals ganzes instabil pulsiert, hängt davon ab, ob die anfahenden Regionen die Dämpfungder restlihen überwinden. Im speziellen Fall des �-Mehanismus ist die Lage derIonisationszonen von entsheidender Bedeutung (vgl. Kippenhahn 1994).



2.4. LEDOUXS IDEE 8
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Abbildung 2.1: Relative Auslenkung der Fundamentalmode über dem normierten Radius für zweiSternmodelle mit 450M� und 750M� zum Zeitpunkt der maximalen Kontraktion.2.4 Ledouxs IdeeDie veränderlihen Sterne mahen nur einen geringen Anteil aller Sterne aus. Dieüberwiegende Mehrzahl der Sterne weisen, abgesehen von nihtradialen Pulsationenkleiner Amplitude, wie sie bei unserer Sonne zu beobahten sind, keine starke radialePulsation auf. Da aber der �-Mehanismus stets wirkt, muÿ dieser o�ensihtlih gedämpftwerden. Ledoux (1941) ist der Frage nahgegangen, unter welhen Umständen dieserInstabilitätsmehanismus in der Lage ist, die Dämpfung, welhe vornehmlih in derHülle statt�ndet, zu überwinden. Um Ledouxs Gedankengang verfolgen zu können, istes notwendig, sih die Eigenshwingung eines Stern zu vergegenwärtigen. In Abbildung2.1 ist die relative Auslenkung x = Ær=R für zwei Sternmodelle aufgetragen, die in derFundamentalen shwingen. Die Amplitude wurde willkürlih an der Ober�ähe auf denWert 1 normiert3. Die absolute Auslenkung bzw. Störung nimmt zum Zentrum hin ab,für die in Kapitel 4 und 5 folgende Stabilitätsanalyse ist vor allem der relative Wert vonBedeutung. Ledoux erkannte, daÿ mit steigendem Strahlungsdruk die Pulsation desSterns homologen Charakter erhält, das heiÿt, das Verhältnis von relativer Amplitudeim Zentrum zu der an der Ober�ähe hat nahezu den Wert eins. Bei einer reinenhomologen Pulsation ist der Wert gleih 1 (vgl. Kippenhahn 1994). Der Strahlungsruk,3Eine eingehende Diskussion �ndet sih in Kapitel 4.



9 KAPITEL 2. INSTABILITÄTSMECHANISMENwelher hierfür verantwortlih ist, nimmt mit der Masse zu (Ledoux, 1941). DiesesVerhalten der Sternpulsation veranlaÿte Ledoux zu folgendem Shluÿ: Mit zunehmenderSternmasse nähert sih die Pulsation dem homologen Limit. Hierdurh steigt dieAnfahung durh den �-Mehanismus, wodurh dieser die Dämpfung shlieÿlih über-winden kann. Es bleibt die Frage zu beantworten, bei welher Grenzmasse dies der Fall ist.Betrahtet man vor dem Hintergrund des bisher Gesagten über die Population-III-Sterne, kommt man zu dem Shluÿ, daÿ bei diesen Sternen nur der �-Mehanismus wirkt.Dies hat zwei Gründe: Zum einen bildeten sie sih aus Material, welhes frei von Metallenist, da in der Standard-Urknall-Nukleosynthese keine Elemente shwerer als Lithiumgebildet werden können (Olive, 2000). Zum anderen sagt die Fragmentationstheorievoraus, daÿ, bedingt durh die Abwesenheit von shweren Elementen, die Kühlungder kollabierenden Wolke ine�zient ist, wodurh der Übergang vom isothermen zumadiabatishen Kollaps sehr früh eintritt. Dies hat zur Folge, daÿ die Fragmentation derprimordialen H2-Molekülwolke stoppt. Es entstehen sehr massereihe Sterne mit hohenE�ektivtemperaturen. Ionisationszonen � und somit steile Gradienten in der Opazität �sind höhstens in den äuÿersten Sternshihten zu �nden.Population-III-Sterne sind somit zur genauen Untersuhung des �-Mehanismusprädestiniert.





Kapitel 3SternstrukturDie Sternmodelle, die in dieser Arbeit hinsihtlih ihrer Stabilität untersuht werden, wur-den mit einem Sternentwiklungsprogramm für Population-III-Sterne erstellt, welhes C.W. Straka im Rahmen seiner Promotion in Heidelberg entwikelt hat (Straka, 2002).Es handelt sih hierbei um die zeitlihe Entwiklung eines isolierten Sterns, der wederrotiert noh ein starkes Magnetfeld besitzt. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wer-den die Sternentwiklungsgleihungen niht gelöst. Sie werden jedoh in Kapitel 4 mittelseines geeigneten Störansatzes einer Linearisierung unterzogen, um die für die lineare Ana-lyse notwendigen linearen Pulsationsgleihungen (4.5�4.8) zu erhalten. Daher sollen siehier nur kurz Erwähnung �nden. Eine detaillierte Diskussion �ndet sih bei Kippenhahn(1994).3.1 SternentwiklungsgleihungenDie Sternentwiklungsgleihungen haben die Masse m := mr die vom Radius r einge-shlossen ist und die Zeit als unabhängige Variable. Die Masse als unabhängige Variablezu wählen, bedeutet physikalish, daÿ die zeitlihe Entwiklung der Eigenshaften (Druk,Temperatur, innere Energie et.) einer Massenshale verfolgt wird. Der Ort der betre�en-den Massenshale ändert sih mit der Zeit. Dieses Konzept ist in der Hydrodynamik alsLagrangeshe Beshreibungsweise bekannt. Eine eingehende Diskussion dieser Koordina-tenwahl �ndet sih in Kapitel 6.Der mehanishe Part:Die Massenkugel mr � m ist gleih dem Integral der Dihte über das Kugelvolumen. DieMassengleihung drükt diese Beziehung in di�erentieller Form aus:�r�m = 14�r2� : (3.1)Das 2. Newtonshe Axiom, angewandt auf eine Massenshale, liefert die Impulsgleihung,deren Zeitmaÿ die dynamishe Zeitskala �dyn ist. Der Trägheitsterm in der Impulsglei-hungen wird bei einer Sternentwiklungsrehnung in der Regel vernahlässigt, weil die11



3.1. STERNENTWICKLUNGSGLEICHUNGEN 12Strukturänderung des Sterns sih auf nuklearer thermisher Zeitskala, �nu bzw. �KH,vollziehen und, bis auf Extremzustände in den Endphasen der Sternentwiklung, stets�nu � �KH � �dyn gilt. Es wird somit angenommen, daÿ der Stern sih im quasihydro-statishen Gleihgewiht be�ndet. In der Pulsationstheorie ist der Trägheitsterm, sofernniht das säkulare Stabilitätsverhalten von Interesse ist, niht zu vernahlässigen;�P�m = � Gm4�r4 � 14�r2 �2r�t2 : (3.2)Es mag verwundern, daÿ die Poissongleihung �� = 4�G� keine Erwähnung �ndet. Diesliegt daran, daÿ sie sih im sphärish symmetrishen Fall auf die Massengleihung (3.1)reduzieren läÿt. Man kann sih hiervon leiht überzeugen, indem man die Poissongleihungeinmal integriert und die De�nition der Massenvariablen m := r2G�1��=�r einsetzt. DieMassengleihung, welhe trivial anmuten mag, verkörpert niht nur die Massenerhaltung(im Lagrange-Formalismus) sondern beinhaltet auh die Information, daÿ es sih bei einemStern um ein selbstgravitierendes System handelt.Der thermishe Part1:Die erste thermishe Gleihung des Sternaufbaus stellt die Energiegleihung dar. Sie stelltdie Anwendung des Energieerhaltungsatzes auf eine Massenshale dar, was einer Energie-bilanzierung entspriht. Die nukleare Energieproduktion �nu ist stets eine Wärmequelle,die Neutrinoverluste �� wirken stets als Wärmesenke. Die letzten beiden Terme auf derrehten Seite geben an, wie sih der Wärmegehalt der Massenshale bei Kompression bzw.Expansion ändert; daher können sie als Wärmesenke oder -quelle fungieren. Die Summeder rehten Seite bestimmt den Gradienten der Leuhtkraft2;�l�m = �nu � �� � P �T�t + Æ� �P�t : (3.3)Die dimensionslose Temperaturkompressibilität Æ ist in Kapitel 4 de�niert. Die zweitethermishe Gleihung wird Energietransportgleihung genannt. Die Leuhtkraft setzt sihaus einem radiativen und einem konvektiven Anteil zusammen, L = Lrad + Lkonv. Jenahdem wie groÿ die jeweiligen Anteile der Leuhtkraft sind, stellt sih ein bestimmterTemperaturgradient ein: �T�m = � GmT4�r4P r : (3.4)Für den Fall, daÿ der gesamte Energietransport durh Strahlung erfolgt, lautet r:r = rrad = 316�aG �P lmT 4 : (3.5)Ist die betre�ende Region im Stern konvektiv instabil, muÿ r mittels eines Konvektions-modells bestimmt werden.1Das nukleare Netzwerk ist niht Teil der linearen Analyse und wird aus diesem Grund hier nihtbesprohen.2In der Wärmelehre ist es üblih von der Divergenz des Wärmestroms ~F zu sprehen. Dieser steht mitdem Gradient der Leuhtkraft in folgender Weise in Zusammenhang: 1� div ~F = �l�m



13 KAPITEL 3. STERNSTRUKTUR3.2 ZustandsgleihungDie Sternentwiklungsgleihungen sind ohne die Zustandgleihung, welhe die thermody-namishen Gröÿen miteinander verknüpft, kein geshlossenes System. Bei optish dikerSternmaterie sind Gas und Strahlungsfeld eng gekoppelt. Aus diesem Grund kann dieSternmaterie als ein Komposit aus einem idealen Teilhengas und einem Photonengas an-gesehen werden. Der Gesamtdruk setzt sih aus einem Gas- und einem Strahlungsanteilzusammen (vgl. auh die Ausführungen in Kapitel 6):P = R� �T + 13aT 4 : (3.6)Hierbei sind R die Gaskonstante, � das Molekulargewiht und a die Strahlungskonstante.Letzteres hängt mit der Lihtgeshwindigkeit  und der Stefan-Boltzmann-Konstante �zusammen, a = 4��=. Die spezi�she innere Energie, E, setzt sih in gleiher Weisezusammen. Sie ist die Summe aus der inneren Energie des Gases, der Strahlungsenergieund der Ionisierungsenergie: E = 32R� T + aT 4� +Eion : (3.7)Es sollte angemerkt werden, daÿ der diskutierte Satz Gleihungen nur im statishen Dif-fusionslimes Gültigkeit besitzt. Dieses ist dann gegeben, wenn die Entwiklungszeit desSterns groÿ gegenüber der mittleren Freilaufzeit des Photons ist �entw � lph= (Straka,2002). Ist dies niht gewährleistet, dürfen Strahlungsenergie und Strahlungsimpuls nihtin dieser Weise (über den Druk und die innere Energie) in die Impuls- und Energieglei-hung einbezogen werden. Eine separate Bilanzierung ist dann erforderlih.3.3 MaterialfunktionenAls Materialfunktionen tauhen in den Sternentwiklungsgleihungen die Opazität, �, dasmittlere Molekulargewiht, �, und die nukleare Energieproduktion, �nu, auf. Jede dieserGröÿen ist durh zwei Zustandsvariablen und die hemishe Zusammensetzung eindeu-tig bestimmt. Das mittlere Molekulargewiht, wie auh die Ionisierungsenergie werdenmittels der Saha-Gleihung berehnet. Zur Bestimmung der nuklearen Energieproduktion�nu(�; T;Xi) muÿ ein passendes Netzwerk der thermonuklearen Reaktionen simultan zuden Sternentwiklungsgleihungen gelöst werden. Das Netzwerk von C.W. Straka bein-haltet alle für die Hauptreihe relevanten Reaktionen. Diese sind im wesentlihen die pp-Kette, der 3�-Prozeÿ und der CNO-Zyklus. Die Opazität steht in tabellarisher Form zuVerfügung und stammt aus dem �opaity projet� von Seaton et al. (1994).





Kapitel 4Lineare StabilitätsanalyseAber niht jede Lösung der Bewegungsgleihungen, selbst wenn sie exakt ist,kann in der Natur verwirkliht werden. Die Strömungen, die in der Natur ver-wirkliht sind, müssen niht nur die hydrodynamishen Gleihungen erfüllen,sondern sie müssen auh noh stabil sein. Landau & Lifshitz (1966)Wehselwirkende Prozesse sind häu�g in Natur und Tehnik anzutre�en. Sie bildenkomplexe Systeme, die entsprehend ihrem Ursprung von vielfältiger Art sein können. Diemathematishe Modellierung dieser komplexen Systeme führt in der Regel auf partielleDi�erentialgleihungen. Die zugrundeliegenden Gleihungen bergen eine Mannigfaltigkeitan Lösungen, wobei auh solhe darunter zu �nden sind, die in der Natur keine bzw. keinedauerhafte Entsprehung �nden. Während das vorwiegende Interesse der Mathematikerdarin liegt, Existenz und Eindeutigkeit der Lösung zu zeigen, sind angewandte Forshervor allem an der Stabilität bzw. der Realisierbarkeit der Lösung interessiert. DieStabilitätsuntersuhung gibt Aufshluÿ darüber, ob das System in der Natur unter dengegebenen Randbedingungen vorkommt oder niht. Hierbei wird zwishen linearer undnihtlinearer Stabilitätsuntersuhung untershieden. Anhand der linearen Analyse kannfestgestellt werden, ob in�nitesimale Störungen, die in der Natur stets vorhanden sind,angefaht werden, und hierdurh das System shlieÿlih aus dem Gleihgewiht bringen.Falls das System linear instabil ist, ist eine nihtlineare Untersuhung unumgänglih,wenn die zeitlihe Entwiklung der Instabilität in Erfahrung gebraht werden soll. Es istzu beahten, daÿ das Stabilitätsverhalten eines komplexen Systems durh eine lineareUntersuhung nur teilweise harakterisiert wird (Drazin, 1981)1.In diesem Kapitel sollen die linearisierten Gleihungen der Sternentwiklung herge-leitet werden. Anshlieÿend wird aus ihnen die wihtige adiabatishe Approximationgewonnen. Der Lösungsweg der approximierten Gleihungen soll eingehend in Abshnitt4.3 diskutiert werden, da eine Verallgemeinerung desselben den Lösungsalgorithmusdes kompletten Satzes der linearisierten Gleihungen ergibt. In Abshnitt 4.4 wird einealternative Methode (Quasi-Adiabasie) vorgestellt mit deren Hilfe eine Stabilitätsaussagegemaht werden kann.1An dieser Stelle sei an die Hagen-Poiseuille-Strömung erinnert, welhe linear stabil ist, jedoh imExperiment bei Reynoldszahlen von maximal 104 turbulent wird.15



4.1. DIE LINEAREN PULSATIONSGLEICHUNGEN 164.1 Die linearen PulsationsgleihungenUm eine lineare Stabilitätsanalyse durhführen zu können, muÿ eine stationäre Lösungder Erhaltungsgleihungen vorliegen. Die Sternmodelle, deren Stabilität geprüft werdensoll, sind niht im strengen Sinne stationär, weil sie sih auf thermisher Zeitskalaentwikeln. Wie in Kapitel 3 im Zusammenhang mit der Impulsgleihung diskutiert,wurde bei den Sternentwiklungsrehnungen wegen des Zeitskalenuntershiedes zwishendynamishen und thermishen Prozessen (�dyn � �KH) von einem quasihydrostatishenStern ausgegangen. Da das Zeitmaÿ der Sternpulsation ebenfalls die dynamishe Zeit-skala ist, ist die Stationarität des Hintergrundmodells in diesem Zeitfenster erfüllt2.Die zu untersuhenden Sternmodelle werden im weiteren Verlauf der Arbeit shliht alsHintergrundmodelle bezeihnet. Alle Gröÿen des Hintergrundmodells werden mit einemtiefergestellten Index �0� gekennzeihnet. Die Hintergrundmodelle entstammen einereindimensionalen Sternentwiklungsrehnung und sind daher sphärish symmetrish.In der linearen Analyse wird die diskrete konzentrishe Aufteilung der Sternmodelleübernommen. Der Stern besteht somit � numerish betrahtet � aus aneinander liegendenKugel- bzw. Massenshalen.Die Linearisierung der Sternentwiklungsgleihungen folgt dem Lagrangeshen Störansatzvon Cox (1979), �(m; t) = �0(m) + �0(m; t) : (4.1)�0 stellt eine beliebige abhängige Variable des Hintergrundmodells und �0 die zu �0überlagerte in�nitesimale Störung. Der in�nitesimale Charakter der Störung;�0=�0 � 1 ; (4.2)ermögliht es, Terme höherer Ordnung zu vernahlässigen, so daÿ sih shlieÿlih einlineares System ergibt. Das Wesentlihe am Lagrangeshen Störansatz ist, daÿ dieÄnderung der Gröÿe � einer bestimmten Massenshale und niht an einem bestimmtenOrt (Eulershe Betrahtungsweise) berehnet wird. Daher sind die Zeit t und die voneiner Kugelshale eingeshlossenen Masse m die unabhängigen Variablen.Die Störung ist von willkürliher Art. Ohne Einshränkung der Allgemeinheit wur-de in dieser Arbeit für die Störung ein Normalmoden-Ansatz gewählt:�0(m; t) = Æ�(m)ei!t; i = p�1: (4.3)Dies ist zulässig, da eine beliebige in�nitesimale Störung als unendlihe Summe von Ei-genmoden geshrieben werden kann. Bei der Gröÿe Æ�(m) handelt es sih um die Eigen-funktion, und ! gibt die Eigenfrequenz der Mode an. Die Amplitude der Eigenfunktionwird in der Regel auf den Ober�ähenwert normiert, Æ�(m) = �(m)�0(m = M): Dieallgemeine Form des Störansatzes lautet demnah:�(m; t) = �0(1 + �(m)ei!t) : (4.4)2Chandrasekhar spriht in diesem Zusammenhang von �slowly varying in time� (Chandrasekhar, 1961)



17 KAPITEL 4. LINEARE STABILITÄTSANALYSESetzt man diesen Störansatz für alle vorkommenden abhängigen Variablen,r(m; t) = r0(1 + x(m)ei!t) ;P (m; t) = P0(1 + p(m)ei!t) ;l(m; t) = l0(1 + �(m)ei!t) ;T (m; t) = T0(1 + �(m)ei!t) ;in die Sternentwiklungs-, Zustands- sowie Materialgleihungen, welhe in Kapitel 3 vor-gestellt wurden ein, ergeben sih die linearen Pulsationsgleihungen:�x�m = 14�r30�0 (�3x� �p� Æ#) ; (4.5)�p�m = � 1P0 �P0�m �p+�4 + !2r30Gm �x� ; (4.6)���m = �0l0 (�Pp+ �T#� �)� i!l0 P0Æ�0 � #rad � p� ; (4.7)�#�m = � Gm4�r40P0rrad [�P p+ (�T � 4)#+ �� 4x℄ : (4.8)Terme höherer Ordnung in den Störgröÿen wurden vernahlässigt. Berüksihtigt wurde,daÿ das Hintergrundmodell (r0(m); P0(m); l0(m); T0(m)) eine Lösung des hydrostatishenTeils der Gleihungen ist. Die Abkürzungen haben die folgende Bedeutung:� = � �ln�0�lnP0�T0rad = d lnT0d lnP0 ����ad�P = � �ln�0�lnP0�T0�P = ��ln�0�lnP0�T0
Æ = ���ln�0�lnT0�P0rrad = 316�aG �0l0P0mT 40�T = � �ln�0�lnT0�P0�T = ��ln�0�lnT0�P0 :4.1.1 RandbedingungenZentrumFordert man, daÿ die Lösung der Pulsationsgleihungen im Zentrum regulär bleibt, erge-ben sih die Randbedingungen für das Zentrum in strikter Weise:3x+ �p+ Æ# = 0 m = 0 ; (4.9)�0 (�Pp+ �T#� �)� i!P0Æ�0 � #rad � p� = 0 m = 0 : (4.10)Die erste Randbedingung (4.9) wird innere mehanishe und die zweite (4.10) innere ther-mishe Randbedingung genannt. Tehnish ist m = 0 nur shwerlih und zudem niht



4.1. DIE LINEAREN PULSATIONSGLEICHUNGEN 18notwendigerweise zu realisieren. Daher besteht das Zentrum des Sterns aus einer homo-genen Kugel. Das Verhältnis der Zentralkugelmasse zur Gesamtmasse des Sterns beträgtlediglih 10�7, so daÿ die aufgestellten Randbedingungen mit genügender Genauigkeitverwendet werden können.Ober�äheDie Bestimmung der Randbedingungen an der Ober�ähe ist niht ohne Annahmen überdie Atmosphäre des Sterns möglih. Es ist üblih, die Einhaltung des Stefan-Boltzmann-Gesetzes an der Ober�ähe zu verlangen. Die linearisierte Form lautet:2x� l + 4t = 0 : (4.11)Diese Beziehung wird äuÿere thermishe Randbedingung genannt. Es mag kritisiertwerden, daÿ das Stefan-Boltzmann-Gesetz nur in der Photosphäre gilt, wo � von innenkommend � die optishe Tiefe auf � = 2=3 abgefallen ist und ab da die Strahlung freientweihen kann. Während der Pulsation ist die (� = 2=3)-�Flähe� niht ständig in einund derselben Massenshale erfüllt, wodurh die Bewegung der Flähe � = 2=3 einenShlupf gegen die Pulsation hat. Dieser E�ekt spielt jedoh wegen der vorausgesetztenin�nitesimalen Natur der Störung keine Rolle.Die letzte benötigte Randbedingung hängt mehr noh als die zuvor erwähnte Gl. (4.11)von den Annahmen über die Atmosphäre ab, da die Randbedingung des Sternmodellsniht mit den physikalishen Randbedingungen des Sterns übereinstimmt. Somit ergebensih je nah Annahmen über die Sternatmosphäre vier möglihe Randbedingungen:p = 0 ; (4.12)p+ 4x = 0 ; (4.13)p+ �4 + 3�2�x = 0 ; (4.14)�p� Æ� = 0 : (4.15)Ausgangsgleihung der ersten drei Bedingungen ist der Impulssatz, angewandt auf dieSternatmosphäre. Unter bestimmten Annahmen ergeben sih vereinfahte Formen der re-sultierenden Bewegungsgleihung, deren Linearisierung die oben genannten Bedingungenergeben. Praktish gesehen, denkt man sih die Sternatmosphäre der Masse ma in einerdünnen Shiht komprimiert, die selbst zu keinen zusätzlihen inneren Shwingungen inder Lage sein soll. Die Bewegungsgleihung dieser dünnen Massenshale lautet dann:ma d2Rdt2 = 4�R2P � GMmaR2 : (4.16)Das Hintergrundmodell erfüllt die hydrostatishe Grundgleihung:4�R20P0 = GMmaR20 :P0 ist hier der Auÿendruk des Sterns, der diesen gegen die Shwerkraft der Atmosphäreunterstützt.



19 KAPITEL 4. LINEARE STABILITÄTSANALYSEZu Bedingung (4.12)Das Gewiht der Atmosphäre soll sih während der Pulsation niht ändern. Der Auÿen-druk bleibt dann ebenfalls konstant, was einer vershwindenden Lagrangeshen Druk-störung entspriht; GMmaR2 = GMmaR20 = konst:P = P0 ;p = ÆPP0 = 0 :Zu Bedingung (4.13)Die Atmosphäre shwingt mit dem Stern mit, sie soll jedoh keine Trägheit besitzen. Manspriht von einem instantanen hydrostatishen Gleihgewiht. Formal heiÿt das, daÿ derTrägheitsterm in Gleihung (4.16) entfällt. Die Linearisierung liefert shlieÿlih die zweitemöglihe Randbedingung; 4�R2P = GMmaR2 ;p+ 4x = 0 :Zu Bedingung (4.14)Die Atmosphäre darf Trägheit besitzen. Die vollständige Bewegungsgleihung der Atmo-sphäre (4.16) wird linearisiert: mad2Rdt2 = 4�R2P � GMmaR2 ;p+ �4 + 3�2�x = 0 :Zu Bedingung (4.15)Die letzte Bedingung (4.15) entspriht einer vershwindenden Lagrangeshen Dihte-störung und wurde von Baker & Kippenhahn (1965) zur Modellierung der Pulsationvon Æ Cepheiden verwendet. Gemeinhin wird in der Literatur (Gautshy & Glat-zel, 1990) die Meinung vertreten, wonah die unbefriedigende Mehrdeutigkeit in deräuÿeren mehanishen Randbedingung nur einen geringen Ein�uÿ auf das Resultat der li-nearen Analyse hat. Daÿ dies niht immer der Fall ist, wird in Kapitel 5 (S. 44) behandelt.Die Spezi�zierung der Randbedingungen maht das Di�erentialgleihungssystem zueinem wohlde�nierten Randeigenwertproblem vierter Ordnung mit ! als Eigenwert3. Zubeahten ist die Komplexwertigkeit des Systems. Approximationen und Lösungswegewerden in den folgenden Abshnitten erläutert.3Die Begri�e �Eigenwert� und �Eigenfrequenz� werden hier synonym gebrauht.



4.2. DAS ARBEITSINTEGRAL 204.1.2 StabilitätAls Lösung des Di�erentialgleihungssystem erhält man zu jeder komplexwertigen Eigen-frequenz (! = !r + i!i) vier komplexwertige Eigenfunktionen (x; p; �; #). Diese Menge,bestehend aus einer Eigenfrequenz und vier Eigenfunktionen, wird im weiteren als Modebezeihnet. Über die Stabilität einer Mode gibt allein das Vorzeihen des Imaginärteilsder Eigenfrequenz Auskunft, signfIm(!)g. Sind alle Moden bis auf eine instabil, ist dasgesamte System instabil! Nah dem Separationsansatz (4.3) ist eine Modestabil falls !i > 0indi�erent falls !i = 0instabil falls !i < 0 :Ist der Realteil der Eigenfrequenz gleih null und handelt es sih um eine instabile Mode,so entfernt sih das gestörte Modell exponentiell von der stationären Lösung. Ist hingegenbei einer instabilen Mode der Realteil der Eigenfrequenz ungleih null, dann beginntdas System mit wahsender Amplitude zu shwingen. Diesen Fall bezeihnet Eddington(1926) als �overstable�. In der deutshen Literatur spriht man von einem vibrationellinstabilen oder einem pulsationsinstabilen Modell.Der Imaginärteil maht niht nur eine Aussage über die Stabilität eines Modells,sondern auh über die Zeitskala, auf der sih Anregung oder Dämpfung vollziehen.Diese Zeitskala wird Anwahs- bzw. Dämpfungszeit genannt. Sie folgt aus der bekanntenBeziehung: �e = 2�j!ij : (4.17)Die Anwahszeit (Dämpfungszeit) � im Englishen tre�end e-folding time genannt � gibtdie Zeit an, die nötig ist, damit die Amplitude einer Shwingung auf das e-fahe desAusgangswertes ansteigt (abfällt).4.1.3 ShwingungsperiodeDie Pulsationsperiode ist durh den Realteil der komplexwertigen Eigenfrequenz gegebenund berehnet sih gemäÿ � = 2�!r : (4.18)4.2 Das ArbeitsintegralDie Ermittelung des Imaginärteil der Eigenfrequenz !i einer Shwingungsmode reiht voll-kommen aus, um das globale Stabilitätsverhalten des Sterns zu harakterisieren. Möhteman zusätzlih wissen, wo die treibenden bzw. dämpfenden Regionen lokalisiert sind, istdie di�erentielle Form des Arbeitsintegrals ein unersetzlihes Hilfsmittel. Betrahtet wirdein in�nitesimales Volumen �V mit der Masse �m, das zwishen zwei konzentrishenSphären eingeshlossen ist. Die Arbeit, die diese Massenshale an ihre Umgebung verrih-tet oder erfährt, soll im folgenden quanti�ziert werden. Ausgehend von der De�nition der



21 KAPITEL 4. LINEARE STABILITÄTSANALYSEVolumenänderungsarbeit dW = PdV , erhält man folgenden Zusammenhang:�W = I Pr� _Vrdt ; (4.19)mit P = P0 �1 + pei!t� r = r0 �1 + xei!t�_V = 4�r20 _r _r = i!r0xei!t : (4.20)Integration und anshlieÿende algebraishe Manipulation (Baker & Kippenhahn, 1962)von Gleihung (4.19) liefern die di�erentielle Form des Arbeitsintegrals:dWd lnP0 =W 0 = 4�2P0r30CwIm(p�d) : (4.21)Der ortsabhängige Koe�zient Cw faÿt Sternstrukturgröÿen zusammen, und die Dihtewurde in gleiher Weise (4.4), wie die anderen unabhängigen Variablen linearisiert,Cw = P0r0Gm�0 ; � = �0 �1 + dei!t� :Der Index �r� bezeihnet den Realteil, das hohgestellte Sternhen ()� den konjugiertkomplexen Wert der betre�enden Gröÿe. Ist W 0 in einer Massenshale negativ, wirkt siedämpfend auf die Gesamtpulsation. Ist W 0 hingegen positiv, verrihtet sie Arbeit an denangrenzenden Massenshalen und wirkt anfahend auf die Gesamtpulsation. In Analogiezu einer Wärmekraftmashine (Baehr, 1996) läÿt sih sagen, daÿ die Massenshale imersten Fall einen linksläu�gen Kreislauf (dämpfend) im P -V -Diagramm beshreibt, imzweiten Fall einen rehtsläu�gen (anfahend).Nah Gleihung (4.21) ist eine Phasenvershiebung (�v 6= 2n�; n = 1; 2; : : :) zwi-shen der Drukstörung und der Dihtestörung notwendig, damit eine Massenshaledämpfend oder anregend wirken kann:Im(p�d) = Im(pp2d2ei(��p+�d)) ; (4.22)= pp2d2 sin(�v) : (4.23)Man sieht ferner, daÿ eine Region die Pulsation treibt, falls die Phasenvershiebung gröÿernull �v > 0 ist. Das heiÿt, daÿ der maximale Druk in einer Massenshale der maximalenKompression nahläuft �d > �p. Ob die anfahenden Regionen die Dämpfung des rest-lihen Sterns überwinden können, zeigt sih, wenn Gleihung (4.21) über den gesamtenStern integriert wird: W = ZStern W 0dlnP0� < 0 stabil> 0 instabil (4.24)Das hier vorgestellte Arbeitsdi�erential wird in Abshnitt 4.5 und in Kapitel 5.2.3 noheinmal aufgegri�en.



4.3. DIE ADIABATISCHE APPROXIMATION 224.3 Die adiabatishe ApproximationEine Vereinfahung der Pulsationsgleihungen (4.5)�(4.8) ist möglih. Hierbei nimmt manan, daÿ die Zustandsänderung während der Pulsation in jeder Massenshale adiabatishverläuft: P = C�ad : (4.25)Der Adiabatenexponent ad ist eine Materialgröÿe, die aus dem Verhältnis von isobarerWärmekapazität P zu isohorer Wärmekapazität V gebildet wird. Der Störansatz (4.4)liefert dann die linearisierte Form der Adiabatenbeziehung:p = add : (4.26)Die Vereinfahung besteht darin, daÿ die mehanishen Gleihungen (Massengleihung(4.5) und Impulsgleihung (4.6)) vom thermoenergetishen Teil (Energiegleihung (4.7)und Energietransportgleihung (4.8)) der Pulsationsgleihungen entkoppeln. Durh dieHinzunahme der linearisierten Adiabatenbeziehung ergeben sih shlieÿlih zwei Gleihun-gen mit den zwei Unbekannten p (Drukstörung) und x (Ortsvershiebung):�x�m = 14�r30�0 ��3x� pad� ; (4.27)�p�m = � 1P0 �P0�m �p+�4 + !2r30Gm �x� : (4.28)Die mehanishen Gleihungen werden in der Regel zu einer Gleihung zweiter Ordnungin einer Variablen zusammengefaÿt. Hierzu eliminiert man die Drukstörung aus der Im-pulsgleihung (4.28), indem die Massengleihung (4.27) nah p aufgelöst wird. Es ergibtsih shlieÿlih Gleihung (4.29), die lineare adiabatishe Wellengleihung genannt wird.In der Literatur ist das Akronym LAWE (=linear adiabati wave equation) geläu�g;(r40P0x0)0 + r40�0ad �!2 + (4� 3ad g0r0 )� x = 0 : (4.29)Das Hohkomma ()0 bezeihnet Ableitungen nah dem Radius (�=�r0). Diese Ableitungsteht niht im Widerspruh zum Lagrangeshen Formalismus. Es gilt nämlih die Bezie-hung: ��r0 = 4�r20�0 ��m : (4.30)Eine Massenshale ist demnah durh den Radius zum Zeitpunkt t = t0 gekenn-zeihnet, obwohl sih ihr Radius im Laufe der Zeit in�nitesimal ändern kann. Es gilt,r = r(r0(m; t0); t). Die lineare adiabatishe Wellengleihung stellt wie der volle Satz derPulsationsgleihungen ein Randeigenwertproblem dar. Im Untershied zum vollen Satzbesitzt sie jedoh besondere Eigenshaften. Sie gehört zur Klasse der Sturm-Liouville-Probleme. Für diese gilt (Kippenhahn, 1994):� Es gibt nur abzählbar unendlih viele Eigenwerte.� Die Eigenwerte !2n sind reell, haben keinen Häufungspunkt in R und können daherin aufsteigender Folge geordnet werden; !20 < !21 < !22 : : : mit !2n !1 für n!1.



23 KAPITEL 4. LINEARE STABILITÄTSANALYSE� Die Eigenfunktion x0 des kleinsten Eigenwertes hat keinen Knoten im Intervall0 < r < R (Fundamentalmode bzw. Fundamentale), während Eigenfunktionen mitn > 0 genau n Knoten besitzen (n-ter Oberton).� Das System der normalisierten Eigenfunktionen ist vollständig und erfüllt die Or-thogonalitätsrelationen: RZ0 r40�0xmxndr0 = Æmn m 6= n:Der letzte Punkt ist äquivalent zu der Aussage, daÿ zwei Eigenfunktionen zu untershied-lihen Eigenwerten linear unabhängig sind. Eine mathematish ausführlihe Diskussiondes Sturm-Liouville-Problems �ndet sih bei Meyberg (2001).Dank der genannten Eigenshaften ist die Identität der gefundenen Mode siherge-stellt. Ferner ist von gewihtiger Bedeutung, daÿ aufgrund des Ordnungsshemas stetsbekannt ist, ob sih zwishen zwei gefundenen Moden eine dritte verbirgt, welhe bei derSuhe übergangen wurde. Die lineare adiabatishe Wellengleihung (4.29) besitzt nur fürSternmodelle konstanter Dihte (r� � 0) eine analytishe Lösung. Obwohl dieser Fallunrealistish ist, kann er sehr hilfreih sein, Tendenzen auh nihtadiabatish pulsierenderSterne zu studieren. Für die Eigenfrequenz der Fundamentalen des homogenen Sternsfolgt nah Cox & Giuli (1968): !20 = 4�3 G�0(3ad � 4) : (4.31)Man erkennt hier zweierlei: Zum einen die bekannte Periode-Dihte-Beziehung für pulsie-rende Sterne, P = 2�!0 / 1pG�0 ; (4.32)zum anderen ist zu sehen, daÿ die Frequenz mit kleiner werdendem ad abnimmt undfür den Fall ad < 4=3 sogar negativ wird. Der Drukgradient ist dann niht mehr in derLage die Gravitationskraft zu kompensieren.Shwarzshild (1941) hat die lineare adiabatishe Wellengleihung für ein Hinter-grundmodell mit polytroper Shihtung � diese sog. Polytropen werden in Abshnitt 4.7vorgestellt � mit einem Shieÿverfahren gelöst. Seine Arbeit war Ausgangspunkt für dieMethodenentwiklung zur Lösung der vollständigen Pulsationsgleihungen (4.5)�(4.8).4.4 MatrixverfahrenGängige Programme (Baker & Kippenhahn, 1962) zur nihtadiabatishen linearenStabilitätsanalyse benötigen einen Shätzwert für den vollen Satz Gleihungen, der derlinearen adiabatishen Analyse (Lösung der LAWE) entnommen wird. Dieser Shätzwert



4.4. MATRIXVERFAHREN 24stellt eine Menge, bestehend aus Eigenfrequenz und Eigenfunktionen, dar. Wenn derShätzwert � wegen nihtadiabatisher E�ekte � zu sehr von der realen Mode abweiht,liegt er niht mehr im Konvergenzradius der gesuhten Mode, und der Algorithmus�ndet keine Lösung. Ferner müssen niht alle realen (d.h. nihtadiabatishen) Modenein adiabatishes Pendant besitzen, so daÿ für diese kein Shätzwert vorliegt. Die erstenShwierigkeiten mit dieser vereinfahenden Vorgehensweise traten bei der Untersuhungvon wassersto�armen Kohlensto�-Sternen auf (Saio et al., 1984). Es war daher einTeilbestreben der vorliegenden Arbeit, ein Verfahren zu entwikeln, mit dem sih diePulsationsgleihungen ohne Vorinformation lösen lassen, und so die oben geshildertenimmanenten De�zite anderer Verfahren zu vermeiden.Das Shieÿverfahren zur Lösung der LAWE läÿt sih zur Lösung der komplettenPulsationsgleihungen niht in natürliher Weise erweitern. Eine nah demselben Prinzipfunktionierendes Verfahren ist die sog. Riati-Methode, die von Sott (1973) eingeführtund von Davey (1977) erweitert wurde. W. Glatzel und A. Gautshy wendeten dieseMethode erstmals in der stellaren Stabilitätsanalyse an (Gautshy & Glatzel, 1990).Die grundlegende Idee der Riati-Methode besteht darin ein lineares gewöhnlihesGleihungssystem erster Ordnung, welhes ein Randwertproblem beshreibt, in einnihtlineares � numerish stabiles � Anfangswertproblem umzuwandeln.Eine weitere Möglihkeit, den vollen Satz der nihtadiabatishen Pulsationsglei-hungen ohne Shätzwert zu lösen, welhe in dieser Arbeit Verwendung �ndet, stellt dasMatrixverfahren dar4. Der Vorteil dieses Verfahrens besteht darin, daÿ es formal keinenUntershied maht, ob es auf die adiabatishe Approximation oder auf den realistishen,nihtadiabatishen Fall angewandt wird. Daher soll das Matrixverfahren zunähst fürdie lineare adiabatishe Analyse vorgestellt werden. Hierzu geht man niht von deradiabatishen Wellengleihung (4.29) aus, sondern von den Gleihungen (4.27) und(4.28), die ein homogenes Di�erentialgleihungssystem bilden:��lnP0 � xp � = � 3C1 C1ad�4 + C2!2 �1 � �� xp � : (4.33)Anstelle der Masse wurde � dem üblihen Vorgehen in der Literatur folgend � der Drukdes Hintergrundmodells als Koordinate gewählt. Die Transformation von Massekoordinatezu Drukkoordinate geshieht mit Hilfe der hydrostatishen Grundgleihung,ddm = � Gm4�P0r40 dd lnP0 : (4.34)Für die Verwendung des Drukes als Koordinate gilt die gleihe Argumentation wie fürdie des Radius (S. 22). Die Koe�zienten Ci sind durh das Hintergrundmodell gegebenund lauten: C1 = P0r0Gm�0 C2 = � r30Gm:4Ein demselben Prinzip folgendes Verfahren wurde von Castor (1971) vorgestellt. Anstelle eines Glei-hungssystem mit 4 gewöhnlihen Di�erentialgleihungen erster Ordnung geht Castor von einem Systemmit 2 gewöhnlihen Di�erentialgleihungen zweiter Ordnung aus. Das hier vorgestellte Matrixverfahrenwurde unabhängig von Castors Arbeit entwikelt.



25 KAPITEL 4. LINEARE STABILITÄTSANALYSEDas Matrixverfahren basiert darauf, daÿ das homogene Di�erentialgleihungssystem inein inhomogenes umgewandelt wird. Hierzu wird die äuÿere mehanishe Randbedingungdurh die Normierung der Eigenfunktion x(m) am Auÿenrand ersetzt. Zusammen mit derinneren mehanishen Randbedingung, kann das obige System für eine gegebene Eigen-frequenz ! gelöst werden, Zentrum :Ober�ähe : 3adx� p = 0;x = 1:4.4.1 Numerik und LösungsstrategieDas Di�erentialgleihungssystem (4.33) wird auf einem durh das Hintergrundmodell vor-gegebenem Gitter diskretisiert. Es hat sih als zwekmäÿig erwiesen, für die Massenglei-hung eine linksseitige (mi > mi�1)�x�lnP ����i := xi � xi�1lnPi � lnPi�1 ; (4.35)und für die Impulsgleihung eine rehtsseitige Di�erenzbildung zu wählen�p�lnP ����i := pi+1 � pilnPi+1 � lnPi : (4.36)Die Diskretisierung ist von erster Ordnung, was für diese Zweke völlig ausreihend ist5.Es folgt ein tridiagonales Gleihungssystem, das mit einem Bandmatrizenlöser invertiertwerden kann: A(!)~u = ~b; ~u = 0BBBBBB� ::xipi::
1CCCCCCA : (4.37)Es wurde bis jetzt vorausgesetzt, daÿ die Eigenfrequenzen a priori bekannt sind. Diesist selbstverständlih niht der Fall. Zur Bestimmung der Eigenfrequenz dient eine dervier möglihen äuÿeren mehanishen Randbedingungen (4.12�4.15), welhe niht mehrTeil des Gleihungssystems ist. Eine Shwingungsmode des Sterns ist gefunden, falls ihreEigenfrequenz und ihre Eigenfunktionen diese Randbedingung, RB, erfüllen;RB(!; x; p) != 0 : (4.38)Um die Eigenmoden zu �nden, ist eine Strategie notwendig, die robust ist und Konvergenzverspriht. Der hier gewählte Algorithmus sieht wie folgt aus:5Das Symbol := wurde von Bulirsh eingeführt und sagt aus, daÿ der Abbruhfehler von erster Ordnungist (z.B. Stoer & Bulirsh 1990).
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ω τff [-]Abbildung 4.1: Jedes Minimum des Logarithmus des Absolutwertes des Residuums steht für eineShwingungsmode. Die Frequenz wurde mit Hilfe der Freifallzeit (Gl. (5.1)) dimensionslos gemaht.� Es wird eine Streke im Frequenzraum abgetastet. Hierbei wird ein Intervall ab-gestekt und bei vorde�nierter6 Frequenzweite �! diskretisiert. Das lineare Glei-hungssystem wird dann für jeden Frequenzgitterpunkt gelöst. Je feiner die Abta-stung, desto gröÿer die Siherheit, daÿ keine Mode im vorgegebenem Frequenzinter-vall übergangen wird.� An Orten wo logjRB(!; x; p)j ein Minimum aufweist, kann sih eine Eigenmodeverbergen.� Die Abtastung wird um die Minima wiederholt, und� mittels des Sekantenverfahrens kann die Eigenfrequenz bis zur gewünshten Genau-igkeit iterativ verbessert werden.Die oben genannten vier Punkte sind im Fluÿdiagramm 4.2 noh einmal veranshauliht.Dieses Verfahren ist in natürliher Weise auf den vollständigen Satz Gleihungen erweiter-bar. In Abbildung 4.1 ist eine solhe Abtastung zu sehen. Aufgetragen ist der Logarithmusdes Absolutwertes der Bedingung (4.38) über der dimensionslosen Eigenfrequenz (5.1).Mit feiner werdender Abtastung nimmt die Ausprägung der Minima zu. Jedes der dessehs Minima gibt den ungefähren Ort der Mode an. Demnah be�nden sih im Frequen-zintervall 0:5=�� < ! < 8:5=�� die ersten 6 Moden (die Fundamentalmode und die ersten5 Obertöne). Die Frequenz der Fundamentalmode ist, weil es sih um eine akustisheShwingungsmode handelt, stets in der Umgebung der Freifallzeitfrequenz zu �nden.6In dieser Arbeit war es ausreihend eine feste Frequenzweite zu verwenden. Die Rehengeshwindigkeitkann jedoh bei variabler Shrittweite erhöht werden.
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4.5. QUASI-ADIABASIE 284.5 Quasi-AdiabasieDa alle Eigenwerte in der adiabatishen Näherung rein reell sind (vgl. Sturm-Liouville-Theorem, S. 22), kann streng genommen keine Aussage über die Stabilität eines Sternsgemaht werden. In der vollen Betrahtung des Pulsationsproblems entsheidet das Weh-selspiel zwishen der Mehanik und der Thermodynamik über Stabilität oder Instabilität.Physikalish gesehen, werden in der adiabatishen Approximation nihtadiabatishe E�ek-te unterdrükt, wodurh die in einer Massenshale entstehende Kompressionswärme we-der durh vermehrte Abstrahlung vermindert (Dämpfung) noh durh Energieproduktionoder gestiegene Absorption vergröÿert (Anfahung) werden kann. Wird das Arbeitsdi�e-rential einer Massenshale ausgewertet, erhält man das gleihe Resultat: Die Shwingungist weder gedämpft noh angefaht. Diese Erkenntnis kann auh gewonnen werden, ruftman sih in Erinnerung, daÿ Dämpfung und Anfahung durh das Vorzeihen der Pha-senvershiebung zwishen Druk- und Dihtestörung bestimmt sind. Bei adiabatisherZustandsänderung (4.26) sind Druk und Dihte jedoh stets in Phase. Die Phasenver-shiebung ist daher null, p = add; �v = �d � �p = 0: (4.39)Diese Eigenshaft adiabatisher Pulsation kann rehnerish leiht demonstriert werden,wenn man die Arbeit pro Massenshale, die während eines Zyklus verrihtet oder aufge-nommen wird, dWdm = �I Æqdtdt ; (4.40)auswertet7. Dieses Di�erential kann mit Hilfe des Energiesatzes ausgewertet werden;Æqdt = dldm � �nu: (4.41)Hierzu werden die Leuhtkraft L und die nukleare Energieproduktion � in vorgegebenerWeise (4.4) linearisiert:l = l0 �1 + �ei!t� ; �nu = �0 �1 + "ei!t� : (4.42)Betrahtet man den Realteil von (4.40) ergibt sih für die Arbeit pro Massenshale derAusdruk: dWdm = �I os(!t)�d(l0�)dm � �0"�dt = 0 : (4.43)Wegen des Separationsansatzes (4.42) ist der Klammerausdruk auf der rehten Sei-te unabhängig von der Zeit, so daÿ die Integration über eine Pulsationsperiode null ergibt.Daÿ es dennoh möglih ist, etwas über das Stabilitätsverhalten eines Sterns, ba-sierend auf der adiabatishen Analyse, auszusagen, hat Eddington (1926) demonstriert.7Zu beahten ist, daÿ die Wärmemenge, Æq, kein totales Di�erential besitzt, sondern von der Prozeÿ-führung abhängt.



29 KAPITEL 4. LINEARE STABILITÄTSANALYSESein Kunstgri� besteht darin, das Arbeitsdi�erential in zweiter Ordnung auszuwerten.Hierzu nahm er den 2. Hauptsatz der Thermodynamik zum AusgangspunktI dsdt dt = I 1T Æqdt dt = 0 (4.44)Setzt man für die Temperatur den Realteil des Stör-Separationsansatzes T = T0(1 +# os(!t)) ein und führt eine Reihenentwiklung mit Abbruh nah dem ersten Glieddurh, liefert die rehte Seite:I 1T0 (1 + # os(!t))Æqdtdt = 0 (4.45)1T0 I Æqdtdt = 1T0 I # os(!t)Æqdtdt (4.46)Der Zusammenhang (4.46) ist von 2. Ordnung! Dies ist ist leiht einzusehen, vergegenwär-tigt man sih, daÿ # von erster Ordnung ist und Æq=dt nah der Lineariserung ebenfallsTerme von erster Ordnung enthält. Die Auswertung der rehten Seite von Gleihung (4.46)liefert ein Integral, das im Gegensatz zu (4.43) niht vershwindet:W 0 = �I # os2(!t)�d(l0�)dm � �0"� dt : (4.47)Die Arbeit pro Masseneinheit der i-ten Massenshale während eines Zyklus ergibt sihshlieÿlih zu: W 0i = �!#ad�0(�P pad + �T#ad)� #ad��0 � #adl0 d�dm : (4.48)Dieser Ausdruk kann berehnet werden, wenn die Leuhtkraftstörung und ihre räumliheAbleitung bekannt sind. Die Leuhtkraftstörung � ist in der adiabatishen Approxima-tion streng genommen gleih null � = �ad = 0. Mit Hilfe der linearisierten Energie-transportgleihung (4.8) ist es jedoh möglih mit Ergebnissen der adiabatishen Analyse(xad; pad; #ad = padrad) eine Leuhtkraftstörung zu berehnen und somit die Abweihungvon der Adiabasie zu bestimmen;� = P0radP 00#0ad + 4xad � �P pad + (4� �T )#ad ; (4.49)Die Anwahszeit �e einer Pulsation kann wie beim harmonishen Oszillator aus demDämpfungskoe�zienten � bestimmt werden. Es gilt:Eges = !22 X Ær(m)2�mi ; (4.50)� = 14� W!Eges ; (4.51)�e = 1� : (4.52)W bezeihnet das Arbeitsintegral mit W =PW 0i ��mi.



4.6. LINEARE NICHTADIABATISCHE ANALYSE 304.6 Lineare nihtadiabatishe AnalyseDie Lösung des vollen Gleihungssystems erfolgt in ähnliher Weise wie das der adiabati-shen Näherung. Weil es sih jedoh um ein komplexwertiges System handelt, müssen eini-ge Punkte beahtet werden. Die aufgelisteten Eigenshaften des Sturm-Liouville-Problems(Abshnitt 4.3) gehen in der vollen nihtadiabatishen Untersuhung verloren. Es kann niemit absoluter Siherheit gesagt werden, ob in einem zu untersuhenden zweidimensionalenFrequenzspektrum eine Mode übersehen wurde. Wie in der adiabatishen Analyse �ndetauh hier eine Normalisierung statt, und die äuÿere mehanishe Randbedingung dientals Kriterium dafür, ob es sih bei der gefundenen Mode um eine Eigenmode handelt. DieDiskretisierung ist ebenfalls von erster Ordnung und folgt dem Shema:�x�lnP ����i := xi � xi�1lnPi � lnPi�1 linksseitigeDi�erenz ;�p�lnP ����i := pi+1 � pilnPi+1 � lnPi rehtsseitigeDi�erenz ;�#�lnP ����i := #i+1 � #ilnPi+1 � lnPi rehtsseitigeDi�erenz ;���lnP ����i := �i � �i�1lnPi � lnPi�1 linksseitigeDi�erenz :Das sih ergebende Gleihungssystem lautet dann:
A(!)~u = ~b; ~u = 0BBBBBBBBBB�

::xipili#i::
1CCCCCCCCCCA : (4.53)

Die Matrix A(!) hat niht mehr wie im adiabatishen Fall eine tridiagonale Gestalt.Die Bandstruktur bleibt allerdings weiter erhalten, sie besitzt vier obere und vieruntere Nebendiagonalen. Dieses komplexwertige algebraishe Gleihungssystem wurdemit dem Algebra-Programm IMSL gelöst. Die Komplexwertigkeit maht die Abtastungeines zweidimensionalen Frequenzraumes notwendig. In Abbildung 4.3 ist eine solheAbtastung für die erste Eigenmode eines instabilen Sternmodells zu sehen. Die Fre-quenzen �r (Realteil) und �i (Imaginärteil) sind dimensionslose Gröÿen, skaliert mitder Freifallzeit (5.1). Zu sehen ist qualitativ der gleihe Verlauf wie bei der Abtastungdes eindimensionalen Frequenzintervalls im adiabatishen Fall; Polstelle und Minimumliegen diht beieinander. Das Minimum in logjRBj ist auf einen kleinen Bereih umdie Eigenfrequenz beshränkt. Eine Abtastung bei konstantem �i fernab von dem derEigenfrequenz (Rand der logjRBj-Flähe parallel zu �r Ahse) zeigt kein Minimum. DieseBeshränkung im Frequenzraum kann das Au�nden der Eigenwerte erheblih ershweren.Der Algorithmus zur Au�ndung der Eigenwerte untersheidet sih im Prinzip niht
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Abbildung 4.3: Zu sehen ist die logjRBj-Flähe, aufgetragen über einen zweidimensionalen Frequenz-bereih ��r ���i. Das Minimum markiert die Lage eines Eigenwertes. Die Frequenzanteile (�r; �i) sinddimensionslos (Gl. (5.1)).von dem in der adiabatishen Analyse. Wird anstatt eines Frequenzintervalls ��r einzweidimensionaler Frequenzraum ��r � ��i vorgegeben, kann das Fluÿdiagramm 4.2übernommen werden.4.7 Validierung der ProgrammeAusgangspunkt zur Validierung der Programme ist die Arbeit von Shwarzshild (1941),der das Shwingungsverhalten eines Sterns mit polytroper Shihtung und dem Polytro-penindex n = 3 (das sog. �Standardmodell�) untersuhte. Sterne mit polytroper Shih-tung werden auh kurz Polytropen genannt. Man gewinnt sie bei vorgegebenem Index n,indem man die Lane-Emden-Gleihung löst.Lane-Emden-GleihungDie Beshreibung des Sternaufbaus gründet auf 4 Säulen:



4.7. VALIDIERUNG DER PROGRAMME 321. Der Stern ist ein selbstgravitierendes Objekt. D.h. das Gravitationspotential, �,wird durh die Dihteverteilung des Sterns bestimmt:�� = 4�G�: (4.54)2. Der Stern be�ndet sih im hydrostatishen Gleihgewiht:rP = ��r�: (4.55)3. Der Temperaturverlauf muÿ bekannt sein, was die Kenntnis der Art des Energie-transportes und der Energieerzeugung voraussetzt.4. Die Zusammensetzung der Sternmaterie muÿ hinreihend bekannt sein, um einegültige Zustandsgleihung angeben zu können.Vor allem die mit dem Energietransport zusammenhängenden Prozesse ershweren dieErfassung des Sternaufbaus erheblih und mahten sie bis zur Mitte des 20. Jahrhundertsunmöglih. Man kann diese Problematik umgehen, und ein einfahes aber aussagekräfti-ges Sternmodell erhalten, wenn man die zentrale Annahmen einführt, daÿ ein polytroperZusammenhang zwishen der Temperatur- und der Drukshihtung esistiert,P (r) / T (r) �1 : (4.56)Das  hier darf niht mit ad verwehselt werden8: Soll es sih zum Beispiel um einisothermes Sternmodell, bestehend aus einem einatomigen idealen Gas, handeln, ist  = 1und der Adiabatenexponent ad = 5=3. Mit Hilfe des Polytropenexponenten  kann derTemperaturgradient festgelegt werden, ohne Kenntnis der thermoenergetishen Prozessein einem Stern. Im Zusammenhang mit der idealen Gasgleihung gilt:P (r) = C�(r) : (4.57)C wird Polytropenkonstante genannt, obwohl sie nur dann einen festen Zahlenwert an-nimmt, wenn die Zustandsgleihung von barotroper Art ist. In diesem Fall besteht C ausNaturkonstanten. Für den Fall, daÿ die Zustandsgleihung von der Form P = P (�; T )ist, wie die ideale Gasgleihung, ist C ein freier Parameter, der sih zwar von Stern zuStern untersheidet aber innerhalb eines Stern konstant ist9. Substituiert man den Drukmit Gl. (4.57), ergibt sih shlieÿlih ein System von zwei Di�erentialgleihungen mit zweiUnbekannten,(�;�); d�dr = �C��2d�dr ; (4.58)1r2 dd �r2d�dr � = 4�G� : (4.59)8Bei Weiÿen Zwergen kann es zu Verwehslungen kommen, da die Zustandsgleihung eine barotropeForm hat, P = P (�)9Falls C, wie beim Weiÿen Zwerg, durh Naturkonstanten festgelegt ist, verliert das System einenFreiheitsgrad. Die Festlegung eines Wertes, z.B. der Masse, legt alle anderen auh fest. Hieraus folgt auhChandrasekhars bekannte Masse-Radius-Relation



33 KAPITEL 4. LINEARE STABILITÄTSANALYSEDie beiden Gleihungen werden in der Regel zu einer einzigen zusammmengefaÿt. Hierzuwird Gl. (4.58), für den Fall  6= 1, integriert:� = �� �(n+ 1)C�n : (4.60)Es ist üblih, den Polytropenindex n einzuführen:n = 1 � 1 : (4.61)Setzt man Gl. (4.60) in die Poissongleihung (4.59) ein, erhält man eine Di�erentialglei-hung zweiter Ordnung mit der Unbekannten �:d2�dr2 + 2r d�dr = 4�G�� �(n+ 1)C�n : (4.62)Werden noh die dimensionslosen Gröÿen,w = ��z = � ��z� 1n ; (4.63)z = Ar; mit A = 4�G(n+ 1)nCn�n�1z : (4.64)eingeführt, ergibt sih shlieÿlih aus Gl. (4.59) die bekannte Lane-Emden-Gleihung :d2wdr2 + 2z dwdz + wn = 0 : (4.65)Der tiefergestellte Index z bezeihnet Gröÿen im Zentrum. Die Lane-Emden-Gleihungstellt ein Anfangswertproblem dar und kann ausgehend von den Regularitätsbedingungenim Zentrum; w(0) = 1 ; (4.66)w0(0) = 0 ; (4.67)bis an die Ober�ähe, das heiÿt, wo w die erste Nullstelle aufweist, integriert werden. Eineausführlihe Diskussion polytroper Sternmodelle �ndet sih bei Chandrasekhar (1939).AdiabasieShwarzshild hat die lineare adiabatishe Wellengleihung (4.29) mittels eines Shieÿ-verfahrens gelöst und die Ergebnisse der ersten vier Obertöne tabellarish verö�entliht.Diese beiden Punkte,� das Sternmodell kann durh die Lane-Emden-Gleihung gewonnen werden,� die Ergebnisse der linearen Analyse stehen in tabellarisher Form zur Verfügung,
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Polytrope n=3
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Abbildung 4.4: Zur Validierung des Matrixverfahrens für die lineare adiabatishe Analyse (LAA) wurdeeine Polytrope mit dem Index n = 3 gerehnet. Das Resultat stimmt mit den Ergebnissen Shwarzshildsüberein.prädestinieren die Arbeit von M. Shwarzshild als Grundlage der Programmvalidierung.Um das Matrixverfahren der adiabatishen Analyse zu überprüfen, wurde zunähst ein po-lytropes Sternmodell (das Standardmodell) durh Integration der Lane-Emden-Gleihungermittelt und erneut einer Eigenwertanalyse unterzogen. Die erhaltenen Ergebnisse unter-shieden sih von Shwarzshild (1941) nur im numerishen Rahmen, wie untenstehenderTabelle zu entnehmen ist.Tabelle 4.1: Die ersten 5 Eigenmoden !2, berehnet für untershiedlihe Stützstellenzahlen k und mitden Werten von Shwarzshild (1941) gegenübergestellt. Die angegebene Fehlermarge ist der gleihenVerö�entlihung entnommen. 0. Mode 1. Mode 2. Mode 3. Mode 4. ModeShwarzshild k = 83 0.05882 0.19139 0.36480 0.58630 0.8554Gamgami k = 88 0.05880 0.19140 0.36480 0.58630 0.8559Gamgami k = 1005 0.05880 0.19130 0.36475 0.58610 0.8552Gamgami k = 6891 0.05880 0.19123 0.36450 0.58578 0.8547Maximaler Fehler � 0.00003 0.00010 0.00040 0.00200 0.0060In Tabelle 4.1 ist deutlih die Abhängigkeit der höheren Obertöne von der numerishenAu�ösung zu sehen, wohingegen der Eigenwert der Fundamentalen shon ab 90 Gitter-punkten eine Sättigung erreiht. Dies ist leiht einzusehen, vergegenwärtigt man sih,daÿ der vierte Oberton vier Nullstellen besitzt und die Eigenfunktion dementsprehendstarke Krümmungen aufweist. Die Güte der Au�ösung der Eigenfunktion kann daher denresultierenden Eigenwert entsheidend beein�ussen.
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Abbildung 4.5: Mit Hilfe des validierten Matrixverfahrens für die adiabatishe Analyse (LAA) kannnun das verallgemeinerte Verfahren für die nihtadiabatishe Untersuhung (LNA) überprüft werden.NihtadiabasieNahdem die Tauglihkeit des Matrixverfahrens sihergestellt worden ist, kann mit Hilfeder adiabatishen Approximation die lineare nihtadiabatishe Analyse (LNA) bewertetwerden. Da der thermoenergetishe Part des Sterns in der Lane-Emden-Gleihungniht berüksihtigt wird, müssen beide Verfahren auf ein realistishes Sternmodellangewandt werden. Verwendet wurde ein Population-III-Stern. Die lineare adiabatisheAnalyse (LAA) liefert, wie in Abshnitt (4.3) eingehend diskutiert, nur den Realteil derEigenfrequenz. Um jedoh auh den Imaginärteil des Eigenwertes der LNA zu beurteilen,wurde mittels der Ergebnisse der adiabatishen Analyse das Arbeitsdi�erential (4.47)gelöst, aus dem eine Anwahsrate ermittelt werden kann.Es kann niht mehr verlangt werden, daÿ die Resultate im numerishen Rahmenidentish sind, weil nihtadiabatishe E�ekte je nah zugrundeliegendem Sternmodellgroÿ sein können. Im Falle aber, daÿ die Pulsation am adiabatishen Grenzfall liegt,sollten sowohl Realteil (Pulsationsperiode) als auh Imaginärteil (Anwahsrate) derEigenfrequenzen vergleihbar sein. In Kapitel 5 werden Ergebnisse dieses Vergleihesvorgestellt.Darüber hinaus wurden zur Validierung des linearen nihtadiabatishen Program-mes Vergleihsrehnungen mit der Riati-Methode unternommen. Gegenstand derUntersuhung war u.a. ein � Cepheide, bei dem die ersten zwei Obertöne instabil sind.Der Abgleih fand dank der Unterstützung von Herrn W. Glatzel (AstrophysikalishesInstitut Göttingen) statt. Das Matrixverfahren war in der Lage, die Instabilitäten zu�nden. Die Abweihungen, die sih im Imaginär- und Realteil ergaben, sind in Abbildung4.7 für drei vershiedene Au�ösungsgrade zu sehen. Bei beiden Frequenzanteilen nimmtdie Abweihung mit gröÿer werdender Au�ösung des Hintergrundmodells ab. Sie unter-sheiden sih jedoh in ihrer Sensitivität hinsihtlih der Au�ösung, da die prozentualeAbweihung im Imaginärteil gröÿer ist als die im Realteil. Das Vorzeihen und die
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Abbildung 4.6: Vergleih der Riati-Methode mit demMatrixverfahren bei untershiedliher Au�ösungdes Hintergrundmodells. a) prozentuale Abweihung in der Shwingungsperiode (Realteil), b) Abweihun-gen in der Anwahsrate (Imaginärteil). Mit zunehmender Au�ösung des Hintergrundmodells nehmen dieAbweihungen in beiden Frequenzteilen ab.Gröÿenordnung des Imaginärteils stimmten stets überein. Der Grund für die Abweihungliegt darin, daÿ die Riati-Methode, weil sie zur Klasse der Shieÿverfahren gehört,naturgemäÿ mit variabler Ortsshrittweite operiert, während das Matrixverfahren aneiner vorde�nierten räumlihen Au�ösung � gegeben durh das Hintergrundmodell � ge-bunden ist. Durh die adaptive Shrittweite kann die Riati-Methode �Opazitätsbukel�räumlih besser au�ösen. Die Stabilitätsanalyse kann merklih hiervon abhängen.



Kapitel 5Ergebnisse der linearen AnalyseDas Stabilitätsverhalten von Population-III-Sternen hinsihtlih in�nitesimaler Störungenist Gegenstand dieses Kapitels. Die Sternmodelle wurden von C.W. Straka (Porto, Por-tugal) zu Verfügung gestellt und sind Teil einer vollständigen Sternentwiklungsrehnung(Straka, 2002). Die Entwiklungswege dieser Sterne im H-R-Diagramm sind in Abbildung5.9 aufgetragen. Die Lösungsmenge einer Mode, gewonnen mittels der Pulsationsgleihun-gen (4.5�4.8), besteht aus einem komplexwertigen Eigenwert und den vier komplexwerti-gen Eigenfunktionen. Im Gegensatz zu Kapitel 4 ist die Eigenfrequenz in der folgendenDiskussion eine dimensionslose Gröÿe. Für die Gewihtung wurde die Freifallzeit, die hieranders als üblih (�� =p3�=(32G��) ) de�niert ist, gewählt. Es gilt der Zusammenhang:� = ! � �� ; �� = 1p4�G�� : (5.1)Die wesentlihe Physik stekt in der Eigenfrequenz. Daher befaÿt sih der erste Teil 5.1dieses Kapitels mit dem Realteil der Eigenfrequenz Re(�) = �r, welher die Shwingungs-periode des Sterns angibt, und Abshnitt 5.2 mit dem Imaginärteil Im(�) = �i, der eineAussage über die Anwahs- bzw. Dämpfungsrate der Shwingungsamplitude maht. Ins-besondere soll auh eine Gegenüberstellung der vershieden massereihen Sterne in denersten beiden Abshnitten erfolgen. In Abshnitt 5.3 die Frage aufgeworfen, ob auh wirk-lih der �-Mehanismus für die gefundenen Instabilitäten verantwortlih gemaht werdenkann. Im letzten Teil des Kapitels �ndet ein Vergleih der quasiadiabatishen Untersu-hung mit der nihtadiabatishen statt, in dessen Zusammenhang auh der Frage nahder Stärke der Abweihungen von der Adiabasie nahgegangen wird. In der weiteren Dis-kussion wird, sofern niht Gegenteiliges ausdrüklih hervorgehoben ist, nur die Funda-mentalmode eines Sternmodells betrahtet. Der Grund hierfür wird in Abshnitt 5.2.1erläutert.5.1 PulsationsperiodeIn Abbildung 5.1b ist die zeitlihe Änderung der Pulsationsperiode Gl. (4.18) auf derlinken Ahse und die Änderung der mittleren Dihte auf der rehten Ahse für den450M�-Stern während der Vor- und Hauptreihenphase aufgetragen. Man sieht deutlih,37
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Abbildung 5.1: a) Gegenüberstellung von Pulsationsperiode und mittlerer Dihte des 450M�-Stern. b)Vergleih der Pulsationsperioden von drei Sternmassen. Der Beginn der Zeitzählung ist willkürlih in dieVorhauptreihenphase gelegtdaÿ mit kleiner werdender mittlerer Dihte die Pulsationsperiode zunimmt und umge-kehrt. Die Periode-Dihte-Relation (4.32) ist demnah evident und bei allen untersuhtenSternen zu �nden. Ausgehend von der Vorhauptreihe, kontrahiert der Stern auf ther-misher Zeitskala und erreiht eine maximale mittlere Dihte. Im Hertzsprung-Russell-Diagramm weist dann die E�ektivtemperatur ein Maximum auf und leitet die Hauptrei-henentwiklung ein. Die Vorgänge im Sterninneren in der Phase der maximalen Kontrak-tion sind entsheidend für das Stabilitätsverhalten und werden in Abbshnitt 5.2.5 näherdiskutiert. Die Pulsationsperiode ist niht unabhängig von der Sternmasse. Abbildung5.1a illustriert exemplarish an drei Sternen untershiedliher Masse (50M�; 450M� und750M�) die mit der strukturellen Entwiklung einhergehende zeitlihe Änderung derPulsationsperiode. Sie ist bei massereiheren Sternen gröÿer als bei masseärmeren. DiesesVerhalten kann mit Hilfe der Homologie-Beziehungen erklärt werden. Hiernah nimmt diemittlere Dihte mit zunehmender Masse des Sterns ab, was gemäÿ der Periode-Dihte-Relation (4.32) eine Zunahme der Pulsationsdauer zu Folge hat. Die Annahme der Ho-mologie ist erlaubt, da die betre�enden Modelle homogen sind und am Anfang ihrerHauptreihenentwiklung stehen. Eine zweite Erklärungsmöglihkeit geht auf den Ein�uÿdes mittleren Adiabatenexponenten zurük. Die Periode-Dihte-Relation, wie sie sih fürden homogenen Stern ergibt, lautet:1� / 4�3 G�0(3ad � 4): (5.2)Demnah steigt die Pulsationsdauer mit fallendem mittlerem Adiabatenexponent. Wel-her der beiden Ein�üsse a) mittlere Dihte oder b) mittlerer Adiabatenexponent denTrend dominiert, wurde niht quanti�ziert.5.2 InstabilitätenDie lineare Analyse hat ergeben, daÿ Population-III-Sterne mit einer Anfangsmasse, diegröÿer ist als 350M�, gegenüber in�nitesimalen Störungen vibrationell instabil sind. Eine
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Abbildung 5.2: Eigenfunktionen der Fundamentalen und der ersten 3 Obertöne eines instabilen Modells.Zu beahten ist der Zentralwert der Störamplitude und die Anzahl der Knotenpunkte.in�nitesimale Störung wähst somit exponentiell an. In der weiteren Diskussion steht dieAnwahsrate �e (4.17) im Mittelpunkt.5.2.1 Die FundamentalmodeIn der vollen nihtadiabatishen Analyse besitzt stets nur die Fundamentalmode einennegativen Imaginärteil, wenn es sih um ein instabiles Sternmodell handelt. Alle Modenhöherer Ordnung sind stabil. Das ist eine direkte Folge der relativen Amplitude der Eigen-funktion im Zentrum. Abbildung 5.2 zeigt die ersten 3 Moden eines instabilen Modells,angefangen mit der Fundamentalen. Je gröÿer die Ordnung der Mode, desto kleiner ist diezentrale relative Amplitude. Das hat zur Folge, daÿ die Stärke des �-Mehanismus, der dieeinzige Ursahe für Instabilitäten bei Population-III-Sternen ist, stark abnimmt, wodurhdie Dämpfung der Hülle die Gesamtbilanz dominiert. Die oben gemahten qualitativenAussagen sind in Tabelle 5.1 quanti�ziert. Hierin sind die die Pulsationsdauer �, die di-Tabelle 5.1: Pulsationsperiode � in Stunden, dimensionslose Anwahsrate �i und relative AuslenkungjÆr=Rj bzw. Störung im Zentrum der ersten vier Moden.0. Mode 1. Mode 2. Mode 3. Mode� [h℄ 3.8 1.3 0.9 0.74�i [-℄ �8:9 � 10�9 4:6 � 10�6 7:6 � 10�5 6:6 � 10�4jÆr=Rj [-℄ 0.67 0.035 0.013 0.0046
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Abbildung 5.3: Imaginärteil des Eigenwertes über der Entwiklungszeit für zwei Sterne untershiedliherMasse.mensionslose Anwahs- bzw. Dämpfungsrate �i und die relative normierte Störamplitudeim Zentrum jÆr=Rj aufgelistet. Die Pulsationsdauer nimmt, wie zu erwarten war, mitder Ordnung der Mode ab. Die beiden letzten Zeilen stehen in engem Zusammenhang.Bei Moden höherer Ordnung ist der stets vorhandene �-Mehanismus niht in der Lagedie Dämpfung zu überwinden. Mit kleiner werdender zentraler Störamplitude nimmt dieDämpfungsrate zu.5.2.2 MassenspektrumIn Abbildung 5.3 ist die zeitlihe Sequenz des Imaginärteils für zwei Sterne mit unter-shiedlihen Massen zu sehen. Beide Verläufe ähneln einander sehr. Die Sterne werdenlinear instabil, sobald sie in die Hauptreihenphase treten, und stabilisieren sih, bevor siediese wieder verlassen. Die Zeitspanne, in der die Sterne instabil sind, ist beim masserei-heren Stern gröÿer. Zudem ist die Anwahsrate beim 750M�-Stern durhgehend kleinerals beim masseärmeren Stern. Daÿ die Masse ein bestimmender Parameter des Stabili-tätsverhaltens massereiher Sterne ist und die oben genannten Korrelationen sih überdas hier untersuhte Massenspektrum erstreken, wird in den Abbildungen 5.4a und 5.4bverdeutliht. Damit läÿt sih folgender Zusammenhang festhalten:� Massereihere Sterne sind einen längerern Zeitraum ihrer Hauptreihenphase pulsa-tionsinstabil gegenüber in�nitesimalen Störungen.� Die Stärke1 der Instabilität nimmt mit der Sternmmasse zu.1Als Maÿ für die Stärke der Instabilität eines Sterns wurde vereinfahend das Minimum des Imagi-närteils gewählt.
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b)Abbildung 5.4: a) Dauer der instabilen Phase der untersuhten Sterne. Eine Korrelation mit der Masseist deutlih erkennbar. b) Stärke (minimale Anwahszeit) der Instabilität nimmt mit der Masse der Sternezu.
Diese Korrelation wurde erstmals von Ledoux (1941) vorhergesagt und von Shwarzshild& Härm (1959) rehnerish nahgeprüft, als sie den �-Mehanismus bei Population-I-Sternen mittels der quasiadiabatishen Approximation untersuhten. Es ist au�allend,daÿ die instabile Phase bei allen betro�enen Sternen zusammenhängend ist, d.h. sie wer-den niht von stabilen Zuständen (�Zonen der Ruhe� ) unterbrohen. Die Korrelation zwi-shen Dauer bzw. Stärke der Instabilität ist niht verwunderlih, wenn man die Verläufeder Eigenfunktionen betrahtet. Abbildung 5.5 zeigt die Eigenfunktion der Fundamenta-len für drei Sterne mit untershiedlihen Massen zum Zeitpunkt maximaler Kontraktiondes Hintergrundmodells. Die relative Auslenkung im Zentrum nimmt deutlih mit derMasse zu. Hierfür ist der Strahlungsdruk verantwortlih, dessen Anteil am Gesamtdrukmit zunehmender Masse steigt und den mittleren Adiabatenexponenten reduziert. Der Ho-mologiegrad der Pulsation steigt ebenfalls, und die Bedingungen für den �-Mehanismus,die Dämpfung der Hülle zu überwinden, verbessern sih (vgl. Kapitel 2.4). Die zeitlihesprunghafte Änderung der Anwahsrate des 750M�-Sterns in Abbildung 5.3 ist auf Vor-gänge in der Struktur des Hintergrundmodells zurükzuführen. Ein morphologish gleiherVerlauf �ndet sih bei der Zentraltemperatur und der nuklearen Energieproduktionsrate.Die lineare Analyse spiegelt demnah die Struktur des zugrundeliegenden quasistatishenSternmodells � u.a. jede Unsiherheit darin � in jeder Hinsiht wider.
5.2.3 Der �-Mehanismus als Ursahe der InstabilitätIn Kapitel 2 wurde argumentiert, daÿ bei Population-III-Sternen nur der �-Mehanismusals anfahende Kraft in Frage kommt. Daÿ dies wirklih zutri�t, soll in diesem Abshnittdemonstriert werden. Hierbei gibt es zwei unabhängige Argumentationslinien: Die erstestützt sih auf das Arbeitsintegral, die zweite gründet auf einer Modi�kation der linearenAnalyse.
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Abbildung 5.5: Relative Auslenkung der Fundamentalmode über dem normierten Radius für drei Stern-modelle mit 450M�, 550M� und 750M� zum Zeitpunkt der maximalen Kontraktion.ArbeitsintegralBerehnet man das Arbeitsintegral eines instabilen Sternmodells, ergibt sih ein Verlauf,wie in Abbildung 5.6 dargestellt. Es handelt es sih um das kumulative Arbeitsintegral.Hierbei wird die Arbeit einer jeden Massenshale, beginnend im Zentrum, aufaddiert. DasVorzeihen des Arbeitsintegrals an der Ober�ähe gibt shlieÿlih an, ob es sih um eineinstabile oder stabile Mode handelt:Wkum(r) =X dWdr �r: (5.3)Die Steigung des kumulativen Arbeitsintegrals gibt das lokale Stabilitätsverhalten an. Dieblaue Kurve ergibt sih für ein stabiles Sternmodell. Die anfahende Region be�ndet sihim Zentrum (positive Steigung), die Dämpfung �ndet in der Hülle statt. An der Ober�ähenimmt das Arbeitsintegral einen negativen Wert an. Zwishen diesen beiden Bereihenpulsiert der Stern nahezu adiabatish; es �ndet weder Anregung noh Dämpfung statt.Die rote und die grüne Kurve gehören zu einem instabilen Sternmodell. In jenem Fall(rote Kurve) fand eine komplette lineare Analyse statt, in diesem Fall (grüne Kurve)wurden Störungen in der nukleare Energieproduktion auÿer aht gelassen (� � 0). Mansieht deutlih, daÿ im letzteren Fall die Anfahung im Zentrum vershwindet. Die Modeist dann stabil, das Arbeitsintegral an der Ober�ähe ist negativ.
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Abbildung 5.6: Das kumulative Arbeitsintegral für zwei Sternmodelle, ein stabiles (blaue Kurve) undein instabiles (rote bzw. grüne Kurve). Die grüne Kurve zeigt den Verlauf bei vernahlässigter nuklearenEnergieproduktion. Aufsummiert wird von innen nah auÿen.Modi�zierte lineare AnalyseSetzt man die Terme �T und �P in den linearen Pulsationsgleihungen null, werden Stö-rungen in der nukleare Energieproduktion in der Stabilitätsuntersuhung niht mehr be-rüksihtigt. Die Energiegleihung reduziert sih zu:���m = � i!l0 P0Æ�0 � #rad � p� (5.4)Dies hat zur Folge, daÿ alle Instabilitäten vershwinden. Die nukleare Energieproduktionist somit in der Tat Ursahe der hier gefundenen Instabilität. Abbildung 5.7 stellt dieFälle mit und ohne nukleare Energieproduktion gegenüber. Man sieht dem Verlauf ohneStörungen der nuklearen Energieproduktion an, daÿ die stabilisierende Wirkung der Hül-le mit dem Eintreten des Sterns in die Hauptreihenentwiklung ein Minimum erreiht.Das heiÿt, daÿ Störungen nur langsam abklingen. Der Stern nimmt seinen kompaktestenZustand ein. In der nahfolgenden Entwiklung nimmt die Stabilität zu, was auf die Aus-dehnung der Hülle zurükzuführen ist. Die Kurve mit nuklearer Energieproduktion zeigtshlieÿlih, daÿ für den �-Mehanismus nur dann die Möglihkeit besteht, den Stern mitwahsender Amplitude pulsieren zu lassen, wenn die Dämpfung der Hülle shwah ist. BeiSternen, die masseärmer sind als 350M�, ist der �-Mehanismus auh dann niht in derLage, die Dämpfung zu überwinden.
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Abbildung 5.7: Imaginärteil des Eigenwertes, aufgetragen über der Entwiklungszeit des 450M�-Sterns.Bei der durhgezogenen Kurve wurden Störungen in der nuklearen Energieproduktion unterdrükt, beider gepunkteten niht. Der Beginn der Zeitzählung ist willkürlih in die Vorhauptreihenphase gelegt.
5.2.4 Sensitivität gegenüber den RandbedingungenWie bereits in Kapitel 4.1.1 erwähnt, ist die äuÿere mehanishe Randbedingung nihteindeutig. Sie unterliegt Annahmen über die Reaktion der Sternatmosphäre auf die Pul-sation. Es konnte in dieser Arbeit gezeigt werden, daÿ die Sensitivität der linearen Sta-bilitätsuntersuhung gegenüber der äuÿeren mehanishen Randbedingung von der Lageder Ober�ähe des quasihydrostatishen Hintergrundmodells abhängt. In Abbildung 5.8ist der Imaginärteil der Eigenfrequenz eines bestimmten Sternmodells bei variierenderLage der Ober�ähe aufgetragen. Als Koordinate für die Lage der Ober�ähe wurde dieoptishe Tiefe gewählt. Wird die äuÿere Randbedingung in den Sternentwiklungsreh-nungen zu grob berüksihtigt, in dem Sinne, daÿ der Stern niht bis zu einer optishenTiefe � = 2=3 gerehnet wird, mahen die vershiedenen Randbedingungen völlig un-tershiedlihe Aussagen über die Stabilität des Sterns! Mit abnehmender optisher Tiefekonvergieren die Anwahsraten, und die untershiedlihen Randbedingungen spielen inder Tat keine Rolle mehr hinsihtlih des Stabilitätsverhaltens. Es sei nohmals betont,daÿ die lineare Stabilitätsanalyse sehr sensibel auf das Hintergrundmodell reagiert. ZumBeispiel ist es eine Tatsahe, daÿ eine grobe Au�ösung von Gebieten mit groÿen Opazi-tätsgradienten die Bewertung der Stabilität verfälsht (private Mitteilung W. Glatzel).Daher muÿ ein Sternmodell, bevor es einer linearen Analyse unterzogen wird, erst aufseine Tauglihkeit bezüglih einer Stabilitätsuntersuhung geprüft werden.
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Abbildung 5.8: Imaginärteil untershiedliher Sternmodelle. Die Sternmodelle untersheiden sih dar-in, daÿ die äuÿere Randbedingung niht in der Photosphäre, sondern tiefer im Sterninneren liegt. DasVorzeihen hängt entsheidend von der Lage der äuÿeren Randbedingung ab.5.2.5 Instabilitätsphasen und Entwiklung des HintergrundmodellsEs stellt sih die Frage, wie die instabile Phase der untersuhten Sterne mit der Ent-wiklung und der Struktur der zugrunde liegenden Hintergrundmodelle zusammenhängt.Hierzu ist in Abbildung 5.9 die Vorhaupt- und Hauptreihenphase im HR-Diagramm allerSterne, die Instabilitäten aufweisen, dargestellt. Die Phase der Instabilität wurde im Ent-wiklungsweg grün markiert. Die Instabilität beginnt mit dem Eintreten des Sterns in dieHauptreihenphase und endet, lange bevor die Hauptreihenentwiklung abgeshlossen ist.Die Hauptreihenphase gilt als beendet, wenn der zentrale Wassersto� nahezu verbrauhtist. Alle untersuhten Sterne sind in der Vorhauptreihenentwiklung stabil, werden zuBeginn der Hauptreihenentwiklung instabil und stabilisieren sih vor Beendigung derHauptreihe wieder. Das Ende der instabilen Phase hat mindestens zwei Gründe:1. spätestens mit dem Ausbrennen des zentralen Wassersto�es vershwindet die Ursa-he der Instabilität, und2. die relative Störamplitude im Zentrum des Sterns nimmt im Laufe der Hauptrei-henentwiklung ab. Die Bedingungen für den �-Mehanismus vershlehtern sih.Die zweite Argumentation wird bekräftigt, wenn man sih die Entwiklung der Ei-genfunktion von Beginn bis zum Ende der instabilen Phase ansieht. Abbildung 5.10zeigt den Verlauf der Eigenfunktion von vier aufeinander folgenden Modellen des
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Abbildung 5.10: Fundamentalmode aufeinanderfolgender Sternmodelle mit t1 < t2 < t3 < t < t4. Mitt1= Beginn der instabilen Phase, t3=Ende der instabilen Phase. Die ersten drei Modelle sind instabil, t4ist stabil.in der Lage, den Strahlungsverlust auszugleihen, so daÿ die Vorhauptreihenkontraktionniht stoppt. Der Stern kontrahiert weiter und setzt gravitative Bindungsenergie frei,um die Strahlungsverluste zu deken. Nah dem Virial-Satz nimmt auh die thermisheEnergie zu, bis Temperaturen � 108K erreiht werden, bei denen der 3�-Prozeÿ genügendKohlensto� produziert hat2, so daÿ shlieÿlih der CNO-Zyklus die Energieproduktionübernehmen kann. Anshlieÿend expandiert der Stern auf thermisher Zeitskala, unddie Zentraltemperatur nimmt ab. Bei allen gerehneten Modellen fällt das Minimumdes Imaginärteils der Eigenfrequenz (maximale Anwahszeit der Instabilität) mit demEinsetzen des CNO-Zyklus überein. Während der maximalen (thermishen) Kompressiondes Sterns entlang seines Entwiklungsweges überlagern sih daher mehrere, voneinanderniht unabhängige, den �-Mehanismus begünstigende Faktoren:� maximale relative Amplitude der Fundamentalmode� maximale nukleare Energieproduktionsrate� maximale Temperatursensitivität der nuklearen Energieproduktion2Kleinste Mengen sind ausreihend, XC12 � 10�11 (relative Häu�gkeit in Masse).
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Abbildung 5.11: Gegenüberstellung von Zentraltemperatur und dimensionslosem Imaginärteil der Ei-genfrequenz, aufgetragen über der Entwiklungszeit. Der Beginn der Zeitzählung ist willkürlih in dieVorhauptreihenphase gelegt.
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Abbildung 5.12: Wie Abbildung 5.11 jedoh mit der gesamten nuklearen Energieproduktion, aufge-spalten in einen Anteil des CNO-Zyklus und einen der pp-Kette.
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Abbildung 5.13: Wie Abbildung 5.11, anstelle der Zentraltemperatur ist die Ableitung der Energiepro-duktion nah der Temperatur bei konstanter Dihte (=Temperatursensitivität) der innersten Massenkugeldargestellt.5.3 Nihtadiabasie vs. Quasi-AdiabasieDie Lösung der linearen adiabatishen Wellengleihung (4.29) und die Auswertung desArbeitsintegrals (Kapitel 4.5) für Population-III-Sterne geben einen ersten Hinweis auf dasStabilitätsverhalten dieses Sterntyps. Wie stark beide Analysen voneinander abweihen,soll in diesem Abshnitt anhand des 750M� diskutiert werden. Abbildung 5.14 zeigt dierelative Abweihung der Pulsationsperiode in der vollen nihtadiabatishen Analyse �NADvon der Pulsationsperiode, die man in der adiabatishen Untersuhung erhält �AD. AlsZeitfenster wurde die Hauptreihenphase gewählt. Die Abweihungen sind vershwindendgering. Abbildung 5.15 zeigt den dimensionslosen Imaginärteil der Eigenfrequenz, wieer sih bei der vollen Betrahtung und der adiabatishen Näherung ergibt. In beidenFällen beginnt die instabile Phase mit dem Einsetzen der Hauptreihenentwiklung. DieErgebnisse der linearen, quasiadiabatishen Stabilitätsanalyse untersheiden sih von dervollen nihtadiabatishen Untersuhung in zwei Punkten:a) Der Imaginärteil ist im ersten Fall durhgehend kleiner, die Instabilität somit gröÿerals in der nihtadiabatishen Rehnung.b) Die instabile Phase dauert in der quasiadiabatishen Untersuhung länger an.Warum die quasiadiabatishe Approximation diese beiden Trends zeigt, läÿt siherklären, wenn die Analyse unter Vernahlässigung von Störungen der nuklearen Ener-
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Zeit [a]Abbildung 5.14: Relative Abweihung der Pulsationsperiode von der adiabatishen Approximation, wiesie sih in der nihtadiabatishen Analyse ergibt.
gieproduktion (�T � �P � 0) wiederholt wird. Abbildung 5.16 zeigt, welhe Werte derImaginärteil in dem Fall für beide Berehnungswege annimmt. Die Dämpfung der Hüllein der quasiadiabatishen Approximation ist sihtlih kleiner als bei voller Analyse. Indieser Arbeit wird davon ausgegangen, daÿ die volle nihtadiabatishe Untersuhungdie zuverlässigeren Ergebnisse liefert. In diesem Sinne wird der Dämpfungsgrad derHülle in der quasiadiabatishen Approximation im Gegensatz zur nihtadiabatishenAnalyse untershätzt. Hierin ist ein Grund für die in der Quasiadiabasie resultierendelängere Dauer und gröÿere Stärke der Instabilitäten zu sehen. Eine weitere Folge ist,daÿ bei einigen Sternmodellen zusätzlih zur Fundamentalmode wegen der sheinbarreduzierten Dämpfung der Hülle auh der erste Oberton instabil ist, was in der vollennihtadiabatishen Betrahtung nie der Fall ist.Starke nihtadiabatishe E�ekte treten bei Population-I-Sternen bei hohen Leuhtkraft-zu-Masse-Verhältnissen, L=M , auf. Unter starker Nihtadiabasie versteht man weithinModen, deren Imaginärteil der Eigenfrequenz in der nihtadiabatishen Analyse stark vondem in der adiabatishen abweiht. Starke Nihtadiabasie kann aber auh Eigenmodeno�enbaren, die überhaupt kein Pendant in der adiabatishen Untersuhung besitzen undin der Regel mit sehr hohen Anwahsraten begleitet sind. Dies tri�t vor allem auf diesogenannten seltsamen Moden (im Englishen: �strange modes� ) zu. Eine eingehendeDiskussion dieser Moden ist bei Glatzel (1994) zu �nden.
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Abbildung 5.16: Der Imaginärteil in der quasiadiabatishen (QAD) und der vollen nihtadiabatishenAnalyse (NAD), in beiden Fällen unter Ausshluÿ des �-Mehanismus. Die Dämpfung der Hülle ist in derapproximativen Analyse kleiner als in der vollen.



5.3. NICHTADIABASIE VS. QUASI-ADIABASIE 52Das hohe L=M -Verhältnis ist jedoh nur eine notwendige Bedingung, die Metallizitätist eine wihtige Komponente, weil die meisten Instabilitäten in irgendeiner Weise mitder Opazität zusammenhängen. Dies ist bei Population-III-Sternen niht der Fall. Da-her führen die adiabatishe Näherung und die volle niht-adiabatishe Analyse zwar zuquantitativ untershiedlihen Werten, jedoh geben beide qualitativ den gleihen Trendwieder. Man kann daher sagen, daÿ die Sterne auf der Hauptreihe in guter Näherungadiabatish shwingen.



Kapitel 6Hydrodynamik in sphärisherSymmetrieDieses Kapitel stellt die Erhaltungsgleihungen zur Beshreibung der Sternpulsation vorund geht auf die ihnen zugrunde liegenden Annahmen ein. Dem folgt eine Diskussionüber die numerishe Behandlung der aufgestellten Gleihungen, zum einen hinsihtlihder Wahl der Diskretisierung und zum anderen der Wahl des Lösungsalgorithmus.Ein Stern stellt aus hydrodynamisher Siht eine kompakte Gaskugel dar. DieErhaltungsgleihungen für Masse, Impuls und Energie sind bei einem strömungsme-hanishen Problem, das der Kontinuumshypothese genügt (Bahelor, 1967), durh dieNavier-Stokes-Gleihugen gegeben. Die Kontinuumshypothese verlangt, daÿ die mittlerefreie Weglänge, �, im Vergleih zur Ausdehnung des Systems, L, sehr klein ist. Dies istfür Sterne zu einem sehr hohen Grad erfüllt. In der Tat können die hydrodynamishenGleihungen auh auf interstellares und intergalaktishes Gas angewendet werden, wegender groÿen Dimensionen dieser astrophysikalishen Objekte.6.1 Lagrange-FormalismusErhaltungsgleihungen eines hydrodynamishen Systems können sowohl in di�erentiellerals auh in integraler Form aufgestellt werden. Beide Formulierungen sind mathematishäquivalent. Zu deren numerishen Handhabung stehen Verfahren bereit, die stets voneiner dieser beiden Formulierungen ausgehen. In dieser Arbeit wird die Finite-Volumen-Methode (hiernah FVM) verwendet, die die volumenintegrierte Form der Erhaltungsglei-hungen zum Ausgang hat. Die Erhaltungsgleihung einer spezi�shen skalaren Gröÿe  lautet in einem ortsfesten Bezugssystem und in Volumen integrierter Form (z.B. Versteeg& Malalasekera 1995):��t ZKV � dV = �I�V ~n (� ~u) dA+ I�V ~n (� grad  ) dA+ ZKV S dV : (6.1)
53



6.1. LAGRANGE-FORMALISMUS 54Sie sagt aus, daÿ die zeitlihe Änderung von � im räumlih festen Kontrollvolumen KVverursaht wird durh:� Transportvorgänge über die Ober�ähe �V ,a) advektiver Fluÿ, erstes Integral rehte Seite,b) di�usiver Fluÿ, zweites Integral rehte Seite .� Quellterme S in KV.~u gibt die Strömungsgeshwindigkeit an, gemessen in einem Inertialsystem, � ist dermolekulare Transportkoe�zient, � die Massendihte des Mediums und ~n der auf derOber�ähe des Kontrollvolumens senkreht stehende Einheitsvektor. Gleihung (6.1)geht von einem räumlih festen Kontrollvolumen aus, man spriht von Eulersher Be-trahtungsweise. Verlangt man, daÿ das Kontrollvolumen, welhes zum Zeitpunkt t = t0mit einer materiellen Flähe des Fluids1 übereinstimmt, dies auh für alle späteren Zeitent > t0 maht, ist ein advektierter Materietransport über die Ober�ähe ausgeshlossen.Man bezeihnet diesen Fall als Lagrangeshe Betrahtungsweise.Obwohl in der Lagrangeshe Betrahtungsweise ein advektiver Materietransportüber eine materielle Flähe untersagt ist, ist ein molekularer Transport und somitDi�usion möglih2. Im speziellen Kontext der stellaren Astrophysik wird der Sternin Massenshalen unterteilt, deren Entwiklung in der Zeit verfolgt wird. Dabei istMaterieaustaush unter den Massenshalen durh Mishprozesse durhaus möglih. DieMasse einer solhen Shale ändert sih dabei per Konstruktion niht. Mit Hilfe desReynoldshen Transporttheorems:DDt ZMV (t) � dV = ZKV0 �� �t dV + I�V ~n (� ~u) dA ; (6.2)wird die allgemeine Erhaltungsgleihung (6.1) in eine neue Beshreibungsweise gebraht(6.3).MV (t) bezeihnet ein materielles Volumen (Massenshale). Das Reynoldshe Trans-porttheorem (z.B. Spurk 1996) stellt einen Zusammenhang zwishen der Lagrangeshenund der Eulershen Betrahtungsweise her. Die totale Zeitableitung D=Dt wird auhsubstantielle Ableitung genannt. Sie gibt an, wie sih die Gröÿe � �V auf ihrem Wegdurh das Strömungsgebiet ändert. Eine möglihe Verformung des Volumens ist, da dieZeitableitung vor dem Integral steht, hierdurh berüksihtigt. In der Lagrangeshen For-mulierung der allgemeinen Erhaltungsgleihung vershwindet jetzt der Advektionstermaus der Bilanzierung. Der Di�usionsterm tauht noh auf, und Mishprozesse (molekularund konvektiv) können mit seiner Hilfe modelliert werden. Da trotz konvektiver Vorgängeder Lagrangeshen Beshreibung gefolgt wird, kann von einer in der stellaren Astrophysik1Unter einem Fluidteilhen wird in der Hydrodynamik die kleinste Einheit einer Strömung verstanden.Es besteht aus genügend vielen Teilhen, so daÿ die Dihte benahbarter Fluide vergleihbar ist. SowohlGase als auh Flüssigkeiten werden unter dem Begri� Fluid subsumiert.2Hier sei an die planparallele, laminare Couette-Strömung erinnert. In vertikaler Rihtung �ndet keinMaterietransport jedoh molekularer Impulstransport statt. Dieser ist für die Reibung verantwortlih,�u = Viskositätskoe�zient.



55 KAPITEL 6. HYDRODYNAMIK IN SPHÄRISCHER SYMMETRIEabgeshwähten Formulierung des Lagrangeshen Prinzips gesprohen werden:DDt ZMV (t) � dV = I�V ~n (� grad  ) dA + ZMV (t) S dV : (6.3)Im weiteren wird darauf verzihtet für das Volumen explizit MV (t) zu shreiben.6.2 ErhaltungsgleihungenBei der Aufstellung der Erhaltungsgleihungen spiegeln sih die Annahmen über die Stern-materie teilweise wider. Die Sternmaterie setzt sih zusammen aus Materie- und Photo-nengas, wobei die Opazität den Grad der Koppelung der beiden Komponenten angibt.Zunähst werden die Erhaltungsgleihungen des Materiegases aufgestellt.MassenerhaltungDas ionisierte Materiegas im Stern kann als Einkomponenten-Fluid betrahtet werden.Für die Kontinutätsgleihung ergibt sih dann die einfahe Form:DDt ZV � dV = 0 : (6.4)ImpulserhaltungWendet man Newtons zweites Gesetz auf eine Massenshale an, erhält man die Impulser-haltung für das Gas:DDt ZV �u dV + ZV rP dV + ZV Gm�r2 dV � 4� ZV ��H dV = 0 : (6.5)EnergieerhaltungDer erste Hauptsatz der Thermodynamik angewandt auf eine Massenshale liefert dieEnergiegleihung mit der spezi�shen inneren Energie e als Erhaltungsgröÿe:DDt ZV �edV + ZV Pr � udV � 4� ZV ��(J � S)dV � ZV ��nu = 0 : (6.6)In diesem System tauhen zwei Gröÿen auf, die zum Photonengas gehören; der Strahlungs-impuls H und die Strahlungsenergie J . Eine volle strahlungshydrodynamishe Betrah-tung verlangt eine separate Bilanzierung beider Gröÿen. Geht man von einem isotropenStrahlungsfeld, sphärisher Symmetrie und einem Eddingtonfaktor von 1=3 aus, ergebensih nah Castor (1972) die Strahlungsimpuls-DHDt +Hr � u+H�u�r + 3 �J�r + ��H = 0 ; (6.7)



6.2. ERHALTUNGSGLEICHUNGEN 56und die Strahlungsenergiegleihung in di�erentieller Form,DJDt + 43Jr � u+ r �H � ��(S � J) = 0 : (6.8)Beide Gleihungen erhält man über eine Momentenbildung der Strahlungstransportglei-hung. Die Strahlungsenergiegleihung ergibt sih dabei aus dem nullten Moment unddie Strahlungsimpulsgleihung aus dem ersten Moment. Die volle Beshreibung und einedetaillierte Herleitung ist bei Mihalas & Mihalas (1984) zu �nden. Da die Sternmaterieoptish dik ist, wird in dieser Arbeit für die Strahlung die Di�usionsapproximation an-genommen. Die Strahlungsimpulsgleihung wird dabei zumindest dann auf den Grenzfallder sogenannten Eddington-Approximation reduziert:H = � 13�� �J�r : (6.9)Nah der Di�usions-Approximation ist die Strahlungsenergie J gleih der integriertenPlankfunktion B, d.h. es wird ein lokales thermodynamishes Gleihgewiht an (LTE)vorausgesetzt: J = B = ��T 4 : (6.10)� ist die Stefan-Boltzmann-Konstante. Der Strahlungsdrukanteil in der Impulsgleihungkann somit durh die Temperatur ausgedrükt werden. Mit Hilfe der Di�usionsapproxi-mation (6.10) und unter der Annahme der Eddington-Näherung, Prad = 4�J=3 wird derStrahlungsdruk in eine anshaulihe Form gebraht:�4� ZV ��H dV = 4�3 Z�V J dA; (6.11)= Z�V aT 43 dA; (6.12)= Z�V Prad dA : (6.13)Die beiden Drukanteile werden zum Gesamtdruk, P = Pgas + Prad, zusammengefasst.Die Impulsgleihung lautet nun:DDt ZV �u dV + ZV rP dV + ZV Gm�r2 dV = 0 : (6.14)Die Di�usionsapproximation vereinfaht ebenfalls die Strahlungsenergiegleihung:4���(S � J) = 4�r �H : (6.15)Mit den Beziehungen (6.9) und (6.10) wird shlieÿlih der Strahlungs�uÿ Frad de�niert;4�r �H = r ���4aT 33�� �T�r � ; (6.16)= r � Frad : (6.17)



57 KAPITEL 6. HYDRODYNAMIK IN SPHÄRISCHER SYMMETRIEBerüksihtigt man noh, daÿ der Energietransport auh auf konvektivem Wege geshehenkann, ergibt sih die Energiebilanz für die Materie zu:DDt ZV �e dV + ZV Pr � u dV � Z�V (Frad + Fonv) dA� ZV ��nu dV = 0 : (6.18)Der konvektive Fluÿ Fonv muÿ mit Hilfe eines Konvektionsmodells bestimmt werden, wasmindestens zu einer weiteren Gleihung führt. Man untersheidet zwishen stationärenund instationären Konvektionsmodellen, die weiterhin von lokaler oder nihtlokalerArt sein können. Wenn die Interaktion von Pulsation und Konvektionszonen studiertwerden soll, ist ein instationäres Konvektionsmodell nötig, weil beide Phänomene einevergleihbare Zeitskala besitzen. Da kein zuverlässiges zeitabhängiges Konvektionsmodellexistiert und bisherige Untersuhungen kein einheitlihes Bild zeihnen, wurde bei derhydrodynamishen Simulation � wie bei der linearen Analyse auh � von einem zeitlihunveränderten konvektiven Energie�uÿ ausgegangen (�frozen-in approximation� ) Ge-brauh gemaht. Eine Interaktion zwishen Pulsation und konvektiv instabilen Shihtenwird ignoriert.Gleihung (6.18) bedarf einer weitergehenden Diskussion hinsihtlih des erstenTermes. Die vorhandenen Sternmodelle entstammen einer Entwiklungsrehnung fürhydrostatishe Sterne. Sie be�nden sih daher niht notwendigerweise im thermishenGleihgewiht. Jede Massenshale besitzt einen gewissen Betrag an gravitativer Bin-dungsenergie, der von der Vorgeshihte des Sterns abhängt, und positiv oder negativsein kann. Diese gravitative Bindungsenergie wird durh das erste Integral in der Ener-giegleihung repräsentiert. Shreibt man Gleihung (6.18) für den quasi-hydrostatishenFall (u � 0) auf,DDt ZV �e dV ������entw � Z�V (Frad + Fonv) dA� ZV ��nu dV = 0 ; (6.19)lassen sih der konvektiven Energie�uÿ und die gravitative Bindungsenergie zu einemQuellterm zusammenfassen;ZV SGCdV := DDt ZV �e dV ������entw � Z�V Fonv dA (6.20)= Z�V Frad dA+ ZV ��nu dV : (6.21)Während der Pulsation wird der Quellterm SGC konstant gehalten. Er spiegelt zum einendie Vorgeshihte des Sterns wider, zum anderen die mangelnden Kenntnisse über dieWehselwirkung einer konvektiv instabilen Shiht mit der Pulsation. Die Energieglei-hung erhält shlieÿlih die Form:DDt ZV �e dV + ZV Pr � u dV � Z�V Frad dA� ZV ��nu � ZV SGC dV = 0 : (6.22)Es sei nohmals betont, daÿ der Quellterm aus dem Hintergrundmodell gewonnen wird.Um das Gleihungssystem zu shlieÿen, sind Materialfunktionen und die Spezi�zierungder Zustandsgleihung notwendig.



6.3. NUMERISCHE VISKOSITÄT 586.3 Numerishe ViskositätDie molekulare Dissipation wurde wegen ihrer vershwindenden Gröÿe in der Bilanzierungniht berüksihtigt. Daher tauht in der bisherigen Formulierung von Impuls- und Ener-giegleihung kein Viskositätsterm auf. Bilden sih jedoh Verdihtungsstöÿe, ändern sihdie thermodynamishen und mehanishen Gröÿen sehr stark über sehr kleine Distan-zen. Es entstehen groÿe Geshwindigkeitsgradienten, so daÿ selbst bei vernahlässigbarermolekularer Viskosität3 � die viskose Reibung (Viskositätsterm, ��u=�x) groÿe Werteannimmt. Für den Fall, daÿ die Strömung eindimensional und planparallel ist, lautet diedi�erentielle Form der Impulsgleihung (Courant, 1948):�(�u)�t + ��x ��u2 + p� ��u�x� = 0 : (6.23)Die Stoÿdike beträgt einige mittlere freie Weglängen. Um Stöÿe numerish behandelnzu können, haben von Neumann & Rihtmyer (1950) eine künstlihe Viskosität einge-führt. Dabei wurde ausgenutzt, daÿ der Viskositätsterm formal als viskoser Druktermbetrahtet werden kann. Sie führten einen solhen viskosen Druk ein, der in der unmit-telbaren Nähe von Stöÿen wirkt. Ihre ursprünglihe Arbeit bezog sih auf planparalleleStrömungen. Tsharnuter & Winkler (1979) verallgemeinerten diesen Ansatz und führteneine geometrieunabhängige Tensorviskosität ein:Q = �Q �r~u� 13r � ~uI� : (6.24)Hierbei bezeihnetr~u den symmetrisierten Geshwindigkeitsgradiententensors, I den Ein-heitstensor und �Q die künstlihe Viskosität. Der viskose Impulstransport, ~uQ, und dieviskose Energiedissipation, �Q, lauten:~uQ = �r �Q; (6.25)�Q = �1�Q � r~u : (6.26)Die numerishe Viskosität besteht aus einem linearen und einem quadratishen Term,welhe mit den Koe�zienten q1 und q2 gewihtet sind:�Q = �q1lviss + q22l2vismin (r � ~u; 0) : (6.27)Das Produkt (q1;2lvis) von Viskositätskoe�zient und viskoser Längenskala bestimmt dieDistanz, über die ein Stoÿ verbreitert werden soll. In dieser Arbeit wurde für lvis die Ma-shenweite, gemessen im Radius, zwei benahbarter Zellen angesetzt (vgl. Diskretisierungdes Sterns S. 59); lvis = �r;= ri � ri+1 : (6.28)Der lineare Teil von Gl. (6.27) hängt von der lokalen Shallgeshwindigkeit ab. Dieser Termwurde mit dem Quadrat des Massenverhältnisses, (mi=M)2, skaliert, um die künstlihe3Nur in diesem Abshnitt bezeihnet � die molekulare Viskosität. Im übrigen Text ist mit � dasMolekulargewiht gemeint.



59 KAPITEL 6. HYDRODYNAMIK IN SPHÄRISCHER SYMMETRIETabelle I PulsationsgleihungenDDt RV � dV = 0 KontinuitätsgleihungDDt RV �u dV + RV rP dA+ RV Gm�r2 dV � RV uQdV = 0 ImpulsgleihungDDt RV �e dV + RV (Pr � u� ��nu � SGC � ��Q) dV � R�V Frad dA = 0 EnergiegleihungDr3Dt � 3r2u = 0 Lagrange-Bedingung
Dämpfung im Zentrum � die Quelle der Instabilität � so klein wie möglih zu halten4.Der zweite Term wurde niht skaliert. Während der lineare Teil der künstlihen Viskositätstets wirkt, ist der quadratishe Teil nur bei Kompression (r�u < 0) und nihthomologerBewegung einer Massenshale. Für die Viskositätskoe�zienten werden im allgemeinenWerte im Intervall [0 : 2℄ gewählt.6.4 Zusammenfassung aller relevanten GleihungenDas dynamishe Verhalten einer selbstgravitierenden Gaskugel wird durh die Erhaltungs-gleihungen und die Lagrange-Bedingung vollständig beshrieben. Sie sind in Tabelle 6.4aufgelistet. Die zur Shlieÿung des Systems noh benötigten Zustands- und Material-funktionen stehen in Tabelle II. Die Programmroutinen zur Bestimmung der Opazität,des Molekulargewihtes und der nuklearen Energieproduktion wurden aus dem Stern-entwiklungsprogramm von C. W. Straka übernommen. Eine genaue Beshreibung derFunktionsweise ist bei Straka (2002) zu �nden. Die nukleare Energieproduktion wird mitHilfe eines Netzwerkes gewonnen. Die Änderung der Zusammensetzung wird jedoh nihtberüksihtigt. Die Pulsationen vollziehen sih auf der dynamishen Zeitskala und, wiein Kapitel 8 gezeigt wird, die physikalishe (Simulations-)Zeit erstrekt sih über einenZeitraum von einigen hundert Tagen. Die Änderung der hemishen Zusammensetzungin diesem Zeitraum ist weder für die Energieproduktion noh für das Molekulargewihtvon Bedeutung.6.5 Diskretisierung und LösungsalgorithmusZur numerishen Behandlung der drei Erhaltungsgleihungen wurde die Finite-Volumen-Methode (FVM) gewählt. Hierbei wird das Rehengebiet (der Stern) in niht überlappen-de Zellen (konzentrishe Massenshalen) aufgeteilt. Die abhängigen Gröÿen sind niht amgleihen Ort de�niert, man spriht von einem gesta�elten Gitter (im Englishen �stagge-red grid� ). Abbildung 6.1 zeigt eine shematishe Aufteilung des Rehengebietes. Skalare4Das Verhältnis von Zentralkugel zu Gesamtmasse, mz=M , beträgt 10�7



6.5. DISKRETISIERUNG UND LÖSUNGSALGORITHMUS 60Tabelle II Zustands- und MaterialfunktionenFrad = �4aT 33�� �T�r radiativer Strahlungs�uÿP = R� �T + aT 43 Zustandsgleihunge = 32 R� T + aT 4� + eion spez. innere EnergieQ = �Q �r~u� 13r � ~uI� Reynolds-Tensor~uQ = �r �Q viskose Kraftdihte�Q = �1�Q � r~u viskose Energiedissipation�Q = �q1lviss + q22l2vismin (r � ~u; 0) künstlihe Viskositätlvis = ri � ri+1 viskose Längenskala� = �(T; �;Xi) Opazität� = �(e; �;Xi) Molekulargewiht�nu = �nu(T; �;Xi) EnergieproduktionGröÿen, wie die Dihte, der Druk, die Temperatur und die innere spezi�she Energiesind in der Zelle bzw. Massenshale de�niert, ri+1=2. Sie stellen repräsentative Mittelwer-te der Zelle dar. Vektorielle Gröÿen wie der Radius und die Geshwindigkeit sind an denZell�ähen de�niert, am Ort ri. Die Masse ist wegen der Aufteilung in Massenshalenan den Zell�ähen de�niert, wodurh auh die anfänglihe Lage der Radien ri gegebenist. Der Zusammenhang zwishen dem Ort der Zellmitte und dem Ort der Zell�ähe muÿspezi�ziert werden. In der Regel wird der arithmetishe Mittelwert des Radius genom-men. Diese Arbeit folgt jedoh dem Shema von Dor� et al. (2005), die aus Gründender Konsistenz vorshlagen, den arithmetishen Mittelwert der Volumina zu nehmen. DieBeziehung benahbarter Radien hat dann die folgende Form:r3i+1=2 = r3i + r3i+12 : (6.29)Die Berehnung der Geshwindigkeit in Zellmitte (ui�1=2), wie sie für den Viskositätstermgebrauht wird, kann entweder aus dem arithmetishen Mittel der Geshwindigkeit derangrenzenden Zellen oder aus dem Mittelwert der Volumenströme bestimmt werden:ui+1=2 = 8><>: 12 (ui + ui+1)12r2i+1=2 �r2i ui + r2i+1ui+1� : (6.30)



61 KAPITEL 6. HYDRODYNAMIK IN SPHÄRISCHER SYMMETRIE
i+1 i i−1

1

i−1/2

N

1+1/2r r

r r

r r
Zentrum Oberfläche

rAbbildung 6.1: Skizze des zugrunde liegenden gesta�elten Gitters. Halbe Indizes markieren die Zell-mitte, ganze die Zell�ähe.Für die durhgeführten Simulationen hatte die Wahl der Mittelung der Geshwindigkeitkeinen Ein�uÿ auf das Ergebnis. Die Diskretisierung soll exemplarish an der Impulsglei-hung demonstriert werden:D(�imui)Dt + 4�r2i�iP + Gmi�imr2i � 8�3ri�i��Q�r3 ��u�r � ur �� = 0 : (6.31)Der Operator � ist durh: �i =  i�1=2 �  i+1=2 ; (6.32)�i+1=2 =  i �  i+1 ; (6.33)de�niert. Verfährt man so auh mit den anderen Erhaltungsgleihungen und bringt dieTerme ohne Zeitableitung auf die rehte Seite, erhält man eine gewöhnlihe Di�erential-gleihung 1. Ordnung in der Zeit. Alle Gleihungen haben dann die Form:�~x�t = H[~x℄; (6.34)t(n+1)Zt(n) �~x�t dt = t(n+1)Zt(n) H[~x℄dt : (6.35)H ist der räumlihe Operator und der Vektor ~x faÿt die abhängigen Variablen zusammen.Die Integration dieses Systems muÿ implizit erfolgen, um die Einshränkungen für denZeitshritt durh die CFL-Bedingung (Courant et al., 1928) zu umgehen. Es gibt zweiWege das System zu integrieren:Zeitlih zentrierter Operator,~x(n+1) � ~x(n)Æt = H[~x℄ = (1� �)H[~x(n)℄ + �H[~x(n+1)℄ : (6.36)Bei dieser Vorgehensweise wird der gesamte Operator formal als eine Variable betrahtetund integriert.Zeitlih zentrierte Variable,~x(n+1) � ~x(n)Æt = H[�~x℄ = H[(1 � �)~x(n) + �~x(n+1)℄ : (6.37)



6.5. DISKRETISIERUNG UND LÖSUNGSALGORITHMUS 62Alternativ zur Integration des Operators werden die wahren Variablen des Systems inte-griert. Beide Verfahren sind im Falle eines linearen Operators H identish. Ferner ist esmöglih, mit Hilfe des Parameters � zwishen einervoll expliziten � = 0;voll impliziten � = 1;semi-impliziten � = 1=2;Zeitintegration zu wählen. Nur eine Integration mit � = 1=2 ist von zweiter Ordnung.Jede andere Wahl von � ist formal nur von 1. Ordnung. Die Auswirkung der Ordnungder Zeitintegration auf die Pulsationsrehnung wird in Kapitel 7 gezeigt. In dieser Arbeitwurde die Methode der zeitlih zentrierten Variablen verwendet. Nah der räumlihenDiskretisierung und der Zeitintegration ergibt sih ein nihtlineares Gleihungssystem, dasiterativ gelöst werden muÿ. Hierfür wurde das Newton-Raphson-Verfahren (z.B. Shwarz1996) gewählt. Zur Herleitung des Lösungsalgorithmus werden die vier Gleihungen einerMassenshale zu einem Residuenvektor zusammengefaÿt;Gm = Gm(Ui�1; Ui; Ui+1) ; 1 < m < 4 : (6.38)Der Vektor Ui faÿt die abhängigen Variablen der i-ten Massenshale zusammen,Ui = 0BB� �uer 1CCA : (6.39)Der Residuenvektor einer Massenshale hängt von den Gröÿen an den benahbarten Sha-len ab. Linearisiert man den Residuenvektor mittels einer Taylorreihenentwiklung undbriht nah dem ersten Glied ab, führt dies auf:Gm(Uk+1) = Gm(Uk) + �Gm�Uj ����k � (Uk+1j � Ukj ) = 0 : (6.40)Dies stellt eine Iterationsvorshrift mit dem Lau�ndex k dar. Der räumlihe Index j läuftvon i � 1 bis i + 1. Wie in der De�nition des Residuenvektors (6.38) zu sehen ist, sinddie Residuenvektoren benahbarter Shalen gekoppelt. Wendet man Gleihung (6.40) aufden Residuenvektor aller N -Massenshalen an,
Gmi =0BBBBBBBBBB�

G11G21G31G41:::G4N
1CCCCCCCCCCA ; (6.41)

erhält man unter Beahtung der Randbedingungen ein lineares Gleihungssystem mitBlokstruktur. Die Ableitung des Residuenvektors nah dem Vektor der unabhängigen



63 KAPITEL 6. HYDRODYNAMIK IN SPHÄRISCHER SYMMETRIEVariablen stellt mathematish eine Matrix dar, es handelt sih um die Jaobi-Matrix.Ausgehend von einer Startlösung U (n)i wird die Lösung U (n+1)i zu einem späterenZeitpunkt iterativ bestimmt. Die Iteration kann abgebrohen werden, wenn die relativeÄnderung zwei sukzessiver Iterationshritte eine vorgegebene Shranke untershreitet:max �����U (n+1);k+1i � U (n);kiU (n+1);k+1i + � ����� < � ; (6.42)� ist eine zusätzlihe Konstante, die verhindert, daÿ durh die Zahl 0 dividiert wird. DerZeitshritt unterliegt keiner numerishen oder verfahrenstehnishen Bedingung, sondernwird durh die gewünshte Au�ösung transienter Vorgänge beshränkt. Dies geshiehtmittels einer Zeitshrittkontrolle. Hierzu wird die relative Änderung einer Gröÿe nahzwei sukzessiven Integrationsshritten berehnet. Die Variable mit der gröÿten zeitlihenÄnderung bestimmt die nähste Zeitshrittweite:Æt(n+1) = 8>>>><>>>>: 32Æt(n) falls s < 12smaxÆt(n) falls 12smax � s � 12smax12Æt(n) falls s > smax (6.43)
s = max �����U (n+1)i � U (n)iU (n)i + � ����� : (6.44)� hat hier die gleihe Funktion wie beim Iterationsabbruh (6.42). smax ist eine vorde�-nierte Gröÿe, die die maximal zulässige Änderung in den abhängigen Variablen angibt.smax hat typisherweise Werte der Gröÿenordnung 10�1.6.6 RandbedingungenDie zur Beshreibung eines Systems aufgestellten Gleihungen bergen im allgemeinen eineMannigfaltigkeit an Lösungen. Die Navier-Stokes-Gleihungen können zum Beispiel Rohr-strömungen, Orkane, Sternentstehung oder die Umströmung eines Wiedereintrittskörpersbeshreiben. Durh die Wahl der Randbedingungen legt man eines dieser strömungsme-hanishen Probleme fest.In den folgenden Ausführungen sind Gröÿen an der Ober�ähe (dem äuÿeren Rand) miteinem tiefergestellten Index 1 und solhe am inneren Rand mit N bzw. im geometrishenShwerpunkt mit N + 1 gekennzeihnet.ZentrumDie innere Randbedingung ist niht im Shwerpunkt5 des Sterns formuliert. Im Zentrumbe�ndet sih eine homogene Kugel konstanter Masse, mz bzw. mN , die an der Pulsation5Geometrisher Shwerpunkt und Massenshwerpunkt fallen wegen der vorausgesetzten sphärishenSymmetrie des Sterns zusammen.



6.6. RANDBEDINGUNGEN 64beteiligt ist und nur 10�7 der Gesamtmasse M ausmaht. Die Bewegung der zentralenKugel ist durh die Lagrange-Bedingung vorgegeben:r3��n+1N � r3��nN � 3Z r2NuNdt = 0; m = mN : (6.45)Die Leuhtkraft, lN , am inneren Rand kann ohne weiteres aus dem Strahlungs�uÿ bereh-net werden, wenn für die Temperatur ein rehtsseitiges Di�erenzenshema gewählt wird.In die Bilanz geht auh die Leuhtkraft, lN+1, im geometrishen Mittelpunkt des Sternsein, rN+1 = 0. Damit die Energiequellen endlih bleiben, muÿ lN+1 vershwinden:lN+1 = 0; m = 0 : (6.46)Ober�äheIn der hydrodynamishen Pulsation wurde die Lage der Ober�ähe aus der Sternentwik-lungsrehnung übernommen. Beim hydrostatishen Ausgangsmodell ist die Ober�ähedort plaziert, wo die optishe Tiefe � auf 2=3 abgefallen ist. Auh hier gilt für die Ober-�ähe die Lagrange-Bedingung:r3��n+11 � r3��n1 � 3Z r21u1dt = 0; m =M : (6.47)Für den Strahlungsstrom wurde, Grott et al. (2005) folgend, verlangt, daÿ die Gradientender Wärmequellen vershwinden; grad ( divF1) = 0 : (6.48)Nah Grott et al. (2005) wird durh diese Wahl der äuÿeren Randbedingung ein Passierendes Stoÿes über die Ober�ähe ohne Re�exion sihergestellt.



Kapitel 7Tehnishe Strategien
7.1 Relaxierung der HintergrundmodelleGrundlage der Pulsationsrehnungen sind � wie in der linearen Analyse auh � hy-drostatishe Sternmodelle, die einer vollständigen Entwiklungsrehnung entstammen.Aufgrund der approximativen Natur numerisher Verfahren kann niht verlangt wer-den, daÿ eine Gleihgewihtslösung numerish eine solhe bleibt, wenn das Verfahrenoder das Diskretisierungsshema wehselt. Die Pulsationsrehnung muÿ jedoh vonhydrostatishen Modellen ausgehen, weil numerishe Fehler Störungen im nihtlinearenRegime induzieren können, wodurh ein Spektrum an Eigenmoden angeregt wird. DieHydrostatik geht auh verloren, wenn die Anzahl der Gitterpunkte im nahhineinverändert wird oder wenn ein Wehsel von einfahen zu logarithmishen Variablenstatt�ndet, bei sonst gleiher numerisher Handhabung. Die Art der Interpolation spielteine untergeordnete Rolle. Es besteht daher die Notwendigkeit, die Sternmodelle imSinne des neuen numerishen Formalismus hydrostatish zu mahen. Eine Möglihkeitdiese Störungen zu unterdrüken besteht darin, sie mittels künstliher Viskosität zudämpfen. Ein anderer Weg verlangt die Relaxierung des Sternmodells, dies entspriht imwesentlihen einer Nahiteration. In dieser Arbeit wurde die zweite Möglihkeit gewählt.Werden die Zeitableitungsterme aus den Pulsationsgleihungen gestrihen, lauten die zuerfüllenden Gleihungen:Zustandsgleihung: P � R�T� � aT 43 = 0; (7.1)Massengleihung: �m� � ��V = 0; (7.2)Impulsgleihung: Z�V PdA+ ZV Gm�r2 dV = 0; (7.3)Energiegleihung: Z�V FraddA+ ZV ��nudV + ZV SGCdV = 0: (7.4)
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7.2. ANREGUNG DER PULSATION 66Um ein Maÿ für die Auswirkung der Relaxation auf das Sternmodell zu erhalten, kanndie maximale Änderung Dmax( ) = max ���� rlx �  o o ���� � 100 (7.5)in Prozent einer Variablen  bestimmt werden.  o gibt den Wert einer abhängigen Varia-blen des Hintergrundmodells an und  rlx ist der sih nah der Relaxation ergebende Wert.Nah Tabelle 7.1 zieht die Relaxation o�ensihtlih keine physikalishe Veränderung derSternstruktur nah sih, da alle Änderungen zwishen 0:01%� 0:1% liegen. In Abbildung7.1 ist die prozentuale Änderung der Dihte über den Stützstellenindex1 aufgetragen.Tabelle 7.1: Maximale Änderung in Temperatur, Dih-te, Druk und Radius, eines 350M�-Stern, in Prozent.Dmax(T ) Dmax(�) Dmax(P ) Dmax(r)0:012 0:16 0:05 0:01Für den Strahlungs�uÿ und die Materialfunktionen gelten die Beziehungen in Kapitel 6.2.7.2 Anregung der PulsationEs gibt mehrere Möglihkeiten, den Stern in Shwingung zu versetzen. Im allgemeinenwird eine Geshwindigkeitsstörung induziert. Falls die Instabilitäten stark, daÿ heiÿt, dieAnwahsraten groÿ genug sind, können die instabilen Moden im Extremfall aus dem nu-merishen Raushen zu endlihen Amplituden anwahsen (Grott et al., 2005). Eine andereMöglihkeit besteht darin, jede Massenshale mit einem Bruhteil der lokalen Mah-Zahlzu stören (u(mr) = 0:1 � 0:2Ma(mr)). Diese gängigen Wege sind hier wegen der sehrkleinen Anwahsrate niht möglih. Wird der Stern auf die zweite Weise in Shwingungversetzt, so werden zusammen mit der Fundamentalen auh höhere Moden angeregt, die� wegen ihrer starken Dämpfungsrate � bald abklingen und nur die Fundamentalmodezurüklassen. Die mit der Anregung induzierte Shwingungsenergie geht hierbei jedohmit den abklingenden Obertönen verloren. Da sih aber die Instabilität auf die Funda-mentalmode beshränkt, wäre es wünshenswert, diese gezielt anzuregen, ohne Verlusteder induzierten Anregungsenergie. Dies ist möglih, wenn die Eigenfunktion der Funda-mentalmode des betre�enden Sternmodells aus der linearen Analyse verwendet wird. Ab-bildung 7.2 zeigt eine solhe Geshwindigkeitsstörung. Sie wurde aus der LagrangeshenVershiebung gewonnen und auf die gewünshte Amplitude skaliert,u(mr) / r0(mr) � x(mr):Der Vollständigkeit halber sei erwähnt, daÿ auh Appenzeller (1970) dem Problem derkorrekten Anregung gegenüberstand und zur Lösung ebenfalls Ergebnisse der linearen1Die Sterne sind für die numerishe Simulation in 400 konzentrishe Shalen aufgeteilt, mit i = 1(Ober�ähe) und i = 400 (innerer Rand), vgl. Kapitel 6.6.
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Stuetzstellenindex i Abbildung 7.1: Verlauf der relativen Änderung in der Dihte über der Stützstellenzahl. Die gröÿterelative Abweihung vom Hintergrundmodell beträgt lediglih 0.16% und tritt an der Ober�ähe (i = 1)auf.Analyse verwendete. Jedoh war dies in seinem Fall niht ausreihend, da Moden höhererOrdnung deutlih im Geshwindigkeitsverlauf bemerkbar waren. Dies lag höhstwahr-sheinlih an der unzureihenden Au�ösung des verwendeten Hintergrundmodells. DerStern wurde nur in 136 Massenshalen unterteilt, wohingegen die Sternmodelle in dieserArbeit 400 Massenshalen besitzen. Als Gegenmaÿnahme zu den mit angeregten Obertö-nen verwendete Appenzeller (1970) anfänglih eine Zeitintegration 1. Ordnung, um mitHilfe der dem Verfahren immanenten hohen numerishen Dissipation (vgl. die Diskussionauf S. 70, insbesondere Abb. 7.4) alle Obertonkomponenten soweit zu dämpfen, bis dieFundamentalmode die Shwingung dominiert.7.3 Konsequenzen der kleinen AnwahsrateDie lineare Analyse sagt niht nur aus, ob das Hintergrundmodell linear stabil ist oderinstabil, sondern maht auh eine Aussage darüber, auf welher Zeitskala sih eine In-stabilität entwikelt. Die Anwahsrate der instabilen Fundamentalmode beträgt bei denuntersuhten Population-III-Sternen typisherweise einige 1000 Jahre (vgl. Abb. 5.4b).Die kleinen Anwahsraten sind typish für den �-Mehanismus und unabhängig von derSterngeneration (Glatzel & Kiriakidis 1993, Bara�e et al. 2001). Das liegt daran, daÿ dieQuelle der Instabilität � das nukleare Brennen � naturgemäÿ im tiefen Inneren des Sternsplaziert ist, wo die Abweihung von der Nihtadiabasie am kleinsten ist. Es ist letztlih
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Radius [cm]Abbildung 7.2: Die induzierte Störgeshwindigkeit.die Abweihung von der Nihtadiabasie, die für die Gröÿenordnung der Anwahsrate be-stimmend ist! Für die hydrodynamishe Simulation des Problems ergeben sih hierauszwei zu berüksihtigende Gesihtspunkte: die Rehenzeit und die Dissipation.RehenzeitWegen der langen Anwahszeit �e ist es niht möglih, mittels einer hydrodynamishenSimulation die Störungen aus dem linearen in das nihtlineare Regime zu verfolgen. Eineshlihte und doh aussagekräftige Abshätzung,Nzst = �e�t � 107�� 10�� = 108; (7.6)zeigt, daÿ allein 108 Zeitshritte (Nzst) mit der Weite �t nötig wären, um das Anwahsender Amplitude um das e-fahe zu beobahten, während die Geshwindigkeitsamplitudesih noh im linearen Regime be�ndet. Dies ist rehentehnish niht umsetzbar. Umdie Pulsation aufzulösen, muÿ die Integrationszeitshrittweite in der Gröÿenordnung derFreifallzeit liegen, �t � ��=10. Die erste Konsequenz lautet somit:Die anfänglihe Störung der Modelle muÿ bereits im (leiht) niht-linearen Regimeerfolgen.Um den Ein�uÿ der Nihtlinearität zu demonstrieren, ist in den Abbildungen 7.3a und7.3b die Pulsationsgeshwindigkeit der innersten Kugel aufgetragen. Im ersten Fall (7.3a)
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Abbildung 7.3: a) Der Geshwindigkeitsverlauf des inneren Randes bei Anregung der Fundamentalm-ode. Die Störung liegt im linearen Bereih, die Kurve ist sinusförmig. b) Wie a) aber mit einer stärkerenStörung, so daÿ nihtlineare E�ekte (sägezahnähnliher Kurvenverlauf) sihtbar werden.beträgt die Mahzahl im Zentrum Maz = 10�5 und im zweite Fall (7.3b) Maz = 5 � 10�4.Deutlih zu erkennen ist die Abweihung vom Sinus-Pro�l bei höherer Mahzahl im Zen-trum hin zu einem sägezahnähnlihen Pro�l. Da der räumlihe Geshwindigkeitsverlaufdurh die Anfangsstörung (siehe Abb. 7.2) vorgegeben ist, ist die Mahzahl an der Ober-�ähe durh Vorgabe der Mahzahl im Zentrum festgelegt. Im zweiten Fall beträgt dieGeshwindigkeit der Ober�ähenmassenshale das 5fahe der lokalen Shallgeshwindig-keit. Bei solh hohen Mahzahlen werden unmittelbar Verdihtungsstöÿe verursaht. Dadies niht erwünsht ist, sieht man sih bei der rihtigen Wahl der Anfangsstörung zweiHerausforderungen gegenübergestellt:1. Die Anfangsstörung im Zentrum soll groÿ genug sein, um im nihtlinearen Regimezu liegen.2. Die Anfangsmahzahl darf an der Ober�ähe niht viel gröÿer als 1 sein.Wünshenswert wäre eine Ober�ähenmahzahl kleiner als 1. Beiden Voraussetzungenwurde in dieser Arbeit Rehnung getragen.DissipationDie zweite Shwierigkeit, die sih bei kleiner Anwahsrate ergibt, betri�t die Dissipation.Besitzt ein System eine kleine Anwahsrate, heiÿt das physikalish, daÿ der anfahendeBeitrag den dämpfenden nur leiht übersteigt. Das verwendete Verfahren sollte somit sowenig numerishe Dissipation besitzen wie möglih und nur so viel wie nötig. Die Hinzu-nahme der künstlihen Viskosität läÿt sih aber niht vermeiden, wenn Verdihtungsstöÿeverbreitert werden müssen. In den Abbildungen 7.4a und 7.4b sind die Auswirkungender durh die Zeitintegration verursahten numerishen Dissipation zu sehen. Wird fürdie Zeitintegration ein (implizites) Verfahren von 1. Ordnung gewählt (� = 1), mahtsih die numerishe Dissipation sehr stark bemerkbar. Sie dissipiert die induzierte An-regungsenergie und bringt die Pulsation shlieÿlih zum Erliegen. Bei einem Verfahren
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b)Abbildung 7.4: a) Der Geshwindigkeitsverlauf des inneren Randes bei impliziter Zeitintegration, � =1. b) Geshwindigkeitsverlauf des inneren Randes bei semi-impliziter Zeitintegration, � =1/2.zweiter Ordnung (Crank-Niholson, � = 1=2) ist ein Abklingen der Amplitude niht zubeobahten. Die zweite Konsequenz läÿt sih so formulieren:Das gewählte numerishe Verfahren darf nur so wenig numerishe Dissipation besitzenwie möglih und nur so viel wie nötig2.Es ist ferner bemerkenswert, die Gröÿe der Anwahszeit �e der Instabilität mit der ther-mishen Zeitskala �KH, welhe die Entwiklungszeit des Sterns bestimmt, zu vergleihen.Für den 450M�-Stern ergibt sih folgendes Verhältnis von thermisher Zeitskala zu An-wahszeit zum Zeitpunkt maximaler Instabilität (Minimum im Imaginärteil, vgl. Abb.5.3): �KH�e = 3:1 � 104a3:7 � 103a / 10: (7.7)Beide Zeitskalen sind demnah vergleihbar und konkurrieren miteinander. Der 350M�-Stern ist weniger als 2 �105 Jahre linear instabil. Zu dem besitzt dieser Stern die kleinstenAnwahsraten (Abb. 5.4b). Wegen des exponentiellen Charakters der Instabilität ist den-noh jede in�nitesimale Störung in der Lage, während des instabilen Zeitfensters aufendlihe Werte anzusteigen, wie eine einfahe Abshätzung zeigt:ueua = exp�tinstab�e / 7 � 1010: (7.8)Es wurde von einer Anwahszeit �e � 7500 a und einer instabilen Phase �tinstab � 2 �105 aausgegangen. ua bezeihnet die anfänglihe kleine Störung und ue steht für den am Endeder instabilen Phase resultierenden Wert. Die lineare Störung wird durh aufsteigendeTurbulenzballen in der zentralen Konvektionsshiht verursaht. Die typishe Mahzahlder Turbulenzballen beträgt 9 � 10�6 bei einer Geshwindigkeit von ut = 200 � 300m/s.Nah (7.8) ergibt sih mit ue = ut ein unphysikalish hoher Wert für ua. Diese Abshät-zung demonstriert überzeugend die Fähigkeit des �-Mehanismus eine anfänglih lineareStörung anzufahen bis nihtlineare Amplituden erreiht werden. Dies ist eine grobe Ab-shätzung. Eine genauere Rehnung müÿte die Zeitabhängigkeit der Anwahszeit berük-sihtigen, die nämlih am Ende der instabilen Phase um eine Gröÿenordnung gewahsen2Dies kann als späte Rehtfertigung für die Wahl des Lagrange-Formalismus dienen. Vgl. Kapitel 6.



71 KAPITEL 7. TECHNISCHE STRATEGIENist (a. 2 � 104 a � 3 � 104 a). Die Berüksihtigung dieser Zeitabhängigkeit ändert jedohnihts am qualitativen Bild.





Kapitel 8Nihtlineare Entwiklunginstabiler ModenGemäÿ der linearen Stabilitätsanalyse sind Population-III-Sterne mit einer Masse gröÿerals 350M� pulsationsinstabil. Die Shwingungsamplitude einer in�nitesimalen Störungnimmt exponentiell zu, bis sie endlihe Werte erreiht. Die Gültigkeit der linearen Analyseendet an diesem Punkt. Soweit gilt diese Aussage für jedes komplexe System. Im speziel-len Kontext eines Sterns geht mit der endlihen Shwingungsamplitude ein Aufsteilen dernah auÿen shreitenden Wellen einher. Es bilden sih Verdihtungsstöÿe. Die Stoÿwellenwerden numerish mit Hilfe der künstlihen Viskosität erfaÿt (vgl. Kapitel 6.3). Es isto�ensihtlih, daÿ die Phänomene, die durh eine endlihe Shwingungsamplitude verur-saht werden, nur mittels einer hydrodynamishen Untersuhung studiert werden können.Eine solhe hydrodynamishe Simulation wurde für vier Population-III-Sterne(750M�; 550M�; 450M� und 350M�) durhgeführt. Der erste Teil 8.1 dieses Ka-pitels befaÿt sih mit den beiden massereiheren (750M� und 550M�) der vier Sterne.Die beiden verbleibenden Sternmassen (450M� und 350M�) untersheiden sih in ihrerhydrodynamishen Antwort auf eine nihtlineare Störung kaum voneinander, daher sollensie gemeinsam im zweiten Abshnitt vorgestellt werden.8.1 750M� und 550M�8.1.1 �-Mehanismus als Ursahe der AmplitudenzunahmeDie massereihen Sterne zeigen das gleihe harakteristishe Verhalten. Daher wirdzunähst anhand des 750M�-Sterns das prinzipielle Verhalten erläutert und erst amEnde dieses Abshnittes auf den 550M�-Stern eingegangen. Insbesondere beziehen sihalle Zahlenwerte auf den 750M�-Stern.Alle Sterne wurden nah dem in Kapitel 7 beshriebenen Shema zur Pulsation angeregt.Unter Berüksihtigung der in Kapitel 7.3 erörterten Gesihtspunkte (S. 69), wurde einStörgeshwindigkeitsverlauf gewählt, bei dem die Mahzahl im Zentrum, Maz = 10�4,73
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b)Abbildung 8.1: Geshwindigkeitsamplitude am inneren Rand mit a) vollständiger Energiegleihung, b)reduzierter Energiegleihung.beträgt. Das entspriht einer Geshwindigkeit von uz = 290m/s. Die Mahzahl an derOber�ähe ist nur wenig gröÿer als 1, Maob = 1:03, und die Ober�ähengeshwindigkeit,uz = 130 km/s, erreiht 3% der Fluhtgeshwindigkeit. Die künstlihe Viskosität wirdüber die Gewihtungsfaktoren q1 und q2 kontrolliert. Beide sind variabel. Die Simulationbeginnt mit kleinen Werten (q1 = 0:1; q2 = p0:1) und steigt bei zunehmender Stoÿstärkeauf (q1 = 2; q2 = p2) an. Je kleiner die Geshwindigkeit im Zentrum ist, desto längerdauert es, bis ein merklihes Anwahsen der Amplitude beobahtet werden kann. Einenatürlihe Quelle für Störungen ist die turbulente Konvektionszone. Die Geshwindigkeitder Turbulenzballen im Zentrum beträgt ut � 30m=s. Die Zeit (�tg), die nötig ist, damitdie Störung aus dem linearen in den nihtlinearen Bereih (uz = 290m=s) gelangt, kannleiht abgeshätzt werden: �tg = �e � ln�uzut� � 5450 a: (8.1)Die Anwahszeit zum Zeitpunkt der stärksten Instabilität, �e = 2400 a, wurde angenom-men (Abb. 5.4b). Dies ist eine grobe Abshätzung, die jedoh das Zeitmaÿ sehr gut illu-striert. Eine hydrodynamishe Simulation auf dieser Zeitskala, bei einer Zeitshrittweitein der Gröÿenordnung von 100 Sekunden, stöÿt an tehnishe Grenzen (vgl. Diskussi-on über die Rehenzeit in Kapitel 7.3). In Abbildung 8.1a ist die Geshwindigkeit derZentralkugel über der Zeit aufgetragen. Nah 25 Tagen ist ein leihter Anstieg in derPulsationsamplitude zu beobahten. Diese Zunahme in der Shwingungsenergie kann beiPopulation-III-Sternen aus physikalisher Siht nur dem �-Mehanismus zugeshriebenwerden (vgl. Kapitel 2). Eine notwendige Bedingung für die Rihtigkeit der numerishenSimulation ist � neben der Plausibilität der Lösung � die rehnerishe Bestätigung diesesphysikalishen Argumentes. Daher wurde die Simulation unter den gleihen Bedingungen,aber ohne den thermoenergetishen Part (Strahlungsenergie�uÿ und nukleare Energiepro-duktion) in der Energiegleihung, wiederholt. Die Energiegleihung aus Tabelle 6.4 (S. 59)reduziert sih dann zu:DDt Z �edV + Z Pr � udV + Z SQCdV � Z ��QdV = 0: (8.2)



75 KAPITEL 8. NICHTLINEARE ENTWICKLUNG INSTABILER MODENDie ersten beiden (von links) Integrale geben die Zustandsänderung an, wie sie sih imadiabatishen Fall ergibt. Der zweite Term umfaÿt, neben dem eingefrorenen konvekti-ven Energie�uÿ, die von der Sternentwiklung stammende gravitative Bindungsenergie� die Geshihte des Sternmodells. Das letzte Integral beshreibt die Energiedissipationdurh Viskosität In Abbildung 8.1b ist die sih neu ergebende Shwingung mit redu-zierter Energiegleihung aufgetragen. Die Pulsationsamplitude nimmt nun deutlih ab.Bei einer rein adiabatishen Shwingung und kleinen Amplituden sollte die Amplitudeweder ab- noh zunehmen. Die Abnahme der Shwingungsenergie ist auf den Dissipati-onsterm ��Q zurükzuführen, der wegen der endlihen Störamplitude notwendig ist. ImFalle der kompletten Energiegleihung (Tabelle 6.4 auf S. 59) ist die nukleare Energie-produktion demnah sowohl in der Lage die Dämpfung der Hülle � verursaht durh denStrahlungs�uÿ � als auh die Dissipation durh den Viskositätsterm zu kompensieren unddarüberhinaus ein Anwahsen der Shwingungsamplitude zu bewirken.8.1.2 ZentrumDie nukleare Energieproduktionsrate zeigt wegen ihrer Abhängigkeit von Dihte und Tem-peratur, � = �(�; T ), ebenfalls einen oszillierenden Verlauf. Um eine Aussage über diee�ektive Energieproduktion während einer Shwingungsperiode mahen zu können, muÿdie mittlere Produktionsrate betrahtet werden:��nu;i(t�) = 1� Z t+�t �nu;i(t) dt ; t� = t+ �2 : (8.3)Es ist bequemer, diesen Zahlenwert auf die gesamte nukleare Energieproduktion des Hin-tergrundmodells zu beziehen. Es ergibt sih die mittlere relative Energieproduktion:�m;rel(t) = Pmi � ��nu;i(t)Pmi � �nu;i(t = 0) : (8.4)Anhand dieser Gröÿe soll das Langzeitverhalten der Instabilität im Zentrum betrahtetwerden.Das Verhältnis der mittleren nuklearen Energieproduktion des gesamten Sterns zuranfänglihen Gesamtenergieproduktion des Hintergrundmodells ist in Abbildung 8.2aufgetragen. Der �-Mehanismus treibt die Pulsation des Sterns zu Beginn mit zuneh-mender Intensität (Steigung) an. Nah 110 Tagen erreiht die Energieerzeugung einMaximum und fällt hierauf monoton ab. Das Maximum beträgt ungefähr das zweifaheder Energieproduktion des Hintergrundmodells. Augenfällig ist, daÿ die Pulsation keineSättigung erreiht. Dies deutet auf eine globale Änderung des Sterns hin. Um der Fragenahzugehen, was den Abfall der Pulsation im Zentrum bewirkt, werden die Vorgängean der Ober�ähe im nähsten Abshnitt näher besprohen.8.1.3 Die Ober�äheDie Ober�ähengeshwindigkeit ist in Abbildung 8.3a dargestellt. Der Verlauf läÿt sihin mindestens zwei Regionen unterteilen: Zu Anfang ist die Shwingung periodish undwähst nur langsam an. Nah 60 Tagen nimmt der Anstieg stark zu und am Ende
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Zeit [d]Abbildung 8.2: Verhältnis der gesamten mittleren Energieproduktion einer Pulsation zu der Gesamt-energieerzeugung des Hintergrundmodells.verliert sih sogar der oszillierende Charakter der Bewegung. Diese beiden Bereihesind durh eine steile Geshwindigkeitszunahme (nah a. 90 Tagen) � verursaht durheinen starken Verdihtungsstoÿ � voneinander getrennt. Die Expansion der äuÿerenShiht führt zu einer Verringerung der lokalen Fluhtgeshwindigkeit. Abbildung 8.3bzeigt das Verhältnis von Geshwindigkeit zu lokaler Fluhtgeshwindigkeit der äuÿerenMassenshale. Die Fluhtgeshwindigkeit wird demnah übershritten. Da aber gemäÿder äuÿeren Randbedingung der Auÿendruk konstant gehalten wird, bewegt sih dieMassenshale nah einer starken Ausdehnung wieder auf den Stern zurük (nah 120Tagen). Im folgenden soll die Shwingungsphase genauer betrahtet werden, in dereine Veränderung des Pulsationsverhaltens der äuÿeren Massenshale auftritt. EinigePulsationen nah der starken Beshleunigung bewegt sih die betre�ende Massenshale(Abb. 8.4a) niht mehr einwärts, denn bevor eine Kontraktion statt�nden kann, folgteine neue Stoÿwelle, die die Massenshale weiter nah auÿen treibt. Es �ndet eineEntkoppelung der Bewegung dieser Massenshale von der regulären Pulsation des Sternsstatt. Dieses Verhalten ist niht allein auf die Ober�ähe beshränkt, sondern betri�tauh darunter liegende Shihten. Die Geshwindigkeitskurve der Ober�ähenmassen-shale ist in Abbildung 8.4b zusammen mit den Kurven für zwei tiefer liegende Shalenaufgetragen. Die rote (Ober�ähe) und die grüne (Index 50) Kurve haben die gleiheShwingungsharakteristik, wobei der Prozeÿ der Entkoppelung bei der weiter innenliegenden Massenshale zeitlih verzögert auftritt. Alle dazwishen liegenden Shihtenhaben den gleihen Geshwindigkeitsverlauf und entkoppeln naheinander von derPulsation des restlihen Sterns.
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b)Abbildung 8.3: a) Geshwindigkeitsverlauf an der Ober�ähe des Sterns. b) Verhältnis von Geshwin-digkeit zu Fluhtgeshwindigkeit an der Ober�ähe.
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Abbildung 8.4: a) Ausshnitt aus Abb. 8.3a. b) rote Kurve wie a), grüne Kurve zeigt den Geshwindig-keitsverlauf einer tiefer gelegenen Massenshale, blaue Kurve eine noh tiefer gelegenere Massenshale.
Bei der blauen Kurve (Index 100) �ndet keine Entkoppelung vom Stern statt. Sierepräsentiert das Verhalten aller tiefer liegenden Massenshalen. Die Geshwindigkeit-samplitude erreiht nah ungefähr 115 Tagen ein Maximum und fällt hierauf stark ab.Eine genaue Betrahtung o�enbart, daÿ sih der anfänglihe (< 90 Tage) Anstieg derShwingungsamplitude der inneren Massenshalen (z.B. Index 100) nah dem Entkoppelnder Ober�ähe von der regulären Pulsation (> 90 Tage) in eine Abnahme umkehrt, umhierauf langsam wieder anzusteigen. Dies tritt ebenfalls bei der grünen Kurve (Index80) auf (vgl. Abb. 8.5). Demnah hat das Entkoppeln der äuÿeren Shihten einenentsheidenden Ein�uÿ auf die Dynamik des Sterns. Eine Quanti�zierung der an derEntkoppelung beteiligten Masse zeigt, daÿ sie sih beim hier betrahteten 750M�-Sternauf 1:17M� bezi�ert. Hierdurh verringert sih jedoh die für die Kontraktion zuVerfügung stehende Masse, mit direkten Auswirkungen auf den �-Mehanismus.
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Abbildung 8.5: a) Gegenüberstellung von Abb. 8.4b und 8.2. Im Untershied zu 8.4b ist hier anstelledes Geshwindigkeitsverlaufes der Massenshale mit dem Index 50 der Verlauf der am tiefsten und so-mit letzten abgeworfenen Shale (Index 80) gezeigt. b) Mahzahlverlauf zu vier aufeinander folgendenShwingungszuständen, t1 < t2 < t3 < t4.8.1.4 Zentrum und Ober�ähe auf einen BlikNahdem die Ereignisse an der Ober�ähe und im Zentrum separat betrahtet wordensind, soll in diesem Abshnitt der Frage nahgegangen werden, ob ein � kausaler? � Zu-sammenhang zwishen den beiden Orten besteht. Abbildung 8.5a faÿt im wesentlihendie Abbildungen 8.2 und 8.4 zusammen. Der Anstieg der Energieerzeugung bewirkt einAnwahsen der Geshwindigkeitsamplitude an der Ober�ähe. Mit der einsetzenden Ent-koppelung der äuÿersten Shihten erfährt die Energieproduktion einen kurzzeitigen Rük-gang, 90 d < t < 95 d. Entkoppelung und Rükgang �nden zeitgleih statt, so daÿ ein di-rekter Zusammenhang vermutet werden kann. Die Entkoppelung der letzten Massenshale(Index 80) erfolgt zu einem Zeitpunkt, an dem die mittlere nukleare Energieerzeugung imVerhältnis zu der des Hintergrundmodells bereits auf einen kleinen Wert abgesunken ist.Beim Vergleih der Abbildungen 8.2 und 8.4 fällt ferner auf, daÿ das Maximum der blauenKurve (Index 100) mit dem Maximum der nuklearen Energieproduktion zeitlih zusam-menfällt (Der Übersiht halber ist sie in Abb. 8.5a ausgespart). Dies bekräftigt das Bilddes zweigeteilten Sterns, in dem die Hülle eine eigenständige dynamishe Entwiklungerfährt, während der restlihe Stern einheitlih shwingt.8.1.5 DiskussionBetrahtet man allein den mehanishen Aspekt der entkoppelten Masse, ergibt sihfolgendes Bild: Der �-Mehanismus beshleunigt die Auÿenshalen auf Fluhtgeshwin-digkeit, mit der Folge, daÿ sie sih niht mehr an der Kontraktion beteiligen. Bereits dieersten abgeworfenen Massenshalen haben � trotz ihrer geringen Masse � einen Ein�uÿauf die Gesamtpulsation, da die nukleare Energieproduktion und die Geshwindigkeit-samplitude der noh niht abgeworfenen Shalen hiernah kurzzeitig, aber merklihzurükgehen. Der Massenabwurf ist niht in der Lage, den �-Mehanismus dauerhaftzum Erliegen zu bringen. Nah ungefähr 115 Tagen erreiht die Energieerzeugung ihrenHöhepunkt. Zu diesem Zeitpunkt hat der Stern 0:3M� auf Fluhtgeshwindigkeit be-
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b)Abbildung 8.6: a) Mahzahlverlauf kurz vor dem Entkoppeln der obersten Massenshale. b) Geshwin-digkeitsverlauf zu einem späteren Zeitpunkt. Das Shwingungsmuster der Fundamentalmode ist verlorengegangen.shleunigt, die als kritishe Masse, Mrit, bezeihnet werden kann. Trotz des endgültigenRükgangs der Energieerzeugung wird erst nah dem Maximum von ��nu ein Groÿteilder Masse (0:87M�) abgeworfen. In diesem Bild reguliert einzig die abgestoÿene Masseden �-Mehanismus. Weitere Faktoren bestimmen jedoh ebenfalls die Dynamik derShwingung.Abbildung 8.5b zeigt einige zeitlih aufeinander folgende Mahzahlverläufe wäh-rend der Expansion des Sterns. Die Mahzahl im Zentrum ist wegen der hohenShallgeshwindigkeit im Inneren des Sterns sehr klein. Nah auÿen hin nimmt sie starkzu und erreiht ungefähr das 5fahe des induzierten Wertes. Deutlih zu sehen sind dieVerdihtungsstöÿe. Bei der Expansion entstehen sie, weil die inneren Shihten shnellerexpandieren als die darüberliegenden. In diesen Stoÿfronten dissipiert Shwingungsener-gie und shwäht den �-Mehanismus.Ferner ist zu berüksihtigen, daÿ sih das Shwingungsmuster ändert. Abbildung8.6a zeigt den Mahzahlverlauf, kurz bevor die äuÿerste Massenshale entkoppelt. Wieoben beshrieben (Abb. 8.4), �ndet eine starke Beshleunigung der Massenshale vorihrem Entkoppeln von der restlihen Sternpulsation satt. Die Mahzahl der Stoÿfronthat den Wert 14. Neben der Stärke des Stoÿes ist der Verlauf der Mahzahl interessant.Er besitzt eine Nullstelle und ähnelt eher dem ersten Oberton als der Fundamentalmode,mit der die Shwingung beginnt. Am Geshwindigkeitsverlauf (Abb. 8.6b) eines ähnli-hen Shwingungszustandes ist der Oberton-Charakter der Shwingung und die starkeAbweihung von der Fundamentalmode noh markanter. Aus der linearen Analyse istaber bekannt, daÿ die Dämpfungsrate der Obertöne groÿ ist, wodurh die Dämpfung derHülle, wenn der Stern in diesen Shwingungsmodus gerät, stark zunimmt. Der Ein�uÿder genannten Faktoren ist isoliert niht erfaÿbar und ershwert eine strenge kausaleInterpretation. Wegen der aufgeführten Gründe liegt es nahe, im Massenverlust nihtdas einzige regulative Glied des �-Mehanismus zu sehen. Vor diesem Hintergrund istauh niht zu erwarten, daÿ die Instabilität gänzlih vershwindet. Mit Hilfe einigerphysikalish plausibler Argumente soll ein Bild vom gesamten Vorgang gezeihnet und



8.1. 750M� UND 550M� 80eine Vorhersage gewagt werden. Hierzu sind drei Annahmen nötig:1. Nah dem Massenverlust vershwindet die Instabilität und der Stern entwikeltsih zurük zu einem quasihydrostatishen Zustand. Dieser Vorgang soll eine Zeitbenötigen, die vergleihbar ist mit der Zeit �tg, die eine lineare Störung brauht,um in den nihtlinearen Bereih zu wahsen (Gl. (8.1)).2. Nahdem der Stern zu Ruhe gekommen ist, beginnt der �-Mehanismus von neuemzu wirken, worauf sih der Zyklus wiederholt. Es ist vernünftig, dies anzunehmen,da die Ausgangslage des Sterns einem quasihydrostatishen Stern mit einer etwaskleineren Masse, Mneu = 750M��1:17M� entspriht, der im Massenspektrum deninstabilen Sternen zuzuordnen ist (vgl. Abb. 5.4b).3. Die mit Hilfe der linearen Analyse ermittelte Dauer der instabilen Phase, �tinst �4 � 105 a (Abb. 5.4a), bleibt trotz Massenverlust unverändert. Diese Annahme hängtjedoh vom Gesamtmassenverlust ab und muÿ im nahhinein überprüft werden.Zusammenfassend kann man sagen: Der Massenverlust �ndet eruptiv statt und wieder-holt sih zyklish. Ein Zyklus umfaÿt (Annahme 1) einen Zeitraum von 104 Jahren undwiederholt sih (Annahme 2), solange der Stern lineare instabil ist (Annahme 3). Mittelsdieser drei Annahmen kann ein Gesamtmassenverlust vorhergesagt werden:�Mges = �tinst2�tg � 1:17M�: (8.5)Dieser Abshätzung zufolge können sih beim untersuhten 750M�-Stern bis zu 36 Erup-tionen ereignen und einen Massenausstoÿ von insgesamt 43M� verursahen. Dies ent-spriht 5.7% der ursprünglihen Gesamtmasse. Eine einfahe lineare Interpolation in Abb.5.4a zeigt, daÿ sih die instabile Phase eines 707M�-Sterns niht sehr von der eines750M�-Sterns untersheidet, womit Annahme 3 im nahhinein gestärkt wird. Wegen desshon erwähnten, sehr starken Gröÿenordnungsuntershiedes in den beteiligten Zeitskalen(vgl. S. 74), �tg|{z} � ��|{z} ;5450 a 4hkann diese physikalish motivierte Argumentation rehnerish, falls überhaupt, nurshwerlih veri�ziert werden. Das qualitative Bild wird jedoh von der linearen und derhydrodynamishen Untersuhung gestützt.550M�-SternWie eingangs erwähnt, ist das dynamishe Verhalten des 550M�-Stern qualitativ dasgleihe wie beim massereiheren 750M�-Stern. Abbildung 8.7 faÿt die Vorgänge beim550M�-Stern zusammen. Die maximale nukleare Energieerzeugung erreiht nur das 1.5fa-he des hydrostatishen Ausgangsmodells und liegt somit unter dem Maximalwert, derbeim 750M�-Stern erreiht wird (vgl. Abb. 8.2). Auh hier erreihen die äuÿeren Shih-ten Fluhtgeshwindigkeit, und es �ndet eine Entkoppelung der Hülle vom restlihenStern statt. Die entkoppelte Masse ist geringer, sie beträgt nur 0:5M�. Im Gegensatz
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Abbildung 8.7: Wie Abb.8.5, hier jedoh für den 550M�-Stern. Gegenüberstellung von mittlerer nu-klearer Energieproduktion (blau) sowie den Geshwindigkeiten an der Ober�ähe (rot) und der innerstenMassenshale (grün), die von der regulären Pulsation entkoppelt (Index 78).zum 750M�-Stern wird aber niht die gesamte entkoppelte Masse auf Fluhtgeshwin-digkeit beshleunigt. Fluhtgeshwindigkeit erreihen nur die äuÿeren 0:37M�. Unter denim vorherigen Abshnitt gemahten Annahmen kann auh für den 550M�-Stern ein Ge-samtmassenverlust abgeshätzt werden. Da die minimale Anwahszeit (�e;550 = 3000 a)des 550M�-Sterns etwas gröÿer ist als die des 750M�-Sterns (�e;750 = 2370 a), ist es auhdie Zeit (�tg;550 = 6900 a), die eine Störung benötigt, um aus dem linearen Regime indas nihtlineare zu gelangen. Zudem ist die instabile Phase kürzer und liegt bei 3:3 � 104Jahren (vgl. Abb. 5.4a). Nah Gl. (8.5) ergibt sih somit ein vergleihsweise kleiner Ge-samtmassenverlust, �Mges = 8:8M�:Dies entspriht 1.6% der ursprünglihen Gesamtmasse von 550M�. Die Stärke der In-stabilität, gemessen an der ausgestoÿenen Masse und dem Maximalwert der mittlerennuklearen Energieerzeugung, besitzt niht nur in der linearen Analyse, sondern auh inder hydrodynamishen Untersuhung eine Abhängigkeit von der Sternmasse.8.1.6 Ein stabiles ModellEs ist sowohl aus physikalisher als auh programmtehnisher Siht interessant, einehydrodynamishe Simulation eines linear stabilen Modells durhzuführen und miteinem linear instabilen Modell gleiher Entwiklungssequenz zu vergleihen. Nah der



8.1. 750M� UND 550M� 82Diskussion in Kapitel 5 sind massereihe Population-III-Sterne nur zu Beginn derHauptreihenentwiklung instabil gegenüber radialen Störungen. Das gewählte stabileSternmodell entstammt daher einer späten Phase der Hauptreihenentwiklung des750M�-Sterns. Alle Zahlenwerte beziehen sih auf diese beiden Sternmodelle. ImZusammenhang mit der linearen Analyse wurde in Kapitel 5 (vgl. insbesondere Abb.5.9) argumentiert, daÿ Sternmodelle der späten Hauptreihenphase gegenüber jenen derfrühen Phase stabil sind, weil die Störamplitude der Eigenfunktion sih zugunsten derDämpfung in der Hülle ändert. Ein ähnlihes Phänomen tritt in der hydrodynamishenAnalyse auf.Die Anregung der Pulsation erfolgt wieder mit einem Geshwindigkeitsverlauf, dermittels der Eigenfunktion der Fundamentalmode gewonnen wird (vgl. Kapitel 7).Unabhängig vom Betrag der Skalierung ist, bei vorgegebener Eigenmode, das Verhältnisvon Mahzahl an der Ober�ähe zu der im Zentrum,MaobMaz ����instabil � uobuz �r TzTob ; (8.6)nur eine Eigenshaft des Hintergrundmodells. Dieses Verhältnis nimmt mit der Entwik-lung des Sterns zu. Speziell für die beiden untersuhten Sternmodelle gilt:MaobMaz ����stabil| {z } > MaobMaz ����instabil| {z } :4:4 � 105 1:6 � 104Es gibt zwei Gründe für den Anstieg des Verhältnisses der Mahzahlen, Maob=Mz, wobeider erste der dominierende ist:1. Das Verhältnis von induzierter Störgeshwindigkeit am äuÿeren Rand (Ober�ähe)zu der am inneren Rand, uobuz = Rrz � 1xz ; (8.7)nimmt mit der Entwiklung des Sterns zu:uobuz ����stabil > uobuz ����instabil :Beide Terme in Gl. (8.7) begünstigen den Anstieg im Zentrum:� Die relative Störamplitude wird im Laufe der Entwiklung kleiner:xzjinstabil = 0:69 ; xzjstabil = 0:064 :� Das Verhältnis von Gesamtradius R zu innerem Radius rz vergröÿert sih we-gen der Expansion des Sterns:Rrz ����stabil| {z } > Rrz ����instabil| {z } :690 320
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b)Abbildung 8.8: Stabiles Sternmodell mit 750M�: a) Mahzahl über Zeit an der Ober�ähe des Sterns.b) Mahzahl über Zeit am inneren Rand.2. Mit der Ausdehnung der Hülle sinkt die Ober�ähentemperatur:r TzTob �����stabil| {z } > r TzTob �����instabil| {z }42 36Bei gleih angesetzter Mahzahl im Zentrum, ist die resultierende Mahzahl an der Ober-�ähe beim stabilen Modell um mehr als das 27fahe (Gl. (8.1.6)) gröÿer. Dies hat einewihtige Konsequenz: Während die Störung im Zentrum � die Quelle der Instabilität �noh im linearen Bereih shwingt, ist die Amplitude in der Hülle bereits im nihtlinearenRegime. Es treten Stöÿe auf, in denen die Shwingungsenergie dissipiert, und der Sternstabilisiert sih. Abbildung 8.9 illustriert diesen Sahverhalt anhand der Mahzahlverläu-fe an a) der Ober�ahe und b) im Zentrum. Bereits bei einer zentralen Mahzahl von1 � 10�5 shwingt die Ober�ähenshale mit Übershallgeshwindigkeit, Ma(t = 0) = 1:8.Auh bei kleineren Störamplituden überwiegt die Dämpfung der Hülle die Anfahung imZentrum.8.2 450M� und 350M�Nahdem das dynamishe Verhalten der massereihen Sterne (750M� und 550M�)analysiert worden ist, sind in diesem Abshnitt zwei linear instabile Sternmodelle mit denMassen 450M� und 350M� Gegenstand der Betrahtung. Das dynamishe Verhalten dermasseärmeren Sterne untersheidet sih stark von dem der massereiheren. Bei beidenSternen (450M�; 350M�) ist der �-Mehanismus niht in der Lage, die im nihtlinearenRegime zunehmende Dämpfung zu kompensieren. Die Abbildungen 8.9a und 8.9bzeigen das Verhältnis von mittlerer nuklearer Energieproduktion ��nu (zur De�nitionsiehe S. 75) zur Energieerzeugung des Hintergrundmodells für beide Sternmodelle.Bei beiden Sternmodellen ist die Wirkung des �-Mehanismus deutlih zu sehen. Mitzunehmender Amplitude nimmt jedoh die Dämpfung in einem höheren Maÿe zu als dieAnfahung. Die mittlere nukleare Energieerzeugung steigt beim 450M�-Stern auf 4%,



8.2. 450M� UND 350M� 84

 1

 1.005

 1.01

 1.015

 1.02

 1.025

 1.03

 1.035

 1.04

 1.045

 0  50  100  150  200  250  300

ε m
,r

el
 [-

]

Zeit [d]

a)

 1

 1.005

 1.01

 1.015

 1.02

 1.025

 1.03

 0  20  40  60  80  100  120  140  160

ε m
,r

el
 [-

]

Zeit [d]

b)Abbildung 8.9: Wie Abb. 8.2. a) für einen 450M�-Stern. b) für einen 350M�-Stern.während sie beim 350M�-Stern nur 2.5% erreiht. Die Auswirkungen der Instabilität kor-relieren auh in diesem Fall mit der Masse und sind für masseärmere Sterne weniger stark.Um die Vorgänge an der Ober�ähe in die Diskussion mit einzubeziehen, sind inAbbildung 8.10 die Ober�ähenmahzahl und die e�ektive nukleare Energieproduktionaufgetragen. Man sieht, daÿ der �-Mehanismus ein Anwahsen der Geshwindigkeit-samplitude an der Ober�ähe bewirkt, bis eine Mahzahl von ungefähr 2 erreihtist. Die durh Verdihtungsstöÿe einsetzende Dissipation entzieht dem Stern mehrShwingungsenergie pro Zeit, als der �-Mehanismus aufzubringen vermag. Das Resultatist ein starker Rükgang der Amplitude im Zentrum und der Instabilität als ganzes. Wie
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Abbildung 8.10: 350M�-Stern. Rote Kurve: Mittlere nukleare Energieerzeugung, bezogen auf den Wertdes hydrostatishen Ausgangsmodells (vgl. Abb. 8.9b). Grüne Kurve: Mahzahlverlauf an der Ober�ähe.



85 KAPITEL 8. NICHTLINEARE ENTWICKLUNG INSTABILER MODENbei den massereiheren Sternen (750M�; 550M�) ist auh hier von einem zyklishenVerhalten auszugehen: Die Shwingungsamplitude nimmt ab, bis der �-Mehanismusgegenüber der Dämpfung die Oberhand gewinnt und die Pulsation erneut antreibt; zueinem Massenverlust kommt es aber niht.





Kapitel 9ZusammenfassungEs war die Zielsetzung dieser Arbeit, das allgemeine Stabilitätsverhalten massereiherprimordialer Sterne (Population III mit Z = 0) zu beleuhten. Besonderes Augenmerkwurde der Frage gewidmet, ob es Instabilitäten gibt, die mit der Masse zunehmen undsomit die obere Massengrenze bei Hauptreihensternen maÿgeblih bestimmen. DiesenVerdaht äuÿerte erstmals Ledoux (1941). Er identi�zierte den �-Mehanismus, dessenMassenabhängigkeit er ebenfalls zeigte, als treibende Instabilität.Das Massenspektrum der ausgesuhten Population-III-Sterne erstrekte sih voneinem 50M�-Stern bis hin zu einem 750M�-Stern (250M�; 350M�; 450M�; 550M�).Für alle sehs Sterne lagen Entwiklungsrehnungen, beginnend mit der Vorhauptreihebis zum Ende der Hauptreihe vor, welhe von Straka (2002) zur Verfügung gestelltwurden. Es war ein besonderes Anliegen der Arbeit, eine vollständige Stabilitätsprüfungdurhzuführen. Hierzu gehören:a) Eine lineare Stabilitätsanalyse ohne einshränkende Vereinfahungen.b) Das Verfolgen der instabilen Moden in den nihtlinearen Bereih; d.h. eine hydro-dynamishe Untersuhung.Nah der linearen Analyse besitzen die Sterne mit den kleineren Massen (50M� und250M�) keine Instabilitäten. Alle massereiheren Sterne im untersuhten Massenspek-trum weisen Instabilitäten mit einer kleinen Anwahszeit, �e � 2000 a � 10:000 a, in derFundamentalmode auf. Es konnte auf zwei unabhängigen Wegen gezeigt werden, daÿ essih hierbei um den �-Mehanismus handelt. Ferner haben die Rehnungen überzeugendzeigen können, daÿ Instabilitäten, erzeugt durh den �-Mehanismus, in der Tat mit derMasse an Stärke zunehmen. Diese Zunahme äuÿert sih in� einer kürzeren Anwahszeit (Abb. 5.4a) und� einer längeren Dauer der instabilen Phase (Abb. 5.4b).Andere Instabilitäten, wie der �-Mehanismus, sind bei den untersuhten Sternen nihtvorhanden. Dies liegt zum Teil an der Zusammensetzung der Hauptreihensterne, die kei-ne shwereren Elemente als Helium besitzen, und an der hohen Ober�ähentemperatur87



88(� 9 � 104) dieser Sterne, weswegen sih die zweite Helium-Ionisationszone, welhe prinzi-piell den �-Mehanismus treiben könnte, in den äuÿersten Shihten des Sterns be�ndetund nur eine geringe Masse beinhaltet. Das Fehlen von shweren Elementen hat zur Folge,daÿ die gesamte Sternmaterie vollständig ionisiert ist und � Opazitätsbukel �, die sowohlfür den �-Mehanismus als auh für Resonanz-Instabilitäten (sog. � strange modes �, Glat-zel 1994) notwendig sind, niht auftauhen. Nah der linearen Analyse ist die Struktureines Population-III-Sterns zweigeteilt:1. Das Zentrum, wo der �-Mehanismus wirkt, stellt die treibende Region dar.2. Die Hülle wirkt dämpfend auf jede Anregung.Diese Zweiteilung konnte mittels des Arbeitsintegrals (Abb. 5.6) untermauert werden.Weitere Resultate der linearen Analyse zeigen, daÿ der �-Mehanismus nur zu Beginn derHauptreihenentwiklung in der Lage ist, die Dämpfung in der Hülle zu überwinden, undferner nur die Fundamentalmode antreibt. Beide Resultate haben ihre Ursahe im Verlaufder Eigenfunktionen, wie in Kapitel 5.2.1 (Abb. 5.2 und Tabelle 5.1) eingehend diskutiertwird. Es wurde auh die Sensitivität der äuÿeren mehanishen Randbedingung auf dieLösung untersuht. Hierbei konnte festgestellt werden, daÿ die Mehrdeutigkeit, unter derdiese Randbedingung leidet, nur dann keine Rolle spielt, wenn das Hintergrundmodellbis zu einer optishen Tiefe von mindestens � = 2=3 gerehnet wird. Falls der äuÿereRand in der Sternentwiklungsrehnung zu vereinfaht behandelt wird, ergibt sih einestarke Abhängigkeit des Imaginärteils des Eigenwertes, welher die Anwahs- bzw.Dämpfungsrate angibt, von der Randbedingung. Selbst das Vorzeihen des Imaginärteilsist niht mehr einheitlih (vgl. Abb. 5.8).Im zweiten Teil der Arbeit werden die instabilen Moden in das nihtlineare Re-gime verfolgt und deren Auswirkungen auf den Stern studiert. Dies erfordert einekonsistente Simulation der hydrodynamishen Vorgänge. Die untersuhten Sternmodellewerden einmal zur Shwingung angeregt und des weiteren sih selbst überlassen. Einekontinuierlihe Energiezufuhr, wie bei Appenzeller (1970), �ndet niht statt. Ferner ist esnah Au�assung des Autors notwendig, die nukleare Energieproduktionsrate � die Quelleder Instabilität � akkurat und konsistent zu behandeln. Anstelle einer Linearisierung derEnergieproduktionsrate (Appenzeller, 1970) wird daher ein nukleares Netzwerk gelöst.Die mit den kleinen Anwahsraten verbundenen Herausforderungen an die Art und Weiseder Anregung sind in Kapitel 7 erläutert.Die vier untersuhten Sterne o�enbaren niht das gleihe Verhalten. Bei den bei-den massereihsten unter den untersuhten Sternen (550M� und 750M�) konnten,durh die vom �-Mehanismus bewirkte Anfahung der Pulsationsamplitude, die äuÿerenMassenshalen Fluhtgeshwindigkeit erreihen. Die über eine Pulsationsperiode gemit-telte nukleare Energieproduktionsrate erreihte dabei beim 750M�-Stern den 2fahenWert des Anfangswertes. Im Gegensatz zu Appenzeller (1970) ist der Massenverlust nihtstetig, sondern zyklish eruptiv. Ursahe hierfür sind die veränderten Strömungsbedin-gungen. Die Shwingung beginnt in der Fundamentalmode und entfernt sih zunehmendvon dieser mit wahsender Pulsationsamplitude, bis das Shwingungsmuster eher dem 1.Oberton als der Fundamentalen entspriht (Abb. 8.6a und 8.6b). Mit der Änderung derShwingungsharakteristik gehen zwei Phänomene einher:



89 KAPITEL 9. ZUSAMMENFASSUNG� Es �ndet eine Entkoppelung der der äuÿeren Massenshalen von der restlihen Pul-sation statt.� Durh die nah auÿen laufenden und an Stärke zunehmenden Stoÿwellen steigt dieDissipation in der Hülle stark an.Die einsetzende Entkoppelung entspriht einer Eigendynamik der Hülle (Abb. 8.5a),und durh die Zunahme der Dissipation wird die gesamte Pulsation gedämpft. Der750M�-Stern verliert bei diesem Vorgang 1:17M�, während der Massenverlust beim550M�-Stern mit 0:37M� ein Drittel weniger Masse auf Fluhtgeshwindigkeit be-shleunigt wird. Dieser Vorgang wird in dieser Arbeit als Eruption bezeihnet. Da derMassenverlust im Vergleih zur Gesamtmasse sehr klein ist, wurde argumentiert, daÿ derStern spätestens, wenn die Pulsationsamplituden bis in den linearen Bereih abgefallensind, wieder anfängt instabil zu shwingen. Dieser Vorgang wird in dieser Arbeit alsein Zyklus bezeihnet. Mit Hilfe einiger Abshätzungen konnte die Gesamtanzahl derEruptionen und hierdurh der Gesamtmassenverlust (unter der Annahme, daÿ dieabgeworfene Masse bei jeder Eruption gleih bleibt) für beide Sternmassen abgeshätztwerden. Demnah verliert der 750M�-Stern insgesamt a. 43M� und der 550M�-Sterna. 9M�. Diese Werte können noh steigen, wenn der �-Mehanismus in der Lage ist,die Pulsation von neuem zu treiben, bevor die Shwingung in den linearen Bereihzurükgekehrt ist. Daher ist dies siherlih eine sehr konservative Abshätzung.Die beiden masseärmeren Sterne (350M� und 450M�) zeigen keinen Massenverlust. Diemittlere nukleare Energieproduktionsrate steigt zunähst an, bis die Mahzahl an derOber�ähe den Wert 2 erreiht. Die Dissipation nimmt nun deutlih zu und entziehtder Pulsation Shwingungsenergie; die Pulsation wird wieder gedämpft. Es ist daherauh hier ein zyklishes Verhalten zu erwarten, da die Instabilitäten im linearen Regimeexistieren und erst im nihtlinearen durh die erhöhte Dissipation gedämpft werden.Der �-Mehanismus ist bei Population-III-Sternen in der Lage, die Fundamental-mode instabil shwingen zu lassen. Dies zeigen sowohl die lineare Analyse als auh diehydrodynamishen Rehnungen. Zu berüksihtigen ist, daÿ der �-Mehanismus nur einegeringe Anwahsrate besitzt. Physikalish bedeutet dies: Die Anfahung überwiegt nurleiht die Dämpfung. Es hat sih herausgestellt, daÿ die Zunahme der Dämpfung mitsteigender Pulsationsamplitude im Nihtlinearen die Anfahung überwiegt. Sehr deutlihist dies bei den masseärmeren Sternen (350M� und 450M�) zu sehen. Bei den beidenmassereiheren Sternen (550M� und 750M�) �ndet zuvor ein Massenverlust statt.Dieser Wehsel in der Dominanz:� Anfahung > Dämpfung im linearen Shwingungsbereih,� Anfahung < Dämpfung im (späten) nihtlinearen Shwingungsbereih,sorgt für den zyklishen Wehsel von Instabilität und Stabilität.



90Nah dem bisher Gesagten ist der �-Mehanismus bei Population-III-Sternen im Mas-senspektrum 50M� � 750M� kein bestimmender Faktor der oberen Massengrenze! Erbewirkt beim 750M�-Stern einen abgeshätzten Gesamtmassenverlust von 5.7%, beim550M�-Stern sind es lediglih 1.6%. Es bleibt zu untersuhen, wie der Gesamtmassenver-lust mit zunehmender Sternmasse steigt.
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