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ZusammenfassungEin Charakteristikum der ersten Sterngeneration na
h dem Urknall � der sogenanntenPopulation-III-Sterne � ist ihre groÿe Masse. Untersu
hungen zu ihrer Entstehung sa-gen Massen von bis zu 1000M� voraus. Dies hängt mit einem weiteren Merkmal dieserSterne zusammen; sie sollen si
h aus primordialem Gas gebildet haben, wel
hes bis aufSpuren von Lithium nur aus Wassersto� und Helium bestand. Es stellt si
h die Frage, obdiese postulierten Gebilde überhaupt stabil sind. Zur Beantwortung dieser Frage wurdezunä
hst eine lineare Stabilitätsanalyse dur
hgeführt. Diese ergab, daÿ Population-III-Sterne mit Massen gröÿer als 350M� zu Anfang ihrer Hauptreihenentwi
klung instabileModen aufweisen. Als Ursa
he der Instabilität konnte der �-Me
hanismus identi�ziertwerden. Ferner wurde eine positive Korrelation zwis
hen Instabilität und der Masse desSterns gefunden. Sowohl Anwa
hsrate (2000 a�8000 a) als au
h Dauer (2 �105 a�4 �105 a)der Instabilität nehmen mit der Masse zu. Eine hydrodynamis
he Simulation ist notwen-dig, um die Auswirkungen der instabilen Moden auf den Stern zu untersu
hen. Es stelltesi
h heraus, daÿ der �-Me
hanismus bei den untersu
hten masserei
hsten Sternen (550M�und 750M�) die äuÿeren S
hi
hten auf Flu
htges
hwindigkeit bes
hleunigt. Die Ergeb-nisse zeigen jedo
h einen eruptiven Massenverlust, der si
h hö
hstwahrs
heinli
h zyklis
h(� 104 a) wiederholt.Abstra
tThe �rst generation of stars, the so 
alled population III stars, are known to be very massi-ve. Current theories for the formation of these obje
ts predi
t masses up to 1000M�. Thisis be
ause 
hemi
al 
omposition of primordial gas is able to inhibit fragmentation belowthese masses. This gas 
onsisted mainly of hydrogen and helium with a slight amount oflithium. Its worthwhile to pose, and follow, the question as to whether these stars arestable obje
ts. To answer this, we performed a linear stability analysis, whi
h shows thatpopulation III stars with masses above 350M� su�er indeed from unstable modes. Wedemonstrated that the �-me
hanism drives this instability during the beginning of themain-sequen
e evolution phase. A striking feature of the instability is its positive 
orre-lation with the mass of the star. The e-folding time (2000 a � 8000 a) and the enduran
e(2 � 105 a� 4 � 105 a) of unstable modes in
rease with in
reasing mass. To understand theimpa
t of unstable modes on the star, we performed hydrodynami
al simulations. This
al
ulation demonstrated that the outer layers of the more massive stars (550M� and750M� in this study) rea
h es
ape velo
ity and hen
e eje
t their outer shells. Moreover,the results show an eruptive mass loss whi
h repeats in 
y
les of about 104 a.





Alles ist viellei
ht ni
ht klar,ni
hts viellei
ht erklärli
h,und somit, was ist, wird war,s
hlimmstenfalls entbehrli
h.Chr. Morgenstern (1871 � 1914)
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Kapitel 1EinleitungEine seit Mitte des 20. Jahrhunderts in der stellaren Astrophysik diskutierte und bis jetzto�en gebliebene Frage lautet: Gibt es eine obere Massengrenze der Sterne und, falls ja,was sind die bestimmenden Faktoren? Es ist empiris
h belegt, daÿ Population-I-Sterneeiner anfängli
hen Verteilungsfunktion (IMF, initial-mass-fun
tion) gehor
hen. Im Falleder ersten Sterngeneration im Universum (Population-III-Sterne) ist die IMF ni
htbekannt. Groÿskalige Sternentstehungssimulationen von Bromm et al. (1999) lassenprimordiale Sterne mit bis zu 1000M� dur
haus denkbar ers
heinen. In beiden Fällen(primordiale und gegenwärtige Sterne) bleibt die Frage zu klären, weshalb es eine obereMassengrenze gibt und im speziellen Kontext primordialer Sterne, bei wel
hen Massensie si
h be�ndet? Die hierfür verantwortli
hen Me
hanismen können vielfältig sein. Eskönnte si
h um Prozesse während der Akkretion handeln, wie die Bildung von Jetsdur
h die ein Teil der Masse ans interstellare Medium zurü
kgegeben wird. DerartigeVorgänge zu quanti�zieren, ist äuÿerst kompliziert, da die dynamis
he Entwi
klung einerkollabierenden Wolke unter Berü
ksi
htigung der Fragmentation bis zur Bildung desVorhauptreihensterns konsistent verfolgt werden muÿ. Ein anderer Weg, die Frage deroberen Massengrenze anzugehen, ist zu prüfen, ob diese Gebilde per se stabil sind oderob es ni
ht intrinsis
he Instabilitäten gibt, die die anfängli
he Kon�guration zerstören.Eine sol
he intrinsis
he Instabilität liefert der �-Me
hanismus.Der �-Me
hanismus wird in Kapitel 2 näher erläutert. Es sei aber vorab gesagt,daÿ es si
h hierbei um eine vibrationelle Instabilität handelt, getrieben dur
h dasnukleare Brennen im Zentrum. Ein s
hwingender Stern ähnelt dann einem Dieselmotor;mit jeder Kompression �ndet aufgrund von erhöhten Temperatur- und Dru
kwerten eineverstärkte Energieproduktion im Zentrum statt. Me
hanis
h gesehen, entspri
ht dieseiner erzwungenen S
hwingung.Angeregt dur
h Ledouxs Arbeiten (Ledoux, 1941) führten S
hwarzs
hild & Härm(1959) die erste Untersu
hung hinsi
htli
h des �-Me
hanismus dur
h. Na
h ihren Re
h-nungen sind Population-I-Sterne, die masserei
her als 65M� sind, vibrationell instabil.Da jedo
h s
hon zu jener Zeit Sterne mit deutli
h höheren Massen bekannt waren,argumentierten die Autoren, die Instabilität führe ni
ht zur kurzfristigen Zerstörung desSterns, sondern zu einem stetigen Massenverlust, bis der Stern in den stabilen Berei
h
1



2zurü
kkehrt. Die Autoren konnten zeigen, daÿ die Instabilität mit gröÿer werdenderMasse an Stärke zunimmt. Dieses Ergebnis motivierte zu der Behauptung, daÿ Sterne, diemasserei
her als 100M� sind, si
h selbst zerstören, sobald das nukleare Brennen zündetbzw. die Alter-Null-Hauptreihe errei
ht worden ist. Die dur
hgeführte Re
hnung bestandjedo
h aus einer linearen Stabilitätsanalyse1, deren Aussagen nur für kleine AmplitudenGültigkeit besitzen. Vorhersagen über den Betrag des Massenverlustes oder gar dasS
hi
ksal masserei
her Sterne (M > 100M�) kann eine lineare Analyse ni
ht ma
hen.Somit handelt es si
h bei dieser Argumentation um eine rein qualitative Argumentation.Soll das gezei
hnete Bild vom stetigen Massenverlust re
hneris
h geprüft werden, ist einehydrodynamis
he Simulation des s
hwingenden Sterns notwendig. Nur auf diesem Wegeläÿt si
h die Massenverlustrate quanti�zieren. Diesem Problem widmete si
h Appenzeller(1970). Er betra
htete einen homogenen 130M�-Stern mit sonnenähnli
her Zusammen-setzung (Wassersto�massenanteil X = 0:7, Heliummassenanteil Y = 0:27 und Z = 0:03für die restli
hen s
hweren Elemente), der infolge des �-Me
hanismus vibrationell instabilist. Gemäÿ seiner Untersu
hung errei
ht ein sol
her Stern einen quasi-stationären Zustandmit einer konstanten Massenverlustrate, _M = 4 �10�5M�a�1, wodur
h die beiden o�enenFragen (Gröÿe des Massenverlustes und S
hi
ksal sehr masserei
her Sterne) beantwortetund quanti�ziert werden konnten. Es muÿ aber hervorgehoben werden, daÿ Appenzeller(1970) die nukleare Energieproduktion nur in linearisierter Form (na
h Hofmeister et al.1964) betra
htete und ferner darauf angewiesen war, die Pulsation des Sterns künstli
hanzufa
hen. Neben der simplen Behandlung der Energieproduktion wird vor allem diekünstli
he Energiezufuhr (�arti�
ial energizing�) vom Autor als zumindest bedenkli
hgewertet.Gegenstand dieser Arbeit ist das Stabilitätsverhalten masserei
her primordialer Sterne(Population-III-Sterne). Insbesondere soll der Frage na
hgegangen werden, ab wel
herSternmasse der �-Me
hanismus in der Lage ist, die Pulsation anzufa
hen und wel
heAuswirkungen dies auf den Stern hat (Massenverlust, obere Massengrenze et
.). Die Glie-derung der Arbeit ri
htet si
h na
h jener Fragestellung. In Kapitel 2 werden die beidenwi
htigsten Instabilitätsme
hanismen bes
hrieben. Kapitel 3 faÿt die hydrostatis
henSternentwi
klungsglei
hungen zusammen, die in dieser Arbeit ni
ht gelöst werden unddaher nur kurz Erwähnung �nden. Die Linearisierung der Sternentwi
klungsglei
hungenstellt die mathematis
he Grundlage der linearen Stabilitätsanalyse dar und wird inKapitel 4 dur
hgeführt. Kapitel 5 faÿt die Ergebnisse der linearen Analyse zusammen.Die hierauf folgenden Kapitel (6� 8) widmen si
h der hydrodynamis
hen Simulation. InKapitel 6 wird ein System aller notwendigen Glei
hungen zur vollständigen Bes
hreibungeiner eindimensionalen Sternpulsation aufgestellt. Die Notwendigkeit der Relaxierungder Hintergrundmodelle und die ri
htige Wahl der Anfangsbedingung sind Teil wi
htigerVorbetra
htungen, die in Kapitel 7 gema
ht werden. S
hlieÿli
h werden die Ergebnisseder hydrodynamis
hen Simulation in Kapitel 8 diskutiert. In der Zusammenfassung wirdein Gesamtbild des Stabilitätsverhaltens von Population-III-Sternen gezei
hnet.Dies ist � na
h Kenntnis des Autors � die erste Arbeit, wel
he si
h dem Stabili-tätsverhalten primordialer Sterne in ganzer Breite widmet. Bara�e et al. (2001) haben1Es sei angemerkt, daÿ ni
ht der volle Satz der linearen Pulsationsglei
hungen gelöst wurde, sondernledigli
h eine quasi-adiabatis
he Analyse dur
hgeführt wurde. Vgl. Kapitel 4 und 5.



3 KAPITEL 1. EINLEITUNGzwar zuvor s
hon die lineare Stabilität von Population-III-Sternen untersu
ht, eine hy-drodynamis
he Simulation blieb aber aus. Stattdessen wurde im Stile früherer Arbeiten(S
hwarzs
hild & Härm, 1959) versu
ht, das weitere S
hi
ksal des Sterns in qualitativerWeise vorherzusagen.





Kapitel 2Instabilitätsme
hanismen
2.1 Ein kurzes historis
hes PräludiumWährend si
h die Bes
häftigung der Astronomen mit veränderli
hen Sternen bis insspäte 19. Jahrhundert eher auf Bu
hhaltung und phänomenologis
he Klassi�zierungbes
hränkte, wurde gegen Ende des 19. Jh. au
h dieser Zweig der stellaren Astrophysikvon dem in der Astronomie einsetzenden Verlangen ergri�en, die Beoba
htungen mitHilfe grundlegender physikalis
her Gesetze zu verstehen. Bevor si
h Astronomen jedo
hder Frage na
h den Instabilitätsme
hanismen zuwandten, muÿte der Kampf um dieLösung eines anderen Problems ausgefo
hten werden, und zwar ging es um die Frage, obes si
h bei der beoba
hteten periodis
hen Helligkeitsvariabilität man
her Sterne um einintrinsis
hes Phänomen handele oder ob sie zu den Bede
kungsveränderli
hen gehöre.August Ritter, der si
h intensiv mit sphäris
h symmetris
hen Gaskörpern bes
häftigte,leitete die Periode-Di
hte-Relation s
hwingender homogener Gaskugeln her (Ritter,1879). Er war wahrs
heinli
h der erste, der darauf hinwies, daÿ es si
h bei man
henvariablen Sternen um radial pulsierende Gassphären handeln könnte1. Karl S
hwarzs
hild(1900) fand heraus, daÿ die Helligkeitsveränderung von �Aql von einer kontinuierli
henVeränderung in der Farbe und des Spektraltyps begleitet ist. Die Einbeziehung dieserErkenntnis in das Doppelsternmodell bereitete groÿe S
hwierigkeiten. S
hlieÿli
h wurdensogar Mehrfa
hsysteme herangezogen, um die asymmetris
hen Li
htkurven von Cephei-den zu erklären.Das Konzept der Bede
kungsveränderli
hkeit als Ursa
he der Variabilität war sostark bei den Astronomen verankert, daÿ Brunt (1913) trotz einer gründli
hen Zusam-menfassung aller s
hwerwiegenden Probleme dieses Modells das Konzept als sol
hes ni
htin Frage stellte2. Plummer (1913), wel
her si
h zuvor no
h intensiv dem Bede
kungsmo-dell gewidmet hatte, zog 1914 � 35 Jahre na
h A. Ritter � die Mögli
hkeit in Betra
ht,daÿ die Variabilität zumindest bei bestimmten Klassen von Objekten intrinsis
her1August Ritter war von 1870 bis 1899 Professor für Ingenieursme
hanik an der RWTH Aa
hen. Bis aufeine Erwähnung seiner Arbeit in Robert Emdens Monographie �Gaskugeln�, hat Ritters astrophysikalis
heArbeit keine na
hhaltige Wirkung auf die damaligen Astronomen gehabt.2Daÿ die anderen Sterne des postulierten Mehrfa
hsystems ni
ht im Spektrum ers
hienen, hat demBede
kungsmodell ni
ht ges
hadet. 5



2.2. DER �-MECHANISMUS 6Natur sein kann, und dur
h die radiale Pulsation der Sternatmosphäre erzeugt wird.Es ist jedo
h H. Shapley anzure
hnen, der in seiner bahnbre
henden Verö�entli
hung(Shapley, 1914) zeigte, daÿ im Doppelsternmodell der postulierte Begleitstern innerhalbder si
htbaren Li
htquelle liegen muÿ. Diese Erkenntnis und die von H. Leavitt &Pi
kering (1912) gefundene Periode-Leu
htkraft-Relation ma
hten die radiale Pulsationzu einem ernsthaften Erklärungsmodell. Jedo
h konnten weder Shapley no
h Leavitteinen Me
hanismus zur Aufre
hterhaltung der Pulsation nennen. Dies war der Grund,warum namhafte Astrophysiker, wie Vogt (1921), Jeans (1925) und Hoyle & Lyttleton(1943), no
h lange Zeit das Doppelsternmodell vertraten. Diesem Problem sollte si
hspäter eine ganze Generation von Astrophysikern widmen, angefangen mit Eddington(1918), über Edgar (1933), Cowling (1934) und Ledoux (1941) ohne eine zufrieden-stellende Antwort geben zu können. Eddington hat in seinen frühen Arbeiten zweipotentielle Me
hanismen hervorgehoben. Beim ersten handelt es si
h um die nukleareEnergieproduktion als mögli
he Quelle der Pulsation. Diese treibende Kraft hat unterder Bezei
hnung �-Me
hanismus Eingang in die Literatur gefunden. Die zweite Quellezur Aufre
hterhaltung der Pulsation hängt mit der Opazität der Sternmaterie zusammenund wurde von Eddington Ventil-Me
hanismus genannt. Heute nennt man diese Quelle�-Me
hanismus. Eddington (1941) glaubte dur
hweg, daÿ es der �-Me
hanismus ist, derdie Cepheiden pulsieren läÿt. Die wirkli
hen Vorgänge im Innern der Cepheiden bliebenverborgen, bis es s
hlieÿli
h Zhevakin (1953) und Cox (1958) gelang, die zweite Helium-Ionisationszone als treibende Region im Stern zu identi�zieren. Na
h der gründli
hennumeris
hen Analyse von Æ Cepheiden dur
h Baker & Kippenhahn (1962) war jederZweifel ausges
hlossen, daÿ die Pulsation dur
h die Modulation des Strahlungs�ussesdur
h das �andersartige� Verhalten der Opazität � nämli
h eine Erhöhung derglei
henbei steigender Temperatur � in der Ionisationszone (Eddingtons Ventil-Me
hanismus!)erzeugt und aufre
hterhalten wird. In den nä
hsten Abs
hnitten soll etwas genauer aufdie oben genannten Me
hanismen eingegangen werden.2.2 Der �-Me
hanismusDenkt man si
h eine anfängli
h in Ruhe be�ndli
he Massens
hale des Sterns mit denZustandsgröÿen To und Po adiabatis
h komprimiert, erhöhen si
h Dru
k und Temperaturdieser S
hale (Tk > To, Pk > Po). Bei ans
hlieÿender Expansion der S
hale sinken beideZustandsgrössen unter den anfängli
hen Wert, als die Massens
hale no
h in Ruhe war(Te < To, Pe < Po). Die Massens
hale vollführt eine harmonis
he S
hwingung undglei
ht einem s
hwingenden Zylinder-Kolben-System (vgl. Kippenhahn 1994). Eine realeS
hwingung ist jedo
h stets ni
htadiabatis
h!Be�ndet si
h die genannte Massens
hale im Inneren des Sterns, wo Kernfusionstatt�ndet, nimmt bei jeder Kompression mit der Temperatur au
h die nukleareEnergieproduktionsrate zu. In parametrisierter Form lautet sie:�nu
 / �nT s: (2.1)Dies hat zur Folge, daÿ die rü
ktreibende Kraft infolge dieser Energiezufuhr gröÿer ist alsim adiabatis
hen Fall. Die S
hwingung wird angefa
ht. Der �-Me
hanismus glei
ht daher



7 KAPITEL 2. INSTABILITÄTSMECHANISMENder Funktionsweise eines Dieselmotors. Die Temperatursensitivität hängt vom Fusions-zyklus ab. Für Hauptreihensterne rei
ht der Exponent s von 4�17. Es ist unmittelbareinsi
htig, daÿ die Stärke des �-Me
hanismus von der Temperatursensitivität abhängt.Der �-Me
hanismus wirkt überall, wo nukleares Brennen statt�ndet, stets anfa
hend undist bestrebt, den Stern in S
hwingung zu versetzen.2.3 Der �-Me
hanismusDieser Me
hanismus ist ebenfalls mit Hilfe des Modells der adiabatis
h s
hwingendenMassens
hale zu verstehen, wenn der Strahlungs�uÿ mit in Betra
ht genommen wird. DieMassens
hale wird vom Strahlungs�uÿ im Stern dur
hsetzt. Ändert si
h die Opazität derSternmaterie während der Pulsation, hat das direkte Folgen für das S
hwingungsverhaltendes Sterns. Beim �-Me
hanismus spielt daher die Abhängigkeit der Opazität von denthermis
hen Gröÿen eine ents
heidende Rolle. Er kann auf die Unglei
hung� dln�dlnP �ad = �P +�dlnTdlnP �ad �T � < 0 stabil> 0 instabil (2.2)reduziert werden, wel
he ein lokales Kriterium darstellt. Die logarithmis
he Ableitungder Temperatur na
h dem Dru
k bei adiabatis
her Zustandsänderung wird mit demSymbol rad abgekürtzt. Die Unglei
hung (2.2) sagt aus, daÿ, falls die Opazität einerMassens
hale bei einer adiabatis
hen Kompression zunimmt, die Massens
hale einenanfa
henden Beitrag zur Gesamtpulsation des Sterns leistet. Physikalis
h bewirkt dieZunahme der Opazität ein �Einfangen� der Strahlung und somit au
h ein �Aufheizen�der Massens
hale, wodur
h die rü
ktreibende Kraft s
hlieÿli
h gröÿer wird als es imadiabatis
hen Limit der Fall wäre. Die Massens
hale s
hwingt somit instabil. Nimmt maneine Kramers-Opazität an mit � � P �T� und den Exponenten � � 1, � � �4:5, wobeider genaue Wert von der Zusammensetzung abhängt, und geht ferner von einer radiativenS
hi
htung mit rad = 0:4 aus, liefert die Bedingung (2.2) den Wert �0:8, was einemstabilen Verhalten entspri
ht. In weiten Teilen des Sterns werden daher in�nitesimaleStörungen dur
h den �-Me
hanismus gedämpft und ni
ht angefa
ht. Die Situation ändertsi
h, wenn der Stern Ionisationszonen besitzt. Die Kompressionswärme in einer teilweiseionisierten Region führt nur zu einem geringen Temperaturanstieg, da die Anzahl derFreiheitsgrade beträ
htli
h vermehrt wird. Hierdur
h sinkt der stabilisierende Anteil in(2.2), nämli
h rad �T . Die Ionisationszone hat dabei auf beide Terme einen Ein�uÿ:Zum einen sinkt rad (� 0:22). Zum anderen nimmt der Exponent � der Opazität ab,was einem zunehmenden �T entspri
ht. Bei man
hen Variablen (z.B. � Cephei, Æ S
uti)nimmt �T sogar positive Werte. Man spri
ht dann von einem �Opazitätsbu
kel� im�-Gebirge.Die vorhergehende Diskussion zeigt, daÿ der �-Me
hanismus � ganz im Gegensatzzum �-Me
hanismus � sowohl dämpfend als au
h anfa
hend wirken kann. Ob der Sternals ganzes instabil pulsiert, hängt davon ab, ob die anfa
henden Regionen die Dämpfungder restli
hen überwinden. Im speziellen Fall des �-Me
hanismus ist die Lage derIonisationszonen von ents
heidender Bedeutung (vgl. Kippenhahn 1994).



2.4. LEDOUXS IDEE 8
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Abbildung 2.1: Relative Auslenkung der Fundamentalmode über dem normierten Radius für zweiSternmodelle mit 450M� und 750M� zum Zeitpunkt der maximalen Kontraktion.2.4 Ledouxs IdeeDie veränderli
hen Sterne ma
hen nur einen geringen Anteil aller Sterne aus. Dieüberwiegende Mehrzahl der Sterne weisen, abgesehen von ni
htradialen Pulsationenkleiner Amplitude, wie sie bei unserer Sonne zu beoba
hten sind, keine starke radialePulsation auf. Da aber der �-Me
hanismus stets wirkt, muÿ dieser o�ensi
htli
h gedämpftwerden. Ledoux (1941) ist der Frage na
hgegangen, unter wel
hen Umständen dieserInstabilitätsme
hanismus in der Lage ist, die Dämpfung, wel
he vornehmli
h in derHülle statt�ndet, zu überwinden. Um Ledouxs Gedankengang verfolgen zu können, istes notwendig, si
h die Eigens
hwingung eines Stern zu vergegenwärtigen. In Abbildung2.1 ist die relative Auslenkung x = Ær=R für zwei Sternmodelle aufgetragen, die in derFundamentalen s
hwingen. Die Amplitude wurde willkürli
h an der Ober�ä
he auf denWert 1 normiert3. Die absolute Auslenkung bzw. Störung nimmt zum Zentrum hin ab,für die in Kapitel 4 und 5 folgende Stabilitätsanalyse ist vor allem der relative Wert vonBedeutung. Ledoux erkannte, daÿ mit steigendem Strahlungsdru
k die Pulsation desSterns homologen Charakter erhält, das heiÿt, das Verhältnis von relativer Amplitudeim Zentrum zu der an der Ober�ä
he hat nahezu den Wert eins. Bei einer reinenhomologen Pulsation ist der Wert glei
h 1 (vgl. Kippenhahn 1994). Der Strahlungsru
k,3Eine eingehende Diskussion �ndet si
h in Kapitel 4.



9 KAPITEL 2. INSTABILITÄTSMECHANISMENwel
her hierfür verantwortli
h ist, nimmt mit der Masse zu (Ledoux, 1941). DiesesVerhalten der Sternpulsation veranlaÿte Ledoux zu folgendem S
hluÿ: Mit zunehmenderSternmasse nähert si
h die Pulsation dem homologen Limit. Hierdur
h steigt dieAnfa
hung dur
h den �-Me
hanismus, wodur
h dieser die Dämpfung s
hlieÿli
h über-winden kann. Es bleibt die Frage zu beantworten, bei wel
her Grenzmasse dies der Fall ist.Betra
htet man vor dem Hintergrund des bisher Gesagten über die Population-III-Sterne, kommt man zu dem S
hluÿ, daÿ bei diesen Sternen nur der �-Me
hanismus wirkt.Dies hat zwei Gründe: Zum einen bildeten sie si
h aus Material, wel
hes frei von Metallenist, da in der Standard-Urknall-Nukleosynthese keine Elemente s
hwerer als Lithiumgebildet werden können (Olive, 2000). Zum anderen sagt die Fragmentationstheorievoraus, daÿ, bedingt dur
h die Abwesenheit von s
hweren Elementen, die Kühlungder kollabierenden Wolke ine�zient ist, wodur
h der Übergang vom isothermen zumadiabatis
hen Kollaps sehr früh eintritt. Dies hat zur Folge, daÿ die Fragmentation derprimordialen H2-Molekülwolke stoppt. Es entstehen sehr masserei
he Sterne mit hohenE�ektivtemperaturen. Ionisationszonen � und somit steile Gradienten in der Opazität �sind hö
hstens in den äuÿersten Sterns
hi
hten zu �nden.Population-III-Sterne sind somit zur genauen Untersu
hung des �-Me
hanismusprädestiniert.





Kapitel 3SternstrukturDie Sternmodelle, die in dieser Arbeit hinsi
htli
h ihrer Stabilität untersu
ht werden, wur-den mit einem Sternentwi
klungsprogramm für Population-III-Sterne erstellt, wel
hes C.W. Straka im Rahmen seiner Promotion in Heidelberg entwi
kelt hat (Straka, 2002).Es handelt si
h hierbei um die zeitli
he Entwi
klung eines isolierten Sterns, der wederrotiert no
h ein starkes Magnetfeld besitzt. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wer-den die Sternentwi
klungsglei
hungen ni
ht gelöst. Sie werden jedo
h in Kapitel 4 mittelseines geeigneten Störansatzes einer Linearisierung unterzogen, um die für die lineare Ana-lyse notwendigen linearen Pulsationsglei
hungen (4.5�4.8) zu erhalten. Daher sollen siehier nur kurz Erwähnung �nden. Eine detaillierte Diskussion �ndet si
h bei Kippenhahn(1994).3.1 Sternentwi
klungsglei
hungenDie Sternentwi
klungsglei
hungen haben die Masse m := mr die vom Radius r einge-s
hlossen ist und die Zeit als unabhängige Variable. Die Masse als unabhängige Variablezu wählen, bedeutet physikalis
h, daÿ die zeitli
he Entwi
klung der Eigens
haften (Dru
k,Temperatur, innere Energie et
.) einer Massens
hale verfolgt wird. Der Ort der betre�en-den Massens
hale ändert si
h mit der Zeit. Dieses Konzept ist in der Hydrodynamik alsLagranges
he Bes
hreibungsweise bekannt. Eine eingehende Diskussion dieser Koordina-tenwahl �ndet si
h in Kapitel 6.Der me
hanis
he Part:Die Massenkugel mr � m ist glei
h dem Integral der Di
hte über das Kugelvolumen. DieMassenglei
hung drü
kt diese Beziehung in di�erentieller Form aus:�r�m = 14�r2� : (3.1)Das 2. Newtons
he Axiom, angewandt auf eine Massens
hale, liefert die Impulsglei
hung,deren Zeitmaÿ die dynamis
he Zeitskala �dyn ist. Der Trägheitsterm in der Impulsglei-
hungen wird bei einer Sternentwi
klungsre
hnung in der Regel verna
hlässigt, weil die11



3.1. STERNENTWICKLUNGSGLEICHUNGEN 12Strukturänderung des Sterns si
h auf nuklearer thermis
her Zeitskala, �nu
 bzw. �KH,vollziehen und, bis auf Extremzustände in den Endphasen der Sternentwi
klung, stets�nu
 � �KH � �dyn gilt. Es wird somit angenommen, daÿ der Stern si
h im quasihydro-statis
hen Glei
hgewi
ht be�ndet. In der Pulsationstheorie ist der Trägheitsterm, sofernni
ht das säkulare Stabilitätsverhalten von Interesse ist, ni
ht zu verna
hlässigen;�P�m = � Gm4�r4 � 14�r2 �2r�t2 : (3.2)Es mag verwundern, daÿ die Poissonglei
hung �� = 4�G� keine Erwähnung �ndet. Diesliegt daran, daÿ sie si
h im sphäris
h symmetris
hen Fall auf die Massenglei
hung (3.1)reduzieren läÿt. Man kann si
h hiervon lei
ht überzeugen, indem man die Poissonglei
hungeinmal integriert und die De�nition der Massenvariablen m := r2G�1��=�r einsetzt. DieMassenglei
hung, wel
he trivial anmuten mag, verkörpert ni
ht nur die Massenerhaltung(im Lagrange-Formalismus) sondern beinhaltet au
h die Information, daÿ es si
h bei einemStern um ein selbstgravitierendes System handelt.Der thermis
he Part1:Die erste thermis
he Glei
hung des Sternaufbaus stellt die Energieglei
hung dar. Sie stelltdie Anwendung des Energieerhaltungsatzes auf eine Massens
hale dar, was einer Energie-bilanzierung entspri
ht. Die nukleare Energieproduktion �nu
 ist stets eine Wärmequelle,die Neutrinoverluste �� wirken stets als Wärmesenke. Die letzten beiden Terme auf derre
hten Seite geben an, wie si
h der Wärmegehalt der Massens
hale bei Kompression bzw.Expansion ändert; daher können sie als Wärmesenke oder -quelle fungieren. Die Summeder re
hten Seite bestimmt den Gradienten der Leu
htkraft2;�l�m = �nu
 � �� � 
P �T�t + Æ� �P�t : (3.3)Die dimensionslose Temperaturkompressibilität Æ ist in Kapitel 4 de�niert. Die zweitethermis
he Glei
hung wird Energietransportglei
hung genannt. Die Leu
htkraft setzt si
haus einem radiativen und einem konvektiven Anteil zusammen, L = Lrad + Lkonv. Jena
hdem wie groÿ die jeweiligen Anteile der Leu
htkraft sind, stellt si
h ein bestimmterTemperaturgradient ein: �T�m = � GmT4�r4P r : (3.4)Für den Fall, daÿ der gesamte Energietransport dur
h Strahlung erfolgt, lautet r:r = rrad = 316�a
G �P lmT 4 : (3.5)Ist die betre�ende Region im Stern konvektiv instabil, muÿ r mittels eines Konvektions-modells bestimmt werden.1Das nukleare Netzwerk ist ni
ht Teil der linearen Analyse und wird aus diesem Grund hier ni
htbespro
hen.2In der Wärmelehre ist es übli
h von der Divergenz des Wärmestroms ~F zu spre
hen. Dieser steht mitdem Gradient der Leu
htkraft in folgender Weise in Zusammenhang: 1� div ~F = �l�m



13 KAPITEL 3. STERNSTRUKTUR3.2 Zustandsglei
hungDie Sternentwi
klungsglei
hungen sind ohne die Zustandglei
hung, wel
he die thermody-namis
hen Gröÿen miteinander verknüpft, kein ges
hlossenes System. Bei optis
h di
kerSternmaterie sind Gas und Strahlungsfeld eng gekoppelt. Aus diesem Grund kann dieSternmaterie als ein Komposit aus einem idealen Teil
hengas und einem Photonengas an-gesehen werden. Der Gesamtdru
k setzt si
h aus einem Gas- und einem Strahlungsanteilzusammen (vgl. au
h die Ausführungen in Kapitel 6):P = R� �T + 13aT 4 : (3.6)Hierbei sind R die Gaskonstante, � das Molekulargewi
ht und a die Strahlungskonstante.Letzteres hängt mit der Li
htges
hwindigkeit 
 und der Stefan-Boltzmann-Konstante �zusammen, a = 4��=
. Die spezi�s
he innere Energie, E, setzt si
h in glei
her Weisezusammen. Sie ist die Summe aus der inneren Energie des Gases, der Strahlungsenergieund der Ionisierungsenergie: E = 32R� T + aT 4� +Eion : (3.7)Es sollte angemerkt werden, daÿ der diskutierte Satz Glei
hungen nur im statis
hen Dif-fusionslimes Gültigkeit besitzt. Dieses ist dann gegeben, wenn die Entwi
klungszeit desSterns groÿ gegenüber der mittleren Freilaufzeit des Photons ist �entw � lph=
 (Straka,2002). Ist dies ni
ht gewährleistet, dürfen Strahlungsenergie und Strahlungsimpuls ni
htin dieser Weise (über den Dru
k und die innere Energie) in die Impuls- und Energieglei-
hung einbezogen werden. Eine separate Bilanzierung ist dann erforderli
h.3.3 MaterialfunktionenAls Materialfunktionen tau
hen in den Sternentwi
klungsglei
hungen die Opazität, �, dasmittlere Molekulargewi
ht, �, und die nukleare Energieproduktion, �nu
, auf. Jede dieserGröÿen ist dur
h zwei Zustandsvariablen und die 
hemis
he Zusammensetzung eindeu-tig bestimmt. Das mittlere Molekulargewi
ht, wie au
h die Ionisierungsenergie werdenmittels der Saha-Glei
hung bere
hnet. Zur Bestimmung der nuklearen Energieproduktion�nu
(�; T;Xi) muÿ ein passendes Netzwerk der thermonuklearen Reaktionen simultan zuden Sternentwi
klungsglei
hungen gelöst werden. Das Netzwerk von C.W. Straka bein-haltet alle für die Hauptreihe relevanten Reaktionen. Diese sind im wesentli
hen die pp-Kette, der 3�-Prozeÿ und der CNO-Zyklus. Die Opazität steht in tabellaris
her Form zuVerfügung und stammt aus dem �opa
ity proje
t� von Seaton et al. (1994).





Kapitel 4Lineare StabilitätsanalyseAber ni
ht jede Lösung der Bewegungsglei
hungen, selbst wenn sie exakt ist,kann in der Natur verwirkli
ht werden. Die Strömungen, die in der Natur ver-wirkli
ht sind, müssen ni
ht nur die hydrodynamis
hen Glei
hungen erfüllen,sondern sie müssen au
h no
h stabil sein. Landau & Lifs
hitz (1966)We
hselwirkende Prozesse sind häu�g in Natur und Te
hnik anzutre�en. Sie bildenkomplexe Systeme, die entspre
hend ihrem Ursprung von vielfältiger Art sein können. Diemathematis
he Modellierung dieser komplexen Systeme führt in der Regel auf partielleDi�erentialglei
hungen. Die zugrundeliegenden Glei
hungen bergen eine Mannigfaltigkeitan Lösungen, wobei au
h sol
he darunter zu �nden sind, die in der Natur keine bzw. keinedauerhafte Entspre
hung �nden. Während das vorwiegende Interesse der Mathematikerdarin liegt, Existenz und Eindeutigkeit der Lösung zu zeigen, sind angewandte Fors
hervor allem an der Stabilität bzw. der Realisierbarkeit der Lösung interessiert. DieStabilitätsuntersu
hung gibt Aufs
hluÿ darüber, ob das System in der Natur unter dengegebenen Randbedingungen vorkommt oder ni
ht. Hierbei wird zwis
hen linearer undni
htlinearer Stabilitätsuntersu
hung unters
hieden. Anhand der linearen Analyse kannfestgestellt werden, ob in�nitesimale Störungen, die in der Natur stets vorhanden sind,angefa
ht werden, und hierdur
h das System s
hlieÿli
h aus dem Glei
hgewi
ht bringen.Falls das System linear instabil ist, ist eine ni
htlineare Untersu
hung unumgängli
h,wenn die zeitli
he Entwi
klung der Instabilität in Erfahrung gebra
ht werden soll. Es istzu bea
hten, daÿ das Stabilitätsverhalten eines komplexen Systems dur
h eine lineareUntersu
hung nur teilweise 
harakterisiert wird (Drazin, 1981)1.In diesem Kapitel sollen die linearisierten Glei
hungen der Sternentwi
klung herge-leitet werden. Ans
hlieÿend wird aus ihnen die wi
htige adiabatis
he Approximationgewonnen. Der Lösungsweg der approximierten Glei
hungen soll eingehend in Abs
hnitt4.3 diskutiert werden, da eine Verallgemeinerung desselben den Lösungsalgorithmusdes kompletten Satzes der linearisierten Glei
hungen ergibt. In Abs
hnitt 4.4 wird einealternative Methode (Quasi-Adiabasie) vorgestellt mit deren Hilfe eine Stabilitätsaussagegema
ht werden kann.1An dieser Stelle sei an die Hagen-Poiseuille-Strömung erinnert, wel
he linear stabil ist, jedo
h imExperiment bei Reynoldszahlen von maximal 104 turbulent wird.15



4.1. DIE LINEAREN PULSATIONSGLEICHUNGEN 164.1 Die linearen Pulsationsglei
hungenUm eine lineare Stabilitätsanalyse dur
hführen zu können, muÿ eine stationäre Lösungder Erhaltungsglei
hungen vorliegen. Die Sternmodelle, deren Stabilität geprüft werdensoll, sind ni
ht im strengen Sinne stationär, weil sie si
h auf thermis
her Zeitskalaentwi
keln. Wie in Kapitel 3 im Zusammenhang mit der Impulsglei
hung diskutiert,wurde bei den Sternentwi
klungsre
hnungen wegen des Zeitskalenunters
hiedes zwis
hendynamis
hen und thermis
hen Prozessen (�dyn � �KH) von einem quasihydrostatis
henStern ausgegangen. Da das Zeitmaÿ der Sternpulsation ebenfalls die dynamis
he Zeit-skala ist, ist die Stationarität des Hintergrundmodells in diesem Zeitfenster erfüllt2.Die zu untersu
henden Sternmodelle werden im weiteren Verlauf der Arbeit s
hli
ht alsHintergrundmodelle bezei
hnet. Alle Gröÿen des Hintergrundmodells werden mit einemtiefergestellten Index �0� gekennzei
hnet. Die Hintergrundmodelle entstammen einereindimensionalen Sternentwi
klungsre
hnung und sind daher sphäris
h symmetris
h.In der linearen Analyse wird die diskrete konzentris
he Aufteilung der Sternmodelleübernommen. Der Stern besteht somit � numeris
h betra
htet � aus aneinander liegendenKugel- bzw. Massens
halen.Die Linearisierung der Sternentwi
klungsglei
hungen folgt dem Lagranges
hen Störansatzvon Cox (1979), �(m; t) = �0(m) + �0(m; t) : (4.1)�0 stellt eine beliebige abhängige Variable des Hintergrundmodells und �0 die zu �0überlagerte in�nitesimale Störung. Der in�nitesimale Charakter der Störung;�0=�0 � 1 ; (4.2)ermögli
ht es, Terme höherer Ordnung zu verna
hlässigen, so daÿ si
h s
hlieÿli
h einlineares System ergibt. Das Wesentli
he am Lagranges
hen Störansatz ist, daÿ dieÄnderung der Gröÿe � einer bestimmten Massens
hale und ni
ht an einem bestimmtenOrt (Eulers
he Betra
htungsweise) bere
hnet wird. Daher sind die Zeit t und die voneiner Kugels
hale einges
hlossenen Masse m die unabhängigen Variablen.Die Störung ist von willkürli
her Art. Ohne Eins
hränkung der Allgemeinheit wur-de in dieser Arbeit für die Störung ein Normalmoden-Ansatz gewählt:�0(m; t) = Æ�(m)ei!t; i = p�1: (4.3)Dies ist zulässig, da eine beliebige in�nitesimale Störung als unendli
he Summe von Ei-genmoden ges
hrieben werden kann. Bei der Gröÿe Æ�(m) handelt es si
h um die Eigen-funktion, und ! gibt die Eigenfrequenz der Mode an. Die Amplitude der Eigenfunktionwird in der Regel auf den Ober�ä
henwert normiert, Æ�(m) = �(m)�0(m = M): Dieallgemeine Form des Störansatzes lautet demna
h:�(m; t) = �0(1 + �(m)ei!t) : (4.4)2Chandrasekhar spri
ht in diesem Zusammenhang von �slowly varying in time� (Chandrasekhar, 1961)



17 KAPITEL 4. LINEARE STABILITÄTSANALYSESetzt man diesen Störansatz für alle vorkommenden abhängigen Variablen,r(m; t) = r0(1 + x(m)ei!t) ;P (m; t) = P0(1 + p(m)ei!t) ;l(m; t) = l0(1 + �(m)ei!t) ;T (m; t) = T0(1 + �(m)ei!t) ;in die Sternentwi
klungs-, Zustands- sowie Materialglei
hungen, wel
he in Kapitel 3 vor-gestellt wurden ein, ergeben si
h die linearen Pulsationsglei
hungen:�x�m = 14�r30�0 (�3x� �p� Æ#) ; (4.5)�p�m = � 1P0 �P0�m �p+�4 + !2r30Gm �x� ; (4.6)���m = �0l0 (�Pp+ �T#� �)� i!l0 P0Æ�0 � #rad � p� ; (4.7)�#�m = � Gm4�r40P0rrad [�P p+ (�T � 4)#+ �� 4x℄ : (4.8)Terme höherer Ordnung in den Störgröÿen wurden verna
hlässigt. Berü
ksi
htigt wurde,daÿ das Hintergrundmodell (r0(m); P0(m); l0(m); T0(m)) eine Lösung des hydrostatis
henTeils der Glei
hungen ist. Die Abkürzungen haben die folgende Bedeutung:� = � �ln�0�lnP0�T0rad = d lnT0d lnP0 ����ad�P = � �ln�0�lnP0�T0�P = ��ln�0�lnP0�T0
Æ = ���ln�0�lnT0�P0rrad = 316�a
G �0l0P0mT 40�T = � �ln�0�lnT0�P0�T = ��ln�0�lnT0�P0 :4.1.1 RandbedingungenZentrumFordert man, daÿ die Lösung der Pulsationsglei
hungen im Zentrum regulär bleibt, erge-ben si
h die Randbedingungen für das Zentrum in strikter Weise:3x+ �p+ Æ# = 0 m = 0 ; (4.9)�0 (�Pp+ �T#� �)� i!P0Æ�0 � #rad � p� = 0 m = 0 : (4.10)Die erste Randbedingung (4.9) wird innere me
hanis
he und die zweite (4.10) innere ther-mis
he Randbedingung genannt. Te
hnis
h ist m = 0 nur s
hwerli
h und zudem ni
ht



4.1. DIE LINEAREN PULSATIONSGLEICHUNGEN 18notwendigerweise zu realisieren. Daher besteht das Zentrum des Sterns aus einer homo-genen Kugel. Das Verhältnis der Zentralkugelmasse zur Gesamtmasse des Sterns beträgtledigli
h 10�7, so daÿ die aufgestellten Randbedingungen mit genügender Genauigkeitverwendet werden können.Ober�ä
heDie Bestimmung der Randbedingungen an der Ober�ä
he ist ni
ht ohne Annahmen überdie Atmosphäre des Sterns mögli
h. Es ist übli
h, die Einhaltung des Stefan-Boltzmann-Gesetzes an der Ober�ä
he zu verlangen. Die linearisierte Form lautet:2x� l + 4t = 0 : (4.11)Diese Beziehung wird äuÿere thermis
he Randbedingung genannt. Es mag kritisiertwerden, daÿ das Stefan-Boltzmann-Gesetz nur in der Photosphäre gilt, wo � von innenkommend � die optis
he Tiefe auf � = 2=3 abgefallen ist und ab da die Strahlung freientwei
hen kann. Während der Pulsation ist die (� = 2=3)-�Flä
he� ni
ht ständig in einund derselben Massens
hale erfüllt, wodur
h die Bewegung der Flä
he � = 2=3 einenS
hlupf gegen die Pulsation hat. Dieser E�ekt spielt jedo
h wegen der vorausgesetztenin�nitesimalen Natur der Störung keine Rolle.Die letzte benötigte Randbedingung hängt mehr no
h als die zuvor erwähnte Gl. (4.11)von den Annahmen über die Atmosphäre ab, da die Randbedingung des Sternmodellsni
ht mit den physikalis
hen Randbedingungen des Sterns übereinstimmt. Somit ergebensi
h je na
h Annahmen über die Sternatmosphäre vier mögli
he Randbedingungen:p = 0 ; (4.12)p+ 4x = 0 ; (4.13)p+ �4 + 3�2�x = 0 ; (4.14)�p� Æ� = 0 : (4.15)Ausgangsglei
hung der ersten drei Bedingungen ist der Impulssatz, angewandt auf dieSternatmosphäre. Unter bestimmten Annahmen ergeben si
h vereinfa
hte Formen der re-sultierenden Bewegungsglei
hung, deren Linearisierung die oben genannten Bedingungenergeben. Praktis
h gesehen, denkt man si
h die Sternatmosphäre der Masse ma in einerdünnen S
hi
ht komprimiert, die selbst zu keinen zusätzli
hen inneren S
hwingungen inder Lage sein soll. Die Bewegungsglei
hung dieser dünnen Massens
hale lautet dann:ma d2Rdt2 = 4�R2P � GMmaR2 : (4.16)Das Hintergrundmodell erfüllt die hydrostatis
he Grundglei
hung:4�R20P0 = GMmaR20 :P0 ist hier der Auÿendru
k des Sterns, der diesen gegen die S
hwerkraft der Atmosphäreunterstützt.



19 KAPITEL 4. LINEARE STABILITÄTSANALYSEZu Bedingung (4.12)Das Gewi
ht der Atmosphäre soll si
h während der Pulsation ni
ht ändern. Der Auÿen-dru
k bleibt dann ebenfalls konstant, was einer vers
hwindenden Lagranges
hen Dru
k-störung entspri
ht; GMmaR2 = GMmaR20 = konst:P = P0 ;p = ÆPP0 = 0 :Zu Bedingung (4.13)Die Atmosphäre s
hwingt mit dem Stern mit, sie soll jedo
h keine Trägheit besitzen. Manspri
ht von einem instantanen hydrostatis
hen Glei
hgewi
ht. Formal heiÿt das, daÿ derTrägheitsterm in Glei
hung (4.16) entfällt. Die Linearisierung liefert s
hlieÿli
h die zweitemögli
he Randbedingung; 4�R2P = GMmaR2 ;p+ 4x = 0 :Zu Bedingung (4.14)Die Atmosphäre darf Trägheit besitzen. Die vollständige Bewegungsglei
hung der Atmo-sphäre (4.16) wird linearisiert: mad2Rdt2 = 4�R2P � GMmaR2 ;p+ �4 + 3�2�x = 0 :Zu Bedingung (4.15)Die letzte Bedingung (4.15) entspri
ht einer vers
hwindenden Lagranges
hen Di
hte-störung und wurde von Baker & Kippenhahn (1965) zur Modellierung der Pulsationvon Æ Cepheiden verwendet. Gemeinhin wird in der Literatur (Gauts
hy & Glat-zel, 1990) die Meinung vertreten, wona
h die unbefriedigende Mehrdeutigkeit in deräuÿeren me
hanis
hen Randbedingung nur einen geringen Ein�uÿ auf das Resultat der li-nearen Analyse hat. Daÿ dies ni
ht immer der Fall ist, wird in Kapitel 5 (S. 44) behandelt.Die Spezi�zierung der Randbedingungen ma
ht das Di�erentialglei
hungssystem zueinem wohlde�nierten Randeigenwertproblem vierter Ordnung mit ! als Eigenwert3. Zubea
hten ist die Komplexwertigkeit des Systems. Approximationen und Lösungswegewerden in den folgenden Abs
hnitten erläutert.3Die Begri�e �Eigenwert� und �Eigenfrequenz� werden hier synonym gebrau
ht.



4.2. DAS ARBEITSINTEGRAL 204.1.2 StabilitätAls Lösung des Di�erentialglei
hungssystem erhält man zu jeder komplexwertigen Eigen-frequenz (! = !r + i!i) vier komplexwertige Eigenfunktionen (x; p; �; #). Diese Menge,bestehend aus einer Eigenfrequenz und vier Eigenfunktionen, wird im weiteren als Modebezei
hnet. Über die Stabilität einer Mode gibt allein das Vorzei
hen des Imaginärteilsder Eigenfrequenz Auskunft, signfIm(!)g. Sind alle Moden bis auf eine instabil, ist dasgesamte System instabil! Na
h dem Separationsansatz (4.3) ist eine Modestabil falls !i > 0indi�erent falls !i = 0instabil falls !i < 0 :Ist der Realteil der Eigenfrequenz glei
h null und handelt es si
h um eine instabile Mode,so entfernt si
h das gestörte Modell exponentiell von der stationären Lösung. Ist hingegenbei einer instabilen Mode der Realteil der Eigenfrequenz unglei
h null, dann beginntdas System mit wa
hsender Amplitude zu s
hwingen. Diesen Fall bezei
hnet Eddington(1926) als �overstable�. In der deuts
hen Literatur spri
ht man von einem vibrationellinstabilen oder einem pulsationsinstabilen Modell.Der Imaginärteil ma
ht ni
ht nur eine Aussage über die Stabilität eines Modells,sondern au
h über die Zeitskala, auf der si
h Anregung oder Dämpfung vollziehen.Diese Zeitskala wird Anwa
hs- bzw. Dämpfungszeit genannt. Sie folgt aus der bekanntenBeziehung: �e = 2�j!ij : (4.17)Die Anwa
hszeit (Dämpfungszeit) � im Englis
hen tre�end e-folding time genannt � gibtdie Zeit an, die nötig ist, damit die Amplitude einer S
hwingung auf das e-fa
he desAusgangswertes ansteigt (abfällt).4.1.3 S
hwingungsperiodeDie Pulsationsperiode ist dur
h den Realteil der komplexwertigen Eigenfrequenz gegebenund bere
hnet si
h gemäÿ � = 2�!r : (4.18)4.2 Das ArbeitsintegralDie Ermittelung des Imaginärteil der Eigenfrequenz !i einer S
hwingungsmode rei
ht voll-kommen aus, um das globale Stabilitätsverhalten des Sterns zu 
harakterisieren. Mö
hteman zusätzli
h wissen, wo die treibenden bzw. dämpfenden Regionen lokalisiert sind, istdie di�erentielle Form des Arbeitsintegrals ein unersetzli
hes Hilfsmittel. Betra
htet wirdein in�nitesimales Volumen �V mit der Masse �m, das zwis
hen zwei konzentris
henSphären einges
hlossen ist. Die Arbeit, die diese Massens
hale an ihre Umgebung verri
h-tet oder erfährt, soll im folgenden quanti�ziert werden. Ausgehend von der De�nition der



21 KAPITEL 4. LINEARE STABILITÄTSANALYSEVolumenänderungsarbeit dW = PdV , erhält man folgenden Zusammenhang:�W = I Pr� _Vrdt ; (4.19)mit P = P0 �1 + pei!t� r = r0 �1 + xei!t�_V = 4�r20 _r _r = i!r0xei!t : (4.20)Integration und ans
hlieÿende algebrais
he Manipulation (Baker & Kippenhahn, 1962)von Glei
hung (4.19) liefern die di�erentielle Form des Arbeitsintegrals:dWd lnP0 =W 0 = 4�2P0r30CwIm(p�d) : (4.21)Der ortsabhängige Koe�zient Cw faÿt Sternstrukturgröÿen zusammen, und die Di
htewurde in glei
her Weise (4.4), wie die anderen unabhängigen Variablen linearisiert,Cw = P0r0Gm�0 ; � = �0 �1 + dei!t� :Der Index �r� bezei
hnet den Realteil, das ho
hgestellte Stern
hen ()� den konjugiertkomplexen Wert der betre�enden Gröÿe. Ist W 0 in einer Massens
hale negativ, wirkt siedämpfend auf die Gesamtpulsation. Ist W 0 hingegen positiv, verri
htet sie Arbeit an denangrenzenden Massens
halen und wirkt anfa
hend auf die Gesamtpulsation. In Analogiezu einer Wärmekraftmas
hine (Baehr, 1996) läÿt si
h sagen, daÿ die Massens
hale imersten Fall einen linksläu�gen Kreislauf (dämpfend) im P -V -Diagramm bes
hreibt, imzweiten Fall einen re
htsläu�gen (anfa
hend).Na
h Glei
hung (4.21) ist eine Phasenvers
hiebung (�v 6= 2n�; n = 1; 2; : : :) zwi-s
hen der Dru
kstörung und der Di
htestörung notwendig, damit eine Massens
haledämpfend oder anregend wirken kann:Im(p�d) = Im(pp2d2ei(��p+�d)) ; (4.22)= pp2d2 sin(�v) : (4.23)Man sieht ferner, daÿ eine Region die Pulsation treibt, falls die Phasenvers
hiebung gröÿernull �v > 0 ist. Das heiÿt, daÿ der maximale Dru
k in einer Massens
hale der maximalenKompression na
hläuft �d > �p. Ob die anfa
henden Regionen die Dämpfung des rest-li
hen Sterns überwinden können, zeigt si
h, wenn Glei
hung (4.21) über den gesamtenStern integriert wird: W = ZStern W 0dlnP0� < 0 stabil> 0 instabil (4.24)Das hier vorgestellte Arbeitsdi�erential wird in Abs
hnitt 4.5 und in Kapitel 5.2.3 no
heinmal aufgegri�en.



4.3. DIE ADIABATISCHE APPROXIMATION 224.3 Die adiabatis
he ApproximationEine Vereinfa
hung der Pulsationsglei
hungen (4.5)�(4.8) ist mögli
h. Hierbei nimmt manan, daÿ die Zustandsänderung während der Pulsation in jeder Massens
hale adiabatis
hverläuft: P = C�
ad : (4.25)Der Adiabatenexponent 
ad ist eine Materialgröÿe, die aus dem Verhältnis von isobarerWärmekapazität 
P zu iso
horer Wärmekapazität 
V gebildet wird. Der Störansatz (4.4)liefert dann die linearisierte Form der Adiabatenbeziehung:p = 
add : (4.26)Die Vereinfa
hung besteht darin, daÿ die me
hanis
hen Glei
hungen (Massenglei
hung(4.5) und Impulsglei
hung (4.6)) vom thermoenergetis
hen Teil (Energieglei
hung (4.7)und Energietransportglei
hung (4.8)) der Pulsationsglei
hungen entkoppeln. Dur
h dieHinzunahme der linearisierten Adiabatenbeziehung ergeben si
h s
hlieÿli
h zwei Glei
hun-gen mit den zwei Unbekannten p (Dru
kstörung) und x (Ortsvers
hiebung):�x�m = 14�r30�0 ��3x� p
ad� ; (4.27)�p�m = � 1P0 �P0�m �p+�4 + !2r30Gm �x� : (4.28)Die me
hanis
hen Glei
hungen werden in der Regel zu einer Glei
hung zweiter Ordnungin einer Variablen zusammengefaÿt. Hierzu eliminiert man die Dru
kstörung aus der Im-pulsglei
hung (4.28), indem die Massenglei
hung (4.27) na
h p aufgelöst wird. Es ergibtsi
h s
hlieÿli
h Glei
hung (4.29), die lineare adiabatis
he Wellenglei
hung genannt wird.In der Literatur ist das Akronym LAWE (=linear adiabati
 wave equation) geläu�g;(r40P0x0)0 + r40�0
ad �!2 + (4� 3
ad g0r0 )� x = 0 : (4.29)Das Ho
hkomma ()0 bezei
hnet Ableitungen na
h dem Radius (�=�r0). Diese Ableitungsteht ni
ht im Widerspru
h zum Lagranges
hen Formalismus. Es gilt nämli
h die Bezie-hung: ��r0 = 4�r20�0 ��m : (4.30)Eine Massens
hale ist demna
h dur
h den Radius zum Zeitpunkt t = t0 gekenn-zei
hnet, obwohl si
h ihr Radius im Laufe der Zeit in�nitesimal ändern kann. Es gilt,r = r(r0(m; t0); t). Die lineare adiabatis
he Wellenglei
hung stellt wie der volle Satz derPulsationsglei
hungen ein Randeigenwertproblem dar. Im Unters
hied zum vollen Satzbesitzt sie jedo
h besondere Eigens
haften. Sie gehört zur Klasse der Sturm-Liouville-Probleme. Für diese gilt (Kippenhahn, 1994):� Es gibt nur abzählbar unendli
h viele Eigenwerte.� Die Eigenwerte !2n sind reell, haben keinen Häufungspunkt in R und können daherin aufsteigender Folge geordnet werden; !20 < !21 < !22 : : : mit !2n !1 für n!1.



23 KAPITEL 4. LINEARE STABILITÄTSANALYSE� Die Eigenfunktion x0 des kleinsten Eigenwertes hat keinen Knoten im Intervall0 < r < R (Fundamentalmode bzw. Fundamentale), während Eigenfunktionen mitn > 0 genau n Knoten besitzen (n-ter Oberton).� Das System der normalisierten Eigenfunktionen ist vollständig und erfüllt die Or-thogonalitätsrelationen: RZ0 r40�0xmxndr0 = Æmn m 6= n:Der letzte Punkt ist äquivalent zu der Aussage, daÿ zwei Eigenfunktionen zu unters
hied-li
hen Eigenwerten linear unabhängig sind. Eine mathematis
h ausführli
he Diskussiondes Sturm-Liouville-Problems �ndet si
h bei Meyberg (2001).Dank der genannten Eigens
haften ist die Identität der gefundenen Mode si
herge-stellt. Ferner ist von gewi
htiger Bedeutung, daÿ aufgrund des Ordnungss
hemas stetsbekannt ist, ob si
h zwis
hen zwei gefundenen Moden eine dritte verbirgt, wel
he bei derSu
he übergangen wurde. Die lineare adiabatis
he Wellenglei
hung (4.29) besitzt nur fürSternmodelle konstanter Di
hte (r� � 0) eine analytis
he Lösung. Obwohl dieser Fallunrealistis
h ist, kann er sehr hilfrei
h sein, Tendenzen au
h ni
htadiabatis
h pulsierenderSterne zu studieren. Für die Eigenfrequenz der Fundamentalen des homogenen Sternsfolgt na
h Cox & Giuli (1968): !20 = 4�3 G�0(3
ad � 4) : (4.31)Man erkennt hier zweierlei: Zum einen die bekannte Periode-Di
hte-Beziehung für pulsie-rende Sterne, P = 2�!0 / 1pG�0 ; (4.32)zum anderen ist zu sehen, daÿ die Frequenz mit kleiner werdendem 
ad abnimmt undfür den Fall 
ad < 4=3 sogar negativ wird. Der Dru
kgradient ist dann ni
ht mehr in derLage die Gravitationskraft zu kompensieren.S
hwarzs
hild (1941) hat die lineare adiabatis
he Wellenglei
hung für ein Hinter-grundmodell mit polytroper S
hi
htung � diese sog. Polytropen werden in Abs
hnitt 4.7vorgestellt � mit einem S
hieÿverfahren gelöst. Seine Arbeit war Ausgangspunkt für dieMethodenentwi
klung zur Lösung der vollständigen Pulsationsglei
hungen (4.5)�(4.8).4.4 MatrixverfahrenGängige Programme (Baker & Kippenhahn, 1962) zur ni
htadiabatis
hen linearenStabilitätsanalyse benötigen einen S
hätzwert für den vollen Satz Glei
hungen, der derlinearen adiabatis
hen Analyse (Lösung der LAWE) entnommen wird. Dieser S
hätzwert



4.4. MATRIXVERFAHREN 24stellt eine Menge, bestehend aus Eigenfrequenz und Eigenfunktionen, dar. Wenn derS
hätzwert � wegen ni
htadiabatis
her E�ekte � zu sehr von der realen Mode abwei
ht,liegt er ni
ht mehr im Konvergenzradius der gesu
hten Mode, und der Algorithmus�ndet keine Lösung. Ferner müssen ni
ht alle realen (d.h. ni
htadiabatis
hen) Modenein adiabatis
hes Pendant besitzen, so daÿ für diese kein S
hätzwert vorliegt. Die erstenS
hwierigkeiten mit dieser vereinfa
henden Vorgehensweise traten bei der Untersu
hungvon wassersto�armen Kohlensto�-Sternen auf (Saio et al., 1984). Es war daher einTeilbestreben der vorliegenden Arbeit, ein Verfahren zu entwi
keln, mit dem si
h diePulsationsglei
hungen ohne Vorinformation lösen lassen, und so die oben ges
hildertenimmanenten De�zite anderer Verfahren zu vermeiden.Das S
hieÿverfahren zur Lösung der LAWE läÿt si
h zur Lösung der komplettenPulsationsglei
hungen ni
ht in natürli
her Weise erweitern. Eine na
h demselben Prinzipfunktionierendes Verfahren ist die sog. Ri

ati-Methode, die von S
ott (1973) eingeführtund von Davey (1977) erweitert wurde. W. Glatzel und A. Gauts
hy wendeten dieseMethode erstmals in der stellaren Stabilitätsanalyse an (Gauts
hy & Glatzel, 1990).Die grundlegende Idee der Ri

ati-Methode besteht darin ein lineares gewöhnli
hesGlei
hungssystem erster Ordnung, wel
hes ein Randwertproblem bes
hreibt, in einni
htlineares � numeris
h stabiles � Anfangswertproblem umzuwandeln.Eine weitere Mögli
hkeit, den vollen Satz der ni
htadiabatis
hen Pulsationsglei-
hungen ohne S
hätzwert zu lösen, wel
he in dieser Arbeit Verwendung �ndet, stellt dasMatrixverfahren dar4. Der Vorteil dieses Verfahrens besteht darin, daÿ es formal keinenUnters
hied ma
ht, ob es auf die adiabatis
he Approximation oder auf den realistis
hen,ni
htadiabatis
hen Fall angewandt wird. Daher soll das Matrixverfahren zunä
hst fürdie lineare adiabatis
he Analyse vorgestellt werden. Hierzu geht man ni
ht von deradiabatis
hen Wellenglei
hung (4.29) aus, sondern von den Glei
hungen (4.27) und(4.28), die ein homogenes Di�erentialglei
hungssystem bilden:��lnP0 � xp � = � 3C1 C1
ad�4 + C2!2 �1 � �� xp � : (4.33)Anstelle der Masse wurde � dem übli
hen Vorgehen in der Literatur folgend � der Dru
kdes Hintergrundmodells als Koordinate gewählt. Die Transformation von Massekoordinatezu Dru
kkoordinate ges
hieht mit Hilfe der hydrostatis
hen Grundglei
hung,ddm = � Gm4�P0r40 dd lnP0 : (4.34)Für die Verwendung des Dru
kes als Koordinate gilt die glei
he Argumentation wie fürdie des Radius (S. 22). Die Koe�zienten Ci sind dur
h das Hintergrundmodell gegebenund lauten: C1 = P0r0Gm�0 C2 = � r30Gm:4Ein demselben Prinzip folgendes Verfahren wurde von Castor (1971) vorgestellt. Anstelle eines Glei-
hungssystem mit 4 gewöhnli
hen Di�erentialglei
hungen erster Ordnung geht Castor von einem Systemmit 2 gewöhnli
hen Di�erentialglei
hungen zweiter Ordnung aus. Das hier vorgestellte Matrixverfahrenwurde unabhängig von Castors Arbeit entwi
kelt.



25 KAPITEL 4. LINEARE STABILITÄTSANALYSEDas Matrixverfahren basiert darauf, daÿ das homogene Di�erentialglei
hungssystem inein inhomogenes umgewandelt wird. Hierzu wird die äuÿere me
hanis
he Randbedingungdur
h die Normierung der Eigenfunktion x(m) am Auÿenrand ersetzt. Zusammen mit derinneren me
hanis
hen Randbedingung, kann das obige System für eine gegebene Eigen-frequenz ! gelöst werden, Zentrum :Ober�ä
he : 3
adx� p = 0;x = 1:4.4.1 Numerik und LösungsstrategieDas Di�erentialglei
hungssystem (4.33) wird auf einem dur
h das Hintergrundmodell vor-gegebenem Gitter diskretisiert. Es hat si
h als zwe
kmäÿig erwiesen, für die Massenglei-
hung eine linksseitige (mi > mi�1)�x�lnP ����i := xi � xi�1lnPi � lnPi�1 ; (4.35)und für die Impulsglei
hung eine re
htsseitige Di�erenzbildung zu wählen�p�lnP ����i := pi+1 � pilnPi+1 � lnPi : (4.36)Die Diskretisierung ist von erster Ordnung, was für diese Zwe
ke völlig ausrei
hend ist5.Es folgt ein tridiagonales Glei
hungssystem, das mit einem Bandmatrizenlöser invertiertwerden kann: A(!)~u = ~b; ~u = 0BBBBBB� ::xipi::
1CCCCCCA : (4.37)Es wurde bis jetzt vorausgesetzt, daÿ die Eigenfrequenzen a priori bekannt sind. Diesist selbstverständli
h ni
ht der Fall. Zur Bestimmung der Eigenfrequenz dient eine dervier mögli
hen äuÿeren me
hanis
hen Randbedingungen (4.12�4.15), wel
he ni
ht mehrTeil des Glei
hungssystems ist. Eine S
hwingungsmode des Sterns ist gefunden, falls ihreEigenfrequenz und ihre Eigenfunktionen diese Randbedingung, RB, erfüllen;RB(!; x; p) != 0 : (4.38)Um die Eigenmoden zu �nden, ist eine Strategie notwendig, die robust ist und Konvergenzverspri
ht. Der hier gewählte Algorithmus sieht wie folgt aus:5Das Symbol := wurde von Bulirs
h eingeführt und sagt aus, daÿ der Abbru
hfehler von erster Ordnungist (z.B. Stoer & Bulirs
h 1990).
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ω τff [-]Abbildung 4.1: Jedes Minimum des Logarithmus des Absolutwertes des Residuums steht für eineS
hwingungsmode. Die Frequenz wurde mit Hilfe der Freifallzeit (Gl. (5.1)) dimensionslos gema
ht.� Es wird eine Stre
ke im Frequenzraum abgetastet. Hierbei wird ein Intervall ab-geste
kt und bei vorde�nierter6 Frequenzweite �! diskretisiert. Das lineare Glei-
hungssystem wird dann für jeden Frequenzgitterpunkt gelöst. Je feiner die Abta-stung, desto gröÿer die Si
herheit, daÿ keine Mode im vorgegebenem Frequenzinter-vall übergangen wird.� An Orten wo logjRB(!; x; p)j ein Minimum aufweist, kann si
h eine Eigenmodeverbergen.� Die Abtastung wird um die Minima wiederholt, und� mittels des Sekantenverfahrens kann die Eigenfrequenz bis zur gewüns
hten Genau-igkeit iterativ verbessert werden.Die oben genannten vier Punkte sind im Fluÿdiagramm 4.2 no
h einmal verans
hauli
ht.Dieses Verfahren ist in natürli
her Weise auf den vollständigen Satz Glei
hungen erweiter-bar. In Abbildung 4.1 ist eine sol
he Abtastung zu sehen. Aufgetragen ist der Logarithmusdes Absolutwertes der Bedingung (4.38) über der dimensionslosen Eigenfrequenz (5.1).Mit feiner werdender Abtastung nimmt die Ausprägung der Minima zu. Jedes der desse
hs Minima gibt den ungefähren Ort der Mode an. Demna
h be�nden si
h im Frequen-zintervall 0:5=�� < ! < 8:5=�� die ersten 6 Moden (die Fundamentalmode und die ersten5 Obertöne). Die Frequenz der Fundamentalmode ist, weil es si
h um eine akustis
heS
hwingungsmode handelt, stets in der Umgebung der Freifallzeitfrequenz zu �nden.6In dieser Arbeit war es ausrei
hend eine feste Frequenzweite zu verwenden. Die Re
henges
hwindigkeitkann jedo
h bei variabler S
hrittweite erhöht werden.
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4.5. QUASI-ADIABASIE 284.5 Quasi-AdiabasieDa alle Eigenwerte in der adiabatis
hen Näherung rein reell sind (vgl. Sturm-Liouville-Theorem, S. 22), kann streng genommen keine Aussage über die Stabilität eines Sternsgema
ht werden. In der vollen Betra
htung des Pulsationsproblems ents
heidet das We
h-selspiel zwis
hen der Me
hanik und der Thermodynamik über Stabilität oder Instabilität.Physikalis
h gesehen, werden in der adiabatis
hen Approximation ni
htadiabatis
he E�ek-te unterdrü
kt, wodur
h die in einer Massens
hale entstehende Kompressionswärme we-der dur
h vermehrte Abstrahlung vermindert (Dämpfung) no
h dur
h Energieproduktionoder gestiegene Absorption vergröÿert (Anfa
hung) werden kann. Wird das Arbeitsdi�e-rential einer Massens
hale ausgewertet, erhält man das glei
he Resultat: Die S
hwingungist weder gedämpft no
h angefa
ht. Diese Erkenntnis kann au
h gewonnen werden, ruftman si
h in Erinnerung, daÿ Dämpfung und Anfa
hung dur
h das Vorzei
hen der Pha-senvers
hiebung zwis
hen Dru
k- und Di
htestörung bestimmt sind. Bei adiabatis
herZustandsänderung (4.26) sind Dru
k und Di
hte jedo
h stets in Phase. Die Phasenver-s
hiebung ist daher null, p = 
add; �v = �d � �p = 0: (4.39)Diese Eigens
haft adiabatis
her Pulsation kann re
hneris
h lei
ht demonstriert werden,wenn man die Arbeit pro Massens
hale, die während eines Zyklus verri
htet oder aufge-nommen wird, dWdm = �I Æqdtdt ; (4.40)auswertet7. Dieses Di�erential kann mit Hilfe des Energiesatzes ausgewertet werden;Æqdt = dldm � �nu
: (4.41)Hierzu werden die Leu
htkraft L und die nukleare Energieproduktion � in vorgegebenerWeise (4.4) linearisiert:l = l0 �1 + �ei!t� ; �nu
 = �0 �1 + "ei!t� : (4.42)Betra
htet man den Realteil von (4.40) ergibt si
h für die Arbeit pro Massens
hale derAusdru
k: dWdm = �I 
os(!t)�d(l0�)dm � �0"�dt = 0 : (4.43)Wegen des Separationsansatzes (4.42) ist der Klammerausdru
k auf der re
hten Sei-te unabhängig von der Zeit, so daÿ die Integration über eine Pulsationsperiode null ergibt.Daÿ es denno
h mögli
h ist, etwas über das Stabilitätsverhalten eines Sterns, ba-sierend auf der adiabatis
hen Analyse, auszusagen, hat Eddington (1926) demonstriert.7Zu bea
hten ist, daÿ die Wärmemenge, Æq, kein totales Di�erential besitzt, sondern von der Prozeÿ-führung abhängt.



29 KAPITEL 4. LINEARE STABILITÄTSANALYSESein Kunstgri� besteht darin, das Arbeitsdi�erential in zweiter Ordnung auszuwerten.Hierzu nahm er den 2. Hauptsatz der Thermodynamik zum AusgangspunktI dsdt dt = I 1T Æqdt dt = 0 (4.44)Setzt man für die Temperatur den Realteil des Stör-Separationsansatzes T = T0(1 +# 
os(!t)) ein und führt eine Reihenentwi
klung mit Abbru
h na
h dem ersten Glieddur
h, liefert die re
hte Seite:I 1T0 (1 + # 
os(!t))Æqdtdt = 0 (4.45)1T0 I Æqdtdt = 1T0 I # 
os(!t)Æqdtdt (4.46)Der Zusammenhang (4.46) ist von 2. Ordnung! Dies ist ist lei
ht einzusehen, vergegenwär-tigt man si
h, daÿ # von erster Ordnung ist und Æq=dt na
h der Lineariserung ebenfallsTerme von erster Ordnung enthält. Die Auswertung der re
hten Seite von Glei
hung (4.46)liefert ein Integral, das im Gegensatz zu (4.43) ni
ht vers
hwindet:W 0 = �I # 
os2(!t)�d(l0�)dm � �0"� dt : (4.47)Die Arbeit pro Masseneinheit der i-ten Massens
hale während eines Zyklus ergibt si
hs
hlieÿli
h zu: W 0i = �!#ad�0(�P pad + �T#ad)� #ad��0 � #adl0 d�dm : (4.48)Dieser Ausdru
k kann bere
hnet werden, wenn die Leu
htkraftstörung und ihre räumli
heAbleitung bekannt sind. Die Leu
htkraftstörung � ist in der adiabatis
hen Approxima-tion streng genommen glei
h null � = �ad = 0. Mit Hilfe der linearisierten Energie-transportglei
hung (4.8) ist es jedo
h mögli
h mit Ergebnissen der adiabatis
hen Analyse(xad; pad; #ad = padrad) eine Leu
htkraftstörung zu bere
hnen und somit die Abwei
hungvon der Adiabasie zu bestimmen;� = P0radP 00#0ad + 4xad � �P pad + (4� �T )#ad ; (4.49)Die Anwa
hszeit �e einer Pulsation kann wie beim harmonis
hen Oszillator aus demDämpfungskoe�zienten � bestimmt werden. Es gilt:Eges = !22 X Ær(m)2�mi ; (4.50)� = 14� W!Eges ; (4.51)�e = 1� : (4.52)W bezei
hnet das Arbeitsintegral mit W =PW 0i ��mi.



4.6. LINEARE NICHTADIABATISCHE ANALYSE 304.6 Lineare ni
htadiabatis
he AnalyseDie Lösung des vollen Glei
hungssystems erfolgt in ähnli
her Weise wie das der adiabati-s
hen Näherung. Weil es si
h jedo
h um ein komplexwertiges System handelt, müssen eini-ge Punkte bea
htet werden. Die aufgelisteten Eigens
haften des Sturm-Liouville-Problems(Abs
hnitt 4.3) gehen in der vollen ni
htadiabatis
hen Untersu
hung verloren. Es kann niemit absoluter Si
herheit gesagt werden, ob in einem zu untersu
henden zweidimensionalenFrequenzspektrum eine Mode übersehen wurde. Wie in der adiabatis
hen Analyse �ndetau
h hier eine Normalisierung statt, und die äuÿere me
hanis
he Randbedingung dientals Kriterium dafür, ob es si
h bei der gefundenen Mode um eine Eigenmode handelt. DieDiskretisierung ist ebenfalls von erster Ordnung und folgt dem S
hema:�x�lnP ����i := xi � xi�1lnPi � lnPi�1 linksseitigeDi�erenz ;�p�lnP ����i := pi+1 � pilnPi+1 � lnPi re
htsseitigeDi�erenz ;�#�lnP ����i := #i+1 � #ilnPi+1 � lnPi re
htsseitigeDi�erenz ;���lnP ����i := �i � �i�1lnPi � lnPi�1 linksseitigeDi�erenz :Das si
h ergebende Glei
hungssystem lautet dann:
A(!)~u = ~b; ~u = 0BBBBBBBBBB�

::xipili#i::
1CCCCCCCCCCA : (4.53)

Die Matrix A(!) hat ni
ht mehr wie im adiabatis
hen Fall eine tridiagonale Gestalt.Die Bandstruktur bleibt allerdings weiter erhalten, sie besitzt vier obere und vieruntere Nebendiagonalen. Dieses komplexwertige algebrais
he Glei
hungssystem wurdemit dem Algebra-Programm IMSL gelöst. Die Komplexwertigkeit ma
ht die Abtastungeines zweidimensionalen Frequenzraumes notwendig. In Abbildung 4.3 ist eine sol
heAbtastung für die erste Eigenmode eines instabilen Sternmodells zu sehen. Die Fre-quenzen �r (Realteil) und �i (Imaginärteil) sind dimensionslose Gröÿen, skaliert mitder Freifallzeit (5.1). Zu sehen ist qualitativ der glei
he Verlauf wie bei der Abtastungdes eindimensionalen Frequenzintervalls im adiabatis
hen Fall; Polstelle und Minimumliegen di
ht beieinander. Das Minimum in logjRBj ist auf einen kleinen Berei
h umdie Eigenfrequenz bes
hränkt. Eine Abtastung bei konstantem �i fernab von dem derEigenfrequenz (Rand der logjRBj-Flä
he parallel zu �r A
hse) zeigt kein Minimum. DieseBes
hränkung im Frequenzraum kann das Au�nden der Eigenwerte erhebli
h ers
hweren.Der Algorithmus zur Au�ndung der Eigenwerte unters
heidet si
h im Prinzip ni
ht
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Abbildung 4.3: Zu sehen ist die logjRBj-Flä
he, aufgetragen über einen zweidimensionalen Frequenz-berei
h ��r ���i. Das Minimum markiert die Lage eines Eigenwertes. Die Frequenzanteile (�r; �i) sinddimensionslos (Gl. (5.1)).von dem in der adiabatis
hen Analyse. Wird anstatt eines Frequenzintervalls ��r einzweidimensionaler Frequenzraum ��r � ��i vorgegeben, kann das Fluÿdiagramm 4.2übernommen werden.4.7 Validierung der ProgrammeAusgangspunkt zur Validierung der Programme ist die Arbeit von S
hwarzs
hild (1941),der das S
hwingungsverhalten eines Sterns mit polytroper S
hi
htung und dem Polytro-penindex n = 3 (das sog. �Standardmodell�) untersu
hte. Sterne mit polytroper S
hi
h-tung werden au
h kurz Polytropen genannt. Man gewinnt sie bei vorgegebenem Index n,indem man die Lane-Emden-Glei
hung löst.Lane-Emden-Glei
hungDie Bes
hreibung des Sternaufbaus gründet auf 4 Säulen:



4.7. VALIDIERUNG DER PROGRAMME 321. Der Stern ist ein selbstgravitierendes Objekt. D.h. das Gravitationspotential, �,wird dur
h die Di
hteverteilung des Sterns bestimmt:�� = 4�G�: (4.54)2. Der Stern be�ndet si
h im hydrostatis
hen Glei
hgewi
ht:rP = ��r�: (4.55)3. Der Temperaturverlauf muÿ bekannt sein, was die Kenntnis der Art des Energie-transportes und der Energieerzeugung voraussetzt.4. Die Zusammensetzung der Sternmaterie muÿ hinrei
hend bekannt sein, um einegültige Zustandsglei
hung angeben zu können.Vor allem die mit dem Energietransport zusammenhängenden Prozesse ers
hweren dieErfassung des Sternaufbaus erhebli
h und ma
hten sie bis zur Mitte des 20. Jahrhundertsunmögli
h. Man kann diese Problematik umgehen, und ein einfa
hes aber aussagekräfti-ges Sternmodell erhalten, wenn man die zentrale Annahmen einführt, daÿ ein polytroperZusammenhang zwis
hen der Temperatur- und der Dru
ks
hi
htung esistiert,P (r) / T (r) 

�1 : (4.56)Das 
 hier darf ni
ht mit 
ad verwe
hselt werden8: Soll es si
h zum Beispiel um einisothermes Sternmodell, bestehend aus einem einatomigen idealen Gas, handeln, ist 
 = 1und der Adiabatenexponent 
ad = 5=3. Mit Hilfe des Polytropenexponenten 
 kann derTemperaturgradient festgelegt werden, ohne Kenntnis der thermoenergetis
hen Prozessein einem Stern. Im Zusammenhang mit der idealen Gasglei
hung gilt:P (r) = C�(r)
 : (4.57)C wird Polytropenkonstante genannt, obwohl sie nur dann einen festen Zahlenwert an-nimmt, wenn die Zustandsglei
hung von barotroper Art ist. In diesem Fall besteht C ausNaturkonstanten. Für den Fall, daÿ die Zustandsglei
hung von der Form P = P (�; T )ist, wie die ideale Gasglei
hung, ist C ein freier Parameter, der si
h zwar von Stern zuStern unters
heidet aber innerhalb eines Stern konstant ist9. Substituiert man den Dru
kmit Gl. (4.57), ergibt si
h s
hlieÿli
h ein System von zwei Di�erentialglei
hungen mit zweiUnbekannten,(�;�); d�dr = �
C�
�2d�dr ; (4.58)1r2 dd �r2d�dr � = 4�G� : (4.59)8Bei Weiÿen Zwergen kann es zu Verwe
hslungen kommen, da die Zustandsglei
hung eine barotropeForm hat, P = P (�)9Falls C, wie beim Weiÿen Zwerg, dur
h Naturkonstanten festgelegt ist, verliert das System einenFreiheitsgrad. Die Festlegung eines Wertes, z.B. der Masse, legt alle anderen au
h fest. Hieraus folgt au
hChandrasekhars bekannte Masse-Radius-Relation



33 KAPITEL 4. LINEARE STABILITÄTSANALYSEDie beiden Glei
hungen werden in der Regel zu einer einzigen zusammmengefaÿt. Hierzuwird Gl. (4.58), für den Fall 
 6= 1, integriert:� = �� �(n+ 1)C�n : (4.60)Es ist übli
h, den Polytropenindex n einzuführen:n = 1
 � 1 : (4.61)Setzt man Gl. (4.60) in die Poissonglei
hung (4.59) ein, erhält man eine Di�erentialglei-
hung zweiter Ordnung mit der Unbekannten �:d2�dr2 + 2r d�dr = 4�G�� �(n+ 1)C�n : (4.62)Werden no
h die dimensionslosen Gröÿen,w = ��z = � ��z� 1n ; (4.63)z = Ar; mit A = 4�G(n+ 1)nCn�n�1z : (4.64)eingeführt, ergibt si
h s
hlieÿli
h aus Gl. (4.59) die bekannte Lane-Emden-Glei
hung :d2wdr2 + 2z dwdz + wn = 0 : (4.65)Der tiefergestellte Index z bezei
hnet Gröÿen im Zentrum. Die Lane-Emden-Glei
hungstellt ein Anfangswertproblem dar und kann ausgehend von den Regularitätsbedingungenim Zentrum; w(0) = 1 ; (4.66)w0(0) = 0 ; (4.67)bis an die Ober�ä
he, das heiÿt, wo w die erste Nullstelle aufweist, integriert werden. Eineausführli
he Diskussion polytroper Sternmodelle �ndet si
h bei Chandrasekhar (1939).AdiabasieS
hwarzs
hild hat die lineare adiabatis
he Wellenglei
hung (4.29) mittels eines S
hieÿ-verfahrens gelöst und die Ergebnisse der ersten vier Obertöne tabellaris
h verö�entli
ht.Diese beiden Punkte,� das Sternmodell kann dur
h die Lane-Emden-Glei
hung gewonnen werden,� die Ergebnisse der linearen Analyse stehen in tabellaris
her Form zur Verfügung,



4.7. VALIDIERUNG DER PROGRAMME 34
Polytrope n=3

Schießverfahren
Schwarzschild

   im
numerischen Rahmen

identisch

Matrixverfahren
LAA

Abbildung 4.4: Zur Validierung des Matrixverfahrens für die lineare adiabatis
he Analyse (LAA) wurdeeine Polytrope mit dem Index n = 3 gere
hnet. Das Resultat stimmt mit den Ergebnissen S
hwarzs
hildsüberein.prädestinieren die Arbeit von M. S
hwarzs
hild als Grundlage der Programmvalidierung.Um das Matrixverfahren der adiabatis
hen Analyse zu überprüfen, wurde zunä
hst ein po-lytropes Sternmodell (das Standardmodell) dur
h Integration der Lane-Emden-Glei
hungermittelt und erneut einer Eigenwertanalyse unterzogen. Die erhaltenen Ergebnisse unter-s
hieden si
h von S
hwarzs
hild (1941) nur im numeris
hen Rahmen, wie untenstehenderTabelle zu entnehmen ist.Tabelle 4.1: Die ersten 5 Eigenmoden !2, bere
hnet für unters
hiedli
he Stützstellenzahlen k und mitden Werten von S
hwarzs
hild (1941) gegenübergestellt. Die angegebene Fehlermarge ist der glei
henVerö�entli
hung entnommen. 0. Mode 1. Mode 2. Mode 3. Mode 4. ModeS
hwarzs
hild k = 83 0.05882 0.19139 0.36480 0.58630 0.8554Gamgami k = 88 0.05880 0.19140 0.36480 0.58630 0.8559Gamgami k = 1005 0.05880 0.19130 0.36475 0.58610 0.8552Gamgami k = 6891 0.05880 0.19123 0.36450 0.58578 0.8547Maximaler Fehler � 0.00003 0.00010 0.00040 0.00200 0.0060In Tabelle 4.1 ist deutli
h die Abhängigkeit der höheren Obertöne von der numeris
henAu�ösung zu sehen, wohingegen der Eigenwert der Fundamentalen s
hon ab 90 Gitter-punkten eine Sättigung errei
ht. Dies ist lei
ht einzusehen, vergegenwärtigt man si
h,daÿ der vierte Oberton vier Nullstellen besitzt und die Eigenfunktion dementspre
hendstarke Krümmungen aufweist. Die Güte der Au�ösung der Eigenfunktion kann daher denresultierenden Eigenwert ents
heidend beein�ussen.
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Population III

Matrixverfahren LNA

im adiabatischen Limit
vergleichbar 

LAAMatrixverfahren
+ Arbeitsintegral

Abbildung 4.5: Mit Hilfe des validierten Matrixverfahrens für die adiabatis
he Analyse (LAA) kannnun das verallgemeinerte Verfahren für die ni
htadiabatis
he Untersu
hung (LNA) überprüft werden.Ni
htadiabasieNa
hdem die Taugli
hkeit des Matrixverfahrens si
hergestellt worden ist, kann mit Hilfeder adiabatis
hen Approximation die lineare ni
htadiabatis
he Analyse (LNA) bewertetwerden. Da der thermoenergetis
he Part des Sterns in der Lane-Emden-Glei
hungni
ht berü
ksi
htigt wird, müssen beide Verfahren auf ein realistis
hes Sternmodellangewandt werden. Verwendet wurde ein Population-III-Stern. Die lineare adiabatis
heAnalyse (LAA) liefert, wie in Abs
hnitt (4.3) eingehend diskutiert, nur den Realteil derEigenfrequenz. Um jedo
h au
h den Imaginärteil des Eigenwertes der LNA zu beurteilen,wurde mittels der Ergebnisse der adiabatis
hen Analyse das Arbeitsdi�erential (4.47)gelöst, aus dem eine Anwa
hsrate ermittelt werden kann.Es kann ni
ht mehr verlangt werden, daÿ die Resultate im numeris
hen Rahmenidentis
h sind, weil ni
htadiabatis
he E�ekte je na
h zugrundeliegendem Sternmodellgroÿ sein können. Im Falle aber, daÿ die Pulsation am adiabatis
hen Grenzfall liegt,sollten sowohl Realteil (Pulsationsperiode) als au
h Imaginärteil (Anwa
hsrate) derEigenfrequenzen verglei
hbar sein. In Kapitel 5 werden Ergebnisse dieses Verglei
hesvorgestellt.Darüber hinaus wurden zur Validierung des linearen ni
htadiabatis
hen Program-mes Verglei
hsre
hnungen mit der Ri

ati-Methode unternommen. Gegenstand derUntersu
hung war u.a. ein � Cepheide, bei dem die ersten zwei Obertöne instabil sind.Der Abglei
h fand dank der Unterstützung von Herrn W. Glatzel (Astrophysikalis
hesInstitut Göttingen) statt. Das Matrixverfahren war in der Lage, die Instabilitäten zu�nden. Die Abwei
hungen, die si
h im Imaginär- und Realteil ergaben, sind in Abbildung4.7 für drei vers
hiedene Au�ösungsgrade zu sehen. Bei beiden Frequenzanteilen nimmtdie Abwei
hung mit gröÿer werdender Au�ösung des Hintergrundmodells ab. Sie unter-s
heiden si
h jedo
h in ihrer Sensitivität hinsi
htli
h der Au�ösung, da die prozentualeAbwei
hung im Imaginärteil gröÿer ist als die im Realteil. Das Vorzei
hen und die
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Abbildung 4.6: Verglei
h der Ri

ati-Methode mit demMatrixverfahren bei unters
hiedli
her Au�ösungdes Hintergrundmodells. a) prozentuale Abwei
hung in der S
hwingungsperiode (Realteil), b) Abwei
hun-gen in der Anwa
hsrate (Imaginärteil). Mit zunehmender Au�ösung des Hintergrundmodells nehmen dieAbwei
hungen in beiden Frequenzteilen ab.Gröÿenordnung des Imaginärteils stimmten stets überein. Der Grund für die Abwei
hungliegt darin, daÿ die Ri

ati-Methode, weil sie zur Klasse der S
hieÿverfahren gehört,naturgemäÿ mit variabler Ortss
hrittweite operiert, während das Matrixverfahren aneiner vorde�nierten räumli
hen Au�ösung � gegeben dur
h das Hintergrundmodell � ge-bunden ist. Dur
h die adaptive S
hrittweite kann die Ri

ati-Methode �Opazitätsbu
kel�räumli
h besser au�ösen. Die Stabilitätsanalyse kann merkli
h hiervon abhängen.



Kapitel 5Ergebnisse der linearen AnalyseDas Stabilitätsverhalten von Population-III-Sternen hinsi
htli
h in�nitesimaler Störungenist Gegenstand dieses Kapitels. Die Sternmodelle wurden von C.W. Straka (Porto, Por-tugal) zu Verfügung gestellt und sind Teil einer vollständigen Sternentwi
klungsre
hnung(Straka, 2002). Die Entwi
klungswege dieser Sterne im H-R-Diagramm sind in Abbildung5.9 aufgetragen. Die Lösungsmenge einer Mode, gewonnen mittels der Pulsationsglei
hun-gen (4.5�4.8), besteht aus einem komplexwertigen Eigenwert und den vier komplexwerti-gen Eigenfunktionen. Im Gegensatz zu Kapitel 4 ist die Eigenfrequenz in der folgendenDiskussion eine dimensionslose Gröÿe. Für die Gewi
htung wurde die Freifallzeit, die hieranders als übli
h (�� =p3�=(32G��) ) de�niert ist, gewählt. Es gilt der Zusammenhang:� = ! � �� ; �� = 1p4�G�� : (5.1)Die wesentli
he Physik ste
kt in der Eigenfrequenz. Daher befaÿt si
h der erste Teil 5.1dieses Kapitels mit dem Realteil der Eigenfrequenz Re(�) = �r, wel
her die S
hwingungs-periode des Sterns angibt, und Abs
hnitt 5.2 mit dem Imaginärteil Im(�) = �i, der eineAussage über die Anwa
hs- bzw. Dämpfungsrate der S
hwingungsamplitude ma
ht. Ins-besondere soll au
h eine Gegenüberstellung der vers
hieden masserei
hen Sterne in denersten beiden Abs
hnitten erfolgen. In Abs
hnitt 5.3 die Frage aufgeworfen, ob au
h wirk-li
h der �-Me
hanismus für die gefundenen Instabilitäten verantwortli
h gema
ht werdenkann. Im letzten Teil des Kapitels �ndet ein Verglei
h der quasiadiabatis
hen Untersu-
hung mit der ni
htadiabatis
hen statt, in dessen Zusammenhang au
h der Frage na
hder Stärke der Abwei
hungen von der Adiabasie na
hgegangen wird. In der weiteren Dis-kussion wird, sofern ni
ht Gegenteiliges ausdrü
kli
h hervorgehoben ist, nur die Funda-mentalmode eines Sternmodells betra
htet. Der Grund hierfür wird in Abs
hnitt 5.2.1erläutert.5.1 PulsationsperiodeIn Abbildung 5.1b ist die zeitli
he Änderung der Pulsationsperiode Gl. (4.18) auf derlinken A
hse und die Änderung der mittleren Di
hte auf der re
hten A
hse für den450M�-Stern während der Vor- und Hauptreihenphase aufgetragen. Man sieht deutli
h,37
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Abbildung 5.1: a) Gegenüberstellung von Pulsationsperiode und mittlerer Di
hte des 450M�-Stern. b)Verglei
h der Pulsationsperioden von drei Sternmassen. Der Beginn der Zeitzählung ist willkürli
h in dieVorhauptreihenphase gelegtdaÿ mit kleiner werdender mittlerer Di
hte die Pulsationsperiode zunimmt und umge-kehrt. Die Periode-Di
hte-Relation (4.32) ist demna
h evident und bei allen untersu
htenSternen zu �nden. Ausgehend von der Vorhauptreihe, kontrahiert der Stern auf ther-mis
her Zeitskala und errei
ht eine maximale mittlere Di
hte. Im Hertzsprung-Russell-Diagramm weist dann die E�ektivtemperatur ein Maximum auf und leitet die Hauptrei-henentwi
klung ein. Die Vorgänge im Sterninneren in der Phase der maximalen Kontrak-tion sind ents
heidend für das Stabilitätsverhalten und werden in Abbs
hnitt 5.2.5 näherdiskutiert. Die Pulsationsperiode ist ni
ht unabhängig von der Sternmasse. Abbildung5.1a illustriert exemplaris
h an drei Sternen unters
hiedli
her Masse (50M�; 450M� und750M�) die mit der strukturellen Entwi
klung einhergehende zeitli
he Änderung derPulsationsperiode. Sie ist bei masserei
heren Sternen gröÿer als bei masseärmeren. DiesesVerhalten kann mit Hilfe der Homologie-Beziehungen erklärt werden. Hierna
h nimmt diemittlere Di
hte mit zunehmender Masse des Sterns ab, was gemäÿ der Periode-Di
hte-Relation (4.32) eine Zunahme der Pulsationsdauer zu Folge hat. Die Annahme der Ho-mologie ist erlaubt, da die betre�enden Modelle homogen sind und am Anfang ihrerHauptreihenentwi
klung stehen. Eine zweite Erklärungsmögli
hkeit geht auf den Ein�uÿdes mittleren Adiabatenexponenten zurü
k. Die Periode-Di
hte-Relation, wie sie si
h fürden homogenen Stern ergibt, lautet:1� / 4�3 G�0(3
ad � 4): (5.2)Demna
h steigt die Pulsationsdauer mit fallendem mittlerem Adiabatenexponent. Wel-
her der beiden Ein�üsse a) mittlere Di
hte oder b) mittlerer Adiabatenexponent denTrend dominiert, wurde ni
ht quanti�ziert.5.2 InstabilitätenDie lineare Analyse hat ergeben, daÿ Population-III-Sterne mit einer Anfangsmasse, diegröÿer ist als 350M�, gegenüber in�nitesimalen Störungen vibrationell instabil sind. Eine
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Abbildung 5.2: Eigenfunktionen der Fundamentalen und der ersten 3 Obertöne eines instabilen Modells.Zu bea
hten ist der Zentralwert der Störamplitude und die Anzahl der Knotenpunkte.in�nitesimale Störung wä
hst somit exponentiell an. In der weiteren Diskussion steht dieAnwa
hsrate �e (4.17) im Mittelpunkt.5.2.1 Die FundamentalmodeIn der vollen ni
htadiabatis
hen Analyse besitzt stets nur die Fundamentalmode einennegativen Imaginärteil, wenn es si
h um ein instabiles Sternmodell handelt. Alle Modenhöherer Ordnung sind stabil. Das ist eine direkte Folge der relativen Amplitude der Eigen-funktion im Zentrum. Abbildung 5.2 zeigt die ersten 3 Moden eines instabilen Modells,angefangen mit der Fundamentalen. Je gröÿer die Ordnung der Mode, desto kleiner ist diezentrale relative Amplitude. Das hat zur Folge, daÿ die Stärke des �-Me
hanismus, der dieeinzige Ursa
he für Instabilitäten bei Population-III-Sternen ist, stark abnimmt, wodur
hdie Dämpfung der Hülle die Gesamtbilanz dominiert. Die oben gema
hten qualitativenAussagen sind in Tabelle 5.1 quanti�ziert. Hierin sind die die Pulsationsdauer �, die di-Tabelle 5.1: Pulsationsperiode � in Stunden, dimensionslose Anwa
hsrate �i und relative AuslenkungjÆr
=Rj bzw. Störung im Zentrum der ersten vier Moden.0. Mode 1. Mode 2. Mode 3. Mode� [h℄ 3.8 1.3 0.9 0.74�i [-℄ �8:9 � 10�9 4:6 � 10�6 7:6 � 10�5 6:6 � 10�4jÆr
=Rj [-℄ 0.67 0.035 0.013 0.0046



5.2. INSTABILITÄTEN 40

-2e-08

-1e-08

 0

 1e-08

 2e-08

 3e-08

 4e-08

 5e-08

 10000  100000

σ i
m

 [-
]

Zeit [a]

750Msun
450Msun

Abbildung 5.3: Imaginärteil des Eigenwertes über der Entwi
klungszeit für zwei Sterne unters
hiedli
herMasse.mensionslose Anwa
hs- bzw. Dämpfungsrate �i und die relative normierte Störamplitudeim Zentrum jÆr
=Rj aufgelistet. Die Pulsationsdauer nimmt, wie zu erwarten war, mitder Ordnung der Mode ab. Die beiden letzten Zeilen stehen in engem Zusammenhang.Bei Moden höherer Ordnung ist der stets vorhandene �-Me
hanismus ni
ht in der Lagedie Dämpfung zu überwinden. Mit kleiner werdender zentraler Störamplitude nimmt dieDämpfungsrate zu.5.2.2 MassenspektrumIn Abbildung 5.3 ist die zeitli
he Sequenz des Imaginärteils für zwei Sterne mit unter-s
hiedli
hen Massen zu sehen. Beide Verläufe ähneln einander sehr. Die Sterne werdenlinear instabil, sobald sie in die Hauptreihenphase treten, und stabilisieren si
h, bevor siediese wieder verlassen. Die Zeitspanne, in der die Sterne instabil sind, ist beim masserei-
heren Stern gröÿer. Zudem ist die Anwa
hsrate beim 750M�-Stern dur
hgehend kleinerals beim masseärmeren Stern. Daÿ die Masse ein bestimmender Parameter des Stabili-tätsverhaltens masserei
her Sterne ist und die oben genannten Korrelationen si
h überdas hier untersu
hte Massenspektrum erstre
ken, wird in den Abbildungen 5.4a und 5.4bverdeutli
ht. Damit läÿt si
h folgender Zusammenhang festhalten:� Masserei
here Sterne sind einen längerern Zeitraum ihrer Hauptreihenphase pulsa-tionsinstabil gegenüber in�nitesimalen Störungen.� Die Stärke1 der Instabilität nimmt mit der Sternmmasse zu.1Als Maÿ für die Stärke der Instabilität eines Sterns wurde vereinfa
hend das Minimum des Imagi-närteils gewählt.
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b)Abbildung 5.4: a) Dauer der instabilen Phase der untersu
hten Sterne. Eine Korrelation mit der Masseist deutli
h erkennbar. b) Stärke (minimale Anwa
hszeit) der Instabilität nimmt mit der Masse der Sternezu.
Diese Korrelation wurde erstmals von Ledoux (1941) vorhergesagt und von S
hwarzs
hild& Härm (1959) re
hneris
h na
hgeprüft, als sie den �-Me
hanismus bei Population-I-Sternen mittels der quasiadiabatis
hen Approximation untersu
hten. Es ist au�allend,daÿ die instabile Phase bei allen betro�enen Sternen zusammenhängend ist, d.h. sie wer-den ni
ht von stabilen Zuständen (�Zonen der Ruhe� ) unterbro
hen. Die Korrelation zwi-s
hen Dauer bzw. Stärke der Instabilität ist ni
ht verwunderli
h, wenn man die Verläufeder Eigenfunktionen betra
htet. Abbildung 5.5 zeigt die Eigenfunktion der Fundamenta-len für drei Sterne mit unters
hiedli
hen Massen zum Zeitpunkt maximaler Kontraktiondes Hintergrundmodells. Die relative Auslenkung im Zentrum nimmt deutli
h mit derMasse zu. Hierfür ist der Strahlungsdru
k verantwortli
h, dessen Anteil am Gesamtdru
kmit zunehmender Masse steigt und den mittleren Adiabatenexponenten reduziert. Der Ho-mologiegrad der Pulsation steigt ebenfalls, und die Bedingungen für den �-Me
hanismus,die Dämpfung der Hülle zu überwinden, verbessern si
h (vgl. Kapitel 2.4). Die zeitli
hesprunghafte Änderung der Anwa
hsrate des 750M�-Sterns in Abbildung 5.3 ist auf Vor-gänge in der Struktur des Hintergrundmodells zurü
kzuführen. Ein morphologis
h glei
herVerlauf �ndet si
h bei der Zentraltemperatur und der nuklearen Energieproduktionsrate.Die lineare Analyse spiegelt demna
h die Struktur des zugrundeliegenden quasistatis
henSternmodells � u.a. jede Unsi
herheit darin � in jeder Hinsi
ht wider.
5.2.3 Der �-Me
hanismus als Ursa
he der InstabilitätIn Kapitel 2 wurde argumentiert, daÿ bei Population-III-Sternen nur der �-Me
hanismusals anfa
hende Kraft in Frage kommt. Daÿ dies wirkli
h zutri�t, soll in diesem Abs
hnittdemonstriert werden. Hierbei gibt es zwei unabhängige Argumentationslinien: Die erstestützt si
h auf das Arbeitsintegral, die zweite gründet auf einer Modi�kation der linearenAnalyse.
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Abbildung 5.5: Relative Auslenkung der Fundamentalmode über dem normierten Radius für drei Stern-modelle mit 450M�, 550M� und 750M� zum Zeitpunkt der maximalen Kontraktion.ArbeitsintegralBere
hnet man das Arbeitsintegral eines instabilen Sternmodells, ergibt si
h ein Verlauf,wie in Abbildung 5.6 dargestellt. Es handelt es si
h um das kumulative Arbeitsintegral.Hierbei wird die Arbeit einer jeden Massens
hale, beginnend im Zentrum, aufaddiert. DasVorzei
hen des Arbeitsintegrals an der Ober�ä
he gibt s
hlieÿli
h an, ob es si
h um eineinstabile oder stabile Mode handelt:Wkum(r) =X dWdr �r: (5.3)Die Steigung des kumulativen Arbeitsintegrals gibt das lokale Stabilitätsverhalten an. Dieblaue Kurve ergibt si
h für ein stabiles Sternmodell. Die anfa
hende Region be�ndet si
him Zentrum (positive Steigung), die Dämpfung �ndet in der Hülle statt. An der Ober�ä
henimmt das Arbeitsintegral einen negativen Wert an. Zwis
hen diesen beiden Berei
henpulsiert der Stern nahezu adiabatis
h; es �ndet weder Anregung no
h Dämpfung statt.Die rote und die grüne Kurve gehören zu einem instabilen Sternmodell. In jenem Fall(rote Kurve) fand eine komplette lineare Analyse statt, in diesem Fall (grüne Kurve)wurden Störungen in der nukleare Energieproduktion auÿer a
ht gelassen (� � 0). Mansieht deutli
h, daÿ im letzteren Fall die Anfa
hung im Zentrum vers
hwindet. Die Modeist dann stabil, das Arbeitsintegral an der Ober�ä
he ist negativ.
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Abbildung 5.6: Das kumulative Arbeitsintegral für zwei Sternmodelle, ein stabiles (blaue Kurve) undein instabiles (rote bzw. grüne Kurve). Die grüne Kurve zeigt den Verlauf bei verna
hlässigter nuklearenEnergieproduktion. Aufsummiert wird von innen na
h auÿen.Modi�zierte lineare AnalyseSetzt man die Terme �T und �P in den linearen Pulsationsglei
hungen null, werden Stö-rungen in der nukleare Energieproduktion in der Stabilitätsuntersu
hung ni
ht mehr be-rü
ksi
htigt. Die Energieglei
hung reduziert si
h zu:���m = � i!l0 P0Æ�0 � #rad � p� (5.4)Dies hat zur Folge, daÿ alle Instabilitäten vers
hwinden. Die nukleare Energieproduktionist somit in der Tat Ursa
he der hier gefundenen Instabilität. Abbildung 5.7 stellt dieFälle mit und ohne nukleare Energieproduktion gegenüber. Man sieht dem Verlauf ohneStörungen der nuklearen Energieproduktion an, daÿ die stabilisierende Wirkung der Hül-le mit dem Eintreten des Sterns in die Hauptreihenentwi
klung ein Minimum errei
ht.Das heiÿt, daÿ Störungen nur langsam abklingen. Der Stern nimmt seinen kompaktestenZustand ein. In der na
hfolgenden Entwi
klung nimmt die Stabilität zu, was auf die Aus-dehnung der Hülle zurü
kzuführen ist. Die Kurve mit nuklearer Energieproduktion zeigts
hlieÿli
h, daÿ für den �-Me
hanismus nur dann die Mögli
hkeit besteht, den Stern mitwa
hsender Amplitude pulsieren zu lassen, wenn die Dämpfung der Hülle s
hwa
h ist. BeiSternen, die masseärmer sind als 350M�, ist der �-Me
hanismus au
h dann ni
ht in derLage, die Dämpfung zu überwinden.



5.2. INSTABILITÄTEN 44

-2e-08

 0

 2e-08

 4e-08

 6e-08

 8e-08

 1e-07

 1.2e-07

 10000  100000

σ i
m

 [-
]

Zeit [a]

mit  εnuk
ohne εnuk

Abbildung 5.7: Imaginärteil des Eigenwertes, aufgetragen über der Entwi
klungszeit des 450M�-Sterns.Bei der dur
hgezogenen Kurve wurden Störungen in der nuklearen Energieproduktion unterdrü
kt, beider gepunkteten ni
ht. Der Beginn der Zeitzählung ist willkürli
h in die Vorhauptreihenphase gelegt.
5.2.4 Sensitivität gegenüber den RandbedingungenWie bereits in Kapitel 4.1.1 erwähnt, ist die äuÿere me
hanis
he Randbedingung ni
hteindeutig. Sie unterliegt Annahmen über die Reaktion der Sternatmosphäre auf die Pul-sation. Es konnte in dieser Arbeit gezeigt werden, daÿ die Sensitivität der linearen Sta-bilitätsuntersu
hung gegenüber der äuÿeren me
hanis
hen Randbedingung von der Lageder Ober�ä
he des quasihydrostatis
hen Hintergrundmodells abhängt. In Abbildung 5.8ist der Imaginärteil der Eigenfrequenz eines bestimmten Sternmodells bei variierenderLage der Ober�ä
he aufgetragen. Als Koordinate für die Lage der Ober�ä
he wurde dieoptis
he Tiefe gewählt. Wird die äuÿere Randbedingung in den Sternentwi
klungsre
h-nungen zu grob berü
ksi
htigt, in dem Sinne, daÿ der Stern ni
ht bis zu einer optis
henTiefe � = 2=3 gere
hnet wird, ma
hen die vers
hiedenen Randbedingungen völlig un-ters
hiedli
he Aussagen über die Stabilität des Sterns! Mit abnehmender optis
her Tiefekonvergieren die Anwa
hsraten, und die unters
hiedli
hen Randbedingungen spielen inder Tat keine Rolle mehr hinsi
htli
h des Stabilitätsverhaltens. Es sei no
hmals betont,daÿ die lineare Stabilitätsanalyse sehr sensibel auf das Hintergrundmodell reagiert. ZumBeispiel ist es eine Tatsa
he, daÿ eine grobe Au�ösung von Gebieten mit groÿen Opazi-tätsgradienten die Bewertung der Stabilität verfäls
ht (private Mitteilung W. Glatzel).Daher muÿ ein Sternmodell, bevor es einer linearen Analyse unterzogen wird, erst aufseine Taugli
hkeit bezügli
h einer Stabilitätsuntersu
hung geprüft werden.
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Abbildung 5.8: Imaginärteil unters
hiedli
her Sternmodelle. Die Sternmodelle unters
heiden si
h dar-in, daÿ die äuÿere Randbedingung ni
ht in der Photosphäre, sondern tiefer im Sterninneren liegt. DasVorzei
hen hängt ents
heidend von der Lage der äuÿeren Randbedingung ab.5.2.5 Instabilitätsphasen und Entwi
klung des HintergrundmodellsEs stellt si
h die Frage, wie die instabile Phase der untersu
hten Sterne mit der Ent-wi
klung und der Struktur der zugrunde liegenden Hintergrundmodelle zusammenhängt.Hierzu ist in Abbildung 5.9 die Vorhaupt- und Hauptreihenphase im HR-Diagramm allerSterne, die Instabilitäten aufweisen, dargestellt. Die Phase der Instabilität wurde im Ent-wi
klungsweg grün markiert. Die Instabilität beginnt mit dem Eintreten des Sterns in dieHauptreihenphase und endet, lange bevor die Hauptreihenentwi
klung abges
hlossen ist.Die Hauptreihenphase gilt als beendet, wenn der zentrale Wassersto� nahezu verbrau
htist. Alle untersu
hten Sterne sind in der Vorhauptreihenentwi
klung stabil, werden zuBeginn der Hauptreihenentwi
klung instabil und stabilisieren si
h vor Beendigung derHauptreihe wieder. Das Ende der instabilen Phase hat mindestens zwei Gründe:1. spätestens mit dem Ausbrennen des zentralen Wassersto�es vers
hwindet die Ursa-
he der Instabilität, und2. die relative Störamplitude im Zentrum des Sterns nimmt im Laufe der Hauptrei-henentwi
klung ab. Die Bedingungen für den �-Me
hanismus vers
hle
htern si
h.Die zweite Argumentation wird bekräftigt, wenn man si
h die Entwi
klung der Ei-genfunktion von Beginn bis zum Ende der instabilen Phase ansieht. Abbildung 5.10zeigt den Verlauf der Eigenfunktion von vier aufeinander folgenden Modellen des
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klungsweg der untersu
hten Sterne im HR-Diagramm, angefangen mit der Vor-hauptreihe bis zum vollständigen Verbrau
h des zentralen Wassersto�es. Die instabile Phase ist grünmarkiert.450M�-Sterns. Der Grund dieses Verhaltens liegt in der Ausdehnung des Sterns infolgeseiner Entwi
klung. Dies geht mit einer Verringerung der mittleren Di
hte einher. Diezentrale Störamplitude nimmt mit kleiner werdender mittlerer Di
hte ab. Zu Beginnder instabilen Phase beträgt die mittlere Di
hte ��
 = 0:8 g=
m3 und am Ende nur no
h��
 = 0:4 g=
m3. Der Verlauf t4 mit der kleinsten Amplitude im Zentrum entspri
ht einemstabilen Modell, das eine mittlere Di
hte von ��
 = 0:3 g=
m3 besitzt. Eine ausgedehnteHülle begünstigt demna
h bei Population-III-Sternen die Dämpfung beträ
htli
h.Zum Zwe
ke eines besseren Verständnisses für das Einsetzen der instabilen Phaseist es notwendig, die Vorgänge im Zentrum des betre�enden Sterns genauer zu be-tra
hten. In den Abbildungen (5.11, 5.12 und 5.13) werden neben der Anwa
hsratedie Zentraltemperatur, die gesamte nukleare Energieproduktion und die logarithmis
heAbleitung der nuklearen Energieproduktion na
h der Temperatur bei konstanter Di
htegezeigt. Die instabile Phase setzt ein, wenn der Stern seine Hauptreihenentwi
klungbeginnt. Um den rapiden Anstieg und den darau�olgenden Abfall in allen gezeigtenzentralen Gröÿen zu verstehen, muÿ man si
h vergegenwärtigen, daÿ im Gegensatz zuspäteren Sterngenerationen Population-III-Sterne bei ihrer Geburt keine der s
hwerenElemente, die für den CNO-Zyklus notwendig sind (insbesondere Kohlensto�), zur Ver-fügung haben. So beginnen die Sternmodelle in den Re
hnungen von Straka (2002) ihreVorhauptreihenentwi
klung mit einem Wassersto�massenanteil von X = 0:77 und einemHeliummassenanteil von Y = 0:23. Die dur
h die pp-Kette freigesetzte Energie ist ni
ht
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Abbildung 5.10: Fundamentalmode aufeinanderfolgender Sternmodelle mit t1 < t2 < t3 < t < t4. Mitt1= Beginn der instabilen Phase, t3=Ende der instabilen Phase. Die ersten drei Modelle sind instabil, t4ist stabil.in der Lage, den Strahlungsverlust auszuglei
hen, so daÿ die Vorhauptreihenkontraktionni
ht stoppt. Der Stern kontrahiert weiter und setzt gravitative Bindungsenergie frei,um die Strahlungsverluste zu de
ken. Na
h dem Virial-Satz nimmt au
h die thermis
heEnergie zu, bis Temperaturen � 108K errei
ht werden, bei denen der 3�-Prozeÿ genügendKohlensto� produziert hat2, so daÿ s
hlieÿli
h der CNO-Zyklus die Energieproduktionübernehmen kann. Ans
hlieÿend expandiert der Stern auf thermis
her Zeitskala, unddie Zentraltemperatur nimmt ab. Bei allen gere
hneten Modellen fällt das Minimumdes Imaginärteils der Eigenfrequenz (maximale Anwa
hszeit der Instabilität) mit demEinsetzen des CNO-Zyklus überein. Während der maximalen (thermis
hen) Kompressiondes Sterns entlang seines Entwi
klungsweges überlagern si
h daher mehrere, voneinanderni
ht unabhängige, den �-Me
hanismus begünstigende Faktoren:� maximale relative Amplitude der Fundamentalmode� maximale nukleare Energieproduktionsrate� maximale Temperatursensitivität der nuklearen Energieproduktion2Kleinste Mengen sind ausrei
hend, XC12 � 10�11 (relative Häu�gkeit in Masse).
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Abbildung 5.11: Gegenüberstellung von Zentraltemperatur und dimensionslosem Imaginärteil der Ei-genfrequenz, aufgetragen über der Entwi
klungszeit. Der Beginn der Zeitzählung ist willkürli
h in dieVorhauptreihenphase gelegt.
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Abbildung 5.12: Wie Abbildung 5.11 jedo
h mit der gesamten nuklearen Energieproduktion, aufge-spalten in einen Anteil des CNO-Zyklus und einen der pp-Kette.
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Abbildung 5.13: Wie Abbildung 5.11, anstelle der Zentraltemperatur ist die Ableitung der Energiepro-duktion na
h der Temperatur bei konstanter Di
hte (=Temperatursensitivität) der innersten Massenkugeldargestellt.5.3 Ni
htadiabasie vs. Quasi-AdiabasieDie Lösung der linearen adiabatis
hen Wellenglei
hung (4.29) und die Auswertung desArbeitsintegrals (Kapitel 4.5) für Population-III-Sterne geben einen ersten Hinweis auf dasStabilitätsverhalten dieses Sterntyps. Wie stark beide Analysen voneinander abwei
hen,soll in diesem Abs
hnitt anhand des 750M� diskutiert werden. Abbildung 5.14 zeigt dierelative Abwei
hung der Pulsationsperiode in der vollen ni
htadiabatis
hen Analyse �NADvon der Pulsationsperiode, die man in der adiabatis
hen Untersu
hung erhält �AD. AlsZeitfenster wurde die Hauptreihenphase gewählt. Die Abwei
hungen sind vers
hwindendgering. Abbildung 5.15 zeigt den dimensionslosen Imaginärteil der Eigenfrequenz, wieer si
h bei der vollen Betra
htung und der adiabatis
hen Näherung ergibt. In beidenFällen beginnt die instabile Phase mit dem Einsetzen der Hauptreihenentwi
klung. DieErgebnisse der linearen, quasiadiabatis
hen Stabilitätsanalyse unters
heiden si
h von dervollen ni
htadiabatis
hen Untersu
hung in zwei Punkten:a) Der Imaginärteil ist im ersten Fall dur
hgehend kleiner, die Instabilität somit gröÿerals in der ni
htadiabatis
hen Re
hnung.b) Die instabile Phase dauert in der quasiadiabatis
hen Untersu
hung länger an.Warum die quasiadiabatis
he Approximation diese beiden Trends zeigt, läÿt si
herklären, wenn die Analyse unter Verna
hlässigung von Störungen der nuklearen Ener-
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Zeit [a]Abbildung 5.14: Relative Abwei
hung der Pulsationsperiode von der adiabatis
hen Approximation, wiesie si
h in der ni
htadiabatis
hen Analyse ergibt.
gieproduktion (�T � �P � 0) wiederholt wird. Abbildung 5.16 zeigt, wel
he Werte derImaginärteil in dem Fall für beide Bere
hnungswege annimmt. Die Dämpfung der Hüllein der quasiadiabatis
hen Approximation ist si
htli
h kleiner als bei voller Analyse. Indieser Arbeit wird davon ausgegangen, daÿ die volle ni
htadiabatis
he Untersu
hungdie zuverlässigeren Ergebnisse liefert. In diesem Sinne wird der Dämpfungsgrad derHülle in der quasiadiabatis
hen Approximation im Gegensatz zur ni
htadiabatis
henAnalyse unters
hätzt. Hierin ist ein Grund für die in der Quasiadiabasie resultierendelängere Dauer und gröÿere Stärke der Instabilitäten zu sehen. Eine weitere Folge ist,daÿ bei einigen Sternmodellen zusätzli
h zur Fundamentalmode wegen der s
heinbarreduzierten Dämpfung der Hülle au
h der erste Oberton instabil ist, was in der vollenni
htadiabatis
hen Betra
htung nie der Fall ist.Starke ni
htadiabatis
he E�ekte treten bei Population-I-Sternen bei hohen Leu
htkraft-zu-Masse-Verhältnissen, L=M , auf. Unter starker Ni
htadiabasie versteht man weithinModen, deren Imaginärteil der Eigenfrequenz in der ni
htadiabatis
hen Analyse stark vondem in der adiabatis
hen abwei
ht. Starke Ni
htadiabasie kann aber au
h Eigenmodeno�enbaren, die überhaupt kein Pendant in der adiabatis
hen Untersu
hung besitzen undin der Regel mit sehr hohen Anwa
hsraten begleitet sind. Dies tri�t vor allem auf diesogenannten seltsamen Moden (im Englis
hen: �strange modes� ) zu. Eine eingehendeDiskussion dieser Moden ist bei Glatzel (1994) zu �nden.
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Abbildung 5.15: Dimensionsloser Imaginärteil der Eigenfrequenz. Die dur
hgezogene Linie enstammtder ni
htadiabatis
hen Untersu
hung, und die gepunktete Linie folgt aus der quasiadiabatis
hen Appro-ximation.
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Abbildung 5.16: Der Imaginärteil in der quasiadiabatis
hen (QAD) und der vollen ni
htadiabatis
henAnalyse (NAD), in beiden Fällen unter Auss
hluÿ des �-Me
hanismus. Die Dämpfung der Hülle ist in derapproximativen Analyse kleiner als in der vollen.



5.3. NICHTADIABASIE VS. QUASI-ADIABASIE 52Das hohe L=M -Verhältnis ist jedo
h nur eine notwendige Bedingung, die Metallizitätist eine wi
htige Komponente, weil die meisten Instabilitäten in irgendeiner Weise mitder Opazität zusammenhängen. Dies ist bei Population-III-Sternen ni
ht der Fall. Da-her führen die adiabatis
he Näherung und die volle ni
ht-adiabatis
he Analyse zwar zuquantitativ unters
hiedli
hen Werten, jedo
h geben beide qualitativ den glei
hen Trendwieder. Man kann daher sagen, daÿ die Sterne auf der Hauptreihe in guter Näherungadiabatis
h s
hwingen.



Kapitel 6Hydrodynamik in sphäris
herSymmetrieDieses Kapitel stellt die Erhaltungsglei
hungen zur Bes
hreibung der Sternpulsation vorund geht auf die ihnen zugrunde liegenden Annahmen ein. Dem folgt eine Diskussionüber die numeris
he Behandlung der aufgestellten Glei
hungen, zum einen hinsi
htli
hder Wahl der Diskretisierung und zum anderen der Wahl des Lösungsalgorithmus.Ein Stern stellt aus hydrodynamis
her Si
ht eine kompakte Gaskugel dar. DieErhaltungsglei
hungen für Masse, Impuls und Energie sind bei einem strömungsme-
hanis
hen Problem, das der Kontinuumshypothese genügt (Ba
helor, 1967), dur
h dieNavier-Stokes-Glei
hugen gegeben. Die Kontinuumshypothese verlangt, daÿ die mittlerefreie Weglänge, �, im Verglei
h zur Ausdehnung des Systems, L, sehr klein ist. Dies istfür Sterne zu einem sehr hohen Grad erfüllt. In der Tat können die hydrodynamis
henGlei
hungen au
h auf interstellares und intergalaktis
hes Gas angewendet werden, wegender groÿen Dimensionen dieser astrophysikalis
hen Objekte.6.1 Lagrange-FormalismusErhaltungsglei
hungen eines hydrodynamis
hen Systems können sowohl in di�erentiellerals au
h in integraler Form aufgestellt werden. Beide Formulierungen sind mathematis
häquivalent. Zu deren numeris
hen Handhabung stehen Verfahren bereit, die stets voneiner dieser beiden Formulierungen ausgehen. In dieser Arbeit wird die Finite-Volumen-Methode (hierna
h FVM) verwendet, die die volumenintegrierte Form der Erhaltungsglei-
hungen zum Ausgang hat. Die Erhaltungsglei
hung einer spezi�s
hen skalaren Gröÿe  lautet in einem ortsfesten Bezugssystem und in Volumen integrierter Form (z.B. Versteeg& Malalasekera 1995):��t ZKV � dV = �I�V ~n (� ~u) dA+ I�V ~n (� grad  ) dA+ ZKV S dV : (6.1)
53



6.1. LAGRANGE-FORMALISMUS 54Sie sagt aus, daÿ die zeitli
he Änderung von � im räumli
h festen Kontrollvolumen KVverursa
ht wird dur
h:� Transportvorgänge über die Ober�ä
he �V ,a) advektiver Fluÿ, erstes Integral re
hte Seite,b) di�usiver Fluÿ, zweites Integral re
hte Seite .� Quellterme S in KV.~u gibt die Strömungsges
hwindigkeit an, gemessen in einem Inertialsystem, � ist dermolekulare Transportkoe�zient, � die Massendi
hte des Mediums und ~n der auf derOber�ä
he des Kontrollvolumens senkre
ht stehende Einheitsvektor. Glei
hung (6.1)geht von einem räumli
h festen Kontrollvolumen aus, man spri
ht von Eulers
her Be-tra
htungsweise. Verlangt man, daÿ das Kontrollvolumen, wel
hes zum Zeitpunkt t = t0mit einer materiellen Flä
he des Fluids1 übereinstimmt, dies au
h für alle späteren Zeitent > t0 ma
ht, ist ein advektierter Materietransport über die Ober�ä
he ausges
hlossen.Man bezei
hnet diesen Fall als Lagranges
he Betra
htungsweise.Obwohl in der Lagranges
he Betra
htungsweise ein advektiver Materietransportüber eine materielle Flä
he untersagt ist, ist ein molekularer Transport und somitDi�usion mögli
h2. Im speziellen Kontext der stellaren Astrophysik wird der Sternin Massens
halen unterteilt, deren Entwi
klung in der Zeit verfolgt wird. Dabei istMaterieaustaus
h unter den Massens
halen dur
h Mis
hprozesse dur
haus mögli
h. DieMasse einer sol
hen S
hale ändert si
h dabei per Konstruktion ni
ht. Mit Hilfe desReynolds
hen Transporttheorems:DDt ZMV (t) � dV = ZKV0 �� �t dV + I�V ~n (� ~u) dA ; (6.2)wird die allgemeine Erhaltungsglei
hung (6.1) in eine neue Bes
hreibungsweise gebra
ht(6.3).MV (t) bezei
hnet ein materielles Volumen (Massens
hale). Das Reynolds
he Trans-porttheorem (z.B. Spurk 1996) stellt einen Zusammenhang zwis
hen der Lagranges
henund der Eulers
hen Betra
htungsweise her. Die totale Zeitableitung D=Dt wird au
hsubstantielle Ableitung genannt. Sie gibt an, wie si
h die Gröÿe � �V auf ihrem Wegdur
h das Strömungsgebiet ändert. Eine mögli
he Verformung des Volumens ist, da dieZeitableitung vor dem Integral steht, hierdur
h berü
ksi
htigt. In der Lagranges
hen For-mulierung der allgemeinen Erhaltungsglei
hung vers
hwindet jetzt der Advektionstermaus der Bilanzierung. Der Di�usionsterm tau
ht no
h auf, und Mis
hprozesse (molekularund konvektiv) können mit seiner Hilfe modelliert werden. Da trotz konvektiver Vorgängeder Lagranges
hen Bes
hreibung gefolgt wird, kann von einer in der stellaren Astrophysik1Unter einem Fluidteil
hen wird in der Hydrodynamik die kleinste Einheit einer Strömung verstanden.Es besteht aus genügend vielen Teil
hen, so daÿ die Di
hte bena
hbarter Fluide verglei
hbar ist. SowohlGase als au
h Flüssigkeiten werden unter dem Begri� Fluid subsumiert.2Hier sei an die planparallele, laminare Couette-Strömung erinnert. In vertikaler Ri
htung �ndet keinMaterietransport jedo
h molekularer Impulstransport statt. Dieser ist für die Reibung verantwortli
h,�u = Viskositätskoe�zient.



55 KAPITEL 6. HYDRODYNAMIK IN SPHÄRISCHER SYMMETRIEabges
hwä
hten Formulierung des Lagranges
hen Prinzips gespro
hen werden:DDt ZMV (t) � dV = I�V ~n (� grad  ) dA + ZMV (t) S dV : (6.3)Im weiteren wird darauf verzi
htet für das Volumen explizit MV (t) zu s
hreiben.6.2 Erhaltungsglei
hungenBei der Aufstellung der Erhaltungsglei
hungen spiegeln si
h die Annahmen über die Stern-materie teilweise wider. Die Sternmaterie setzt si
h zusammen aus Materie- und Photo-nengas, wobei die Opazität den Grad der Koppelung der beiden Komponenten angibt.Zunä
hst werden die Erhaltungsglei
hungen des Materiegases aufgestellt.MassenerhaltungDas ionisierte Materiegas im Stern kann als Einkomponenten-Fluid betra
htet werden.Für die Kontinutätsglei
hung ergibt si
h dann die einfa
he Form:DDt ZV � dV = 0 : (6.4)ImpulserhaltungWendet man Newtons zweites Gesetz auf eine Massens
hale an, erhält man die Impulser-haltung für das Gas:DDt ZV �u dV + ZV rP dV + ZV Gm�r2 dV � 4�
 ZV ��H dV = 0 : (6.5)EnergieerhaltungDer erste Hauptsatz der Thermodynamik angewandt auf eine Massens
hale liefert dieEnergieglei
hung mit der spezi�s
hen inneren Energie e als Erhaltungsgröÿe:DDt ZV �edV + ZV Pr � udV � 4� ZV ��(J � S)dV � ZV ��nu
 = 0 : (6.6)In diesem System tau
hen zwei Gröÿen auf, die zum Photonengas gehören; der Strahlungs-impuls H und die Strahlungsenergie J . Eine volle strahlungshydrodynamis
he Betra
h-tung verlangt eine separate Bilanzierung beider Gröÿen. Geht man von einem isotropenStrahlungsfeld, sphäris
her Symmetrie und einem Eddingtonfaktor von 1=3 aus, ergebensi
h na
h Castor (1972) die Strahlungsimpuls-DHDt +Hr � u+H�u�r + 
3 �J�r + 
��H = 0 ; (6.7)



6.2. ERHALTUNGSGLEICHUNGEN 56und die Strahlungsenergieglei
hung in di�erentieller Form,DJDt + 43Jr � u+ 
r �H � 
��(S � J) = 0 : (6.8)Beide Glei
hungen erhält man über eine Momentenbildung der Strahlungstransportglei-
hung. Die Strahlungsenergieglei
hung ergibt si
h dabei aus dem nullten Moment unddie Strahlungsimpulsglei
hung aus dem ersten Moment. Die volle Bes
hreibung und einedetaillierte Herleitung ist bei Mihalas & Mihalas (1984) zu �nden. Da die Sternmaterieoptis
h di
k ist, wird in dieser Arbeit für die Strahlung die Di�usionsapproximation an-genommen. Die Strahlungsimpulsglei
hung wird dabei zumindest dann auf den Grenzfallder sogenannten Eddington-Approximation reduziert:H = � 13�� �J�r : (6.9)Na
h der Di�usions-Approximation ist die Strahlungsenergie J glei
h der integriertenPlan
kfunktion B, d.h. es wird ein lokales thermodynamis
hes Glei
hgewi
ht an (LTE)vorausgesetzt: J = B = ��T 4 : (6.10)� ist die Stefan-Boltzmann-Konstante. Der Strahlungsdru
kanteil in der Impulsglei
hungkann somit dur
h die Temperatur ausgedrü
kt werden. Mit Hilfe der Di�usionsapproxi-mation (6.10) und unter der Annahme der Eddington-Näherung, Prad = 4�J=3
 wird derStrahlungsdru
k in eine ans
hauli
he Form gebra
ht:�4�
 ZV ��H dV = 4�3
 Z�V J dA; (6.11)= Z�V aT 43 dA; (6.12)= Z�V Prad dA : (6.13)Die beiden Dru
kanteile werden zum Gesamtdru
k, P = Pgas + Prad, zusammengefasst.Die Impulsglei
hung lautet nun:DDt ZV �u dV + ZV rP dV + ZV Gm�r2 dV = 0 : (6.14)Die Di�usionsapproximation vereinfa
ht ebenfalls die Strahlungsenergieglei
hung:4���(S � J) = 4�r �H : (6.15)Mit den Beziehungen (6.9) und (6.10) wird s
hlieÿli
h der Strahlungs�uÿ Frad de�niert;4�r �H = r ���4a
T 33�� �T�r � ; (6.16)= r � Frad : (6.17)



57 KAPITEL 6. HYDRODYNAMIK IN SPHÄRISCHER SYMMETRIEBerü
ksi
htigt man no
h, daÿ der Energietransport au
h auf konvektivem Wege ges
hehenkann, ergibt si
h die Energiebilanz für die Materie zu:DDt ZV �e dV + ZV Pr � u dV � Z�V (Frad + F
onv) dA� ZV ��nu
 dV = 0 : (6.18)Der konvektive Fluÿ F
onv muÿ mit Hilfe eines Konvektionsmodells bestimmt werden, wasmindestens zu einer weiteren Glei
hung führt. Man unters
heidet zwis
hen stationärenund instationären Konvektionsmodellen, die weiterhin von lokaler oder ni
htlokalerArt sein können. Wenn die Interaktion von Pulsation und Konvektionszonen studiertwerden soll, ist ein instationäres Konvektionsmodell nötig, weil beide Phänomene eineverglei
hbare Zeitskala besitzen. Da kein zuverlässiges zeitabhängiges Konvektionsmodellexistiert und bisherige Untersu
hungen kein einheitli
hes Bild zei
hnen, wurde bei derhydrodynamis
hen Simulation � wie bei der linearen Analyse au
h � von einem zeitli
hunveränderten konvektiven Energie�uÿ ausgegangen (�frozen-in approximation� ) Ge-brau
h gema
ht. Eine Interaktion zwis
hen Pulsation und konvektiv instabilen S
hi
htenwird ignoriert.Glei
hung (6.18) bedarf einer weitergehenden Diskussion hinsi
htli
h des erstenTermes. Die vorhandenen Sternmodelle entstammen einer Entwi
klungsre
hnung fürhydrostatis
he Sterne. Sie be�nden si
h daher ni
ht notwendigerweise im thermis
henGlei
hgewi
ht. Jede Massens
hale besitzt einen gewissen Betrag an gravitativer Bin-dungsenergie, der von der Vorges
hi
hte des Sterns abhängt, und positiv oder negativsein kann. Diese gravitative Bindungsenergie wird dur
h das erste Integral in der Ener-gieglei
hung repräsentiert. S
hreibt man Glei
hung (6.18) für den quasi-hydrostatis
henFall (u � 0) auf,DDt ZV �e dV ������entw � Z�V (Frad + F
onv) dA� ZV ��nu
 dV = 0 ; (6.19)lassen si
h der konvektiven Energie�uÿ und die gravitative Bindungsenergie zu einemQuellterm zusammenfassen;ZV SGCdV := DDt ZV �e dV ������entw � Z�V F
onv dA (6.20)= Z�V Frad dA+ ZV ��nu
 dV : (6.21)Während der Pulsation wird der Quellterm SGC konstant gehalten. Er spiegelt zum einendie Vorges
hi
hte des Sterns wider, zum anderen die mangelnden Kenntnisse über dieWe
hselwirkung einer konvektiv instabilen S
hi
ht mit der Pulsation. Die Energieglei-
hung erhält s
hlieÿli
h die Form:DDt ZV �e dV + ZV Pr � u dV � Z�V Frad dA� ZV ��nu
 � ZV SGC dV = 0 : (6.22)Es sei no
hmals betont, daÿ der Quellterm aus dem Hintergrundmodell gewonnen wird.Um das Glei
hungssystem zu s
hlieÿen, sind Materialfunktionen und die Spezi�zierungder Zustandsglei
hung notwendig.



6.3. NUMERISCHE VISKOSITÄT 586.3 Numeris
he ViskositätDie molekulare Dissipation wurde wegen ihrer vers
hwindenden Gröÿe in der Bilanzierungni
ht berü
ksi
htigt. Daher tau
ht in der bisherigen Formulierung von Impuls- und Ener-gieglei
hung kein Viskositätsterm auf. Bilden si
h jedo
h Verdi
htungsstöÿe, ändern si
hdie thermodynamis
hen und me
hanis
hen Gröÿen sehr stark über sehr kleine Distan-zen. Es entstehen groÿe Ges
hwindigkeitsgradienten, so daÿ selbst bei verna
hlässigbarermolekularer Viskosität3 � die viskose Reibung (Viskositätsterm, ��u=�x) groÿe Werteannimmt. Für den Fall, daÿ die Strömung eindimensional und planparallel ist, lautet diedi�erentielle Form der Impulsglei
hung (Courant, 1948):�(�u)�t + ��x ��u2 + p� ��u�x� = 0 : (6.23)Die Stoÿdi
ke beträgt einige mittlere freie Weglängen. Um Stöÿe numeris
h behandelnzu können, haben von Neumann & Ri
htmyer (1950) eine künstli
he Viskosität einge-führt. Dabei wurde ausgenutzt, daÿ der Viskositätsterm formal als viskoser Dru
ktermbetra
htet werden kann. Sie führten einen sol
hen viskosen Dru
k ein, der in der unmit-telbaren Nähe von Stöÿen wirkt. Ihre ursprüngli
he Arbeit bezog si
h auf planparalleleStrömungen. Ts
harnuter & Winkler (1979) verallgemeinerten diesen Ansatz und führteneine geometrieunabhängige Tensorviskosität ein:Q = �Q �r~u� 13r � ~uI� : (6.24)Hierbei bezei
hnetr~u den symmetrisierten Ges
hwindigkeitsgradiententensors, I den Ein-heitstensor und �Q die künstli
he Viskosität. Der viskose Impulstransport, ~uQ, und dieviskose Energiedissipation, �Q, lauten:~uQ = �r �Q; (6.25)�Q = �1�Q � r~u : (6.26)Die numeris
he Viskosität besteht aus einem linearen und einem quadratis
hen Term,wel
he mit den Koe�zienten q1 und q2 gewi
htet sind:�Q = �q1lvis

s + q22l2vis
min (r � ~u; 0) : (6.27)Das Produkt (q1;2lvis
) von Viskositätskoe�zient und viskoser Längenskala bestimmt dieDistanz, über die ein Stoÿ verbreitert werden soll. In dieser Arbeit wurde für lvis
 die Ma-s
henweite, gemessen im Radius, zwei bena
hbarter Zellen angesetzt (vgl. Diskretisierungdes Sterns S. 59); lvis
 = �r;= ri � ri+1 : (6.28)Der lineare Teil von Gl. (6.27) hängt von der lokalen S
hallges
hwindigkeit ab. Dieser Termwurde mit dem Quadrat des Massenverhältnisses, (mi=M)2, skaliert, um die künstli
he3Nur in diesem Abs
hnitt bezei
hnet � die molekulare Viskosität. Im übrigen Text ist mit � dasMolekulargewi
ht gemeint.



59 KAPITEL 6. HYDRODYNAMIK IN SPHÄRISCHER SYMMETRIETabelle I Pulsationsglei
hungenDDt RV � dV = 0 Kontinuitätsglei
hungDDt RV �u dV + RV rP dA+ RV Gm�r2 dV � RV uQdV = 0 Impulsglei
hungDDt RV �e dV + RV (Pr � u� ��nu
 � SGC � ��Q) dV � R�V Frad dA = 0 Energieglei
hungDr3Dt � 3r2u = 0 Lagrange-Bedingung
Dämpfung im Zentrum � die Quelle der Instabilität � so klein wie mögli
h zu halten4.Der zweite Term wurde ni
ht skaliert. Während der lineare Teil der künstli
hen Viskositätstets wirkt, ist der quadratis
he Teil nur bei Kompression (r�u < 0) und ni
hthomologerBewegung einer Massens
hale. Für die Viskositätskoe�zienten werden im allgemeinenWerte im Intervall [0 : 2℄ gewählt.6.4 Zusammenfassung aller relevanten Glei
hungenDas dynamis
he Verhalten einer selbstgravitierenden Gaskugel wird dur
h die Erhaltungs-glei
hungen und die Lagrange-Bedingung vollständig bes
hrieben. Sie sind in Tabelle 6.4aufgelistet. Die zur S
hlieÿung des Systems no
h benötigten Zustands- und Material-funktionen stehen in Tabelle II. Die Programmroutinen zur Bestimmung der Opazität,des Molekulargewi
htes und der nuklearen Energieproduktion wurden aus dem Stern-entwi
klungsprogramm von C. W. Straka übernommen. Eine genaue Bes
hreibung derFunktionsweise ist bei Straka (2002) zu �nden. Die nukleare Energieproduktion wird mitHilfe eines Netzwerkes gewonnen. Die Änderung der Zusammensetzung wird jedo
h ni
htberü
ksi
htigt. Die Pulsationen vollziehen si
h auf der dynamis
hen Zeitskala und, wiein Kapitel 8 gezeigt wird, die physikalis
he (Simulations-)Zeit erstre
kt si
h über einenZeitraum von einigen hundert Tagen. Die Änderung der 
hemis
hen Zusammensetzungin diesem Zeitraum ist weder für die Energieproduktion no
h für das Molekulargewi
htvon Bedeutung.6.5 Diskretisierung und LösungsalgorithmusZur numeris
hen Behandlung der drei Erhaltungsglei
hungen wurde die Finite-Volumen-Methode (FVM) gewählt. Hierbei wird das Re
hengebiet (der Stern) in ni
ht überlappen-de Zellen (konzentris
he Massens
halen) aufgeteilt. Die abhängigen Gröÿen sind ni
ht amglei
hen Ort de�niert, man spri
ht von einem gesta�elten Gitter (im Englis
hen �stagge-red grid� ). Abbildung 6.1 zeigt eine s
hematis
he Aufteilung des Re
hengebietes. Skalare4Das Verhältnis von Zentralkugel zu Gesamtmasse, mz=M , beträgt 10�7



6.5. DISKRETISIERUNG UND LÖSUNGSALGORITHMUS 60Tabelle II Zustands- und MaterialfunktionenFrad = �4a
T 33�� �T�r radiativer Strahlungs�uÿP = R� �T + aT 43 Zustandsglei
hunge = 32 R� T + aT 4� + eion spez. innere EnergieQ = �Q �r~u� 13r � ~uI� Reynolds-Tensor~uQ = �r �Q viskose Kraftdi
hte�Q = �1�Q � r~u viskose Energiedissipation�Q = �q1lvis

s + q22l2vis
min (r � ~u; 0) künstli
he Viskositätlvis
 = ri � ri+1 viskose Längenskala� = �(T; �;Xi) Opazität� = �(e; �;Xi) Molekulargewi
ht�nu
 = �nu
(T; �;Xi) EnergieproduktionGröÿen, wie die Di
hte, der Dru
k, die Temperatur und die innere spezi�s
he Energiesind in der Zelle bzw. Massens
hale de�niert, ri+1=2. Sie stellen repräsentative Mittelwer-te der Zelle dar. Vektorielle Gröÿen wie der Radius und die Ges
hwindigkeit sind an denZell�ä
hen de�niert, am Ort ri. Die Masse ist wegen der Aufteilung in Massens
halenan den Zell�ä
hen de�niert, wodur
h au
h die anfängli
he Lage der Radien ri gegebenist. Der Zusammenhang zwis
hen dem Ort der Zellmitte und dem Ort der Zell�ä
he muÿspezi�ziert werden. In der Regel wird der arithmetis
he Mittelwert des Radius genom-men. Diese Arbeit folgt jedo
h dem S
hema von Dor� et al. (2005), die aus Gründender Konsistenz vors
hlagen, den arithmetis
hen Mittelwert der Volumina zu nehmen. DieBeziehung bena
hbarter Radien hat dann die folgende Form:r3i+1=2 = r3i + r3i+12 : (6.29)Die Bere
hnung der Ges
hwindigkeit in Zellmitte (ui�1=2), wie sie für den Viskositätstermgebrau
ht wird, kann entweder aus dem arithmetis
hen Mittel der Ges
hwindigkeit derangrenzenden Zellen oder aus dem Mittelwert der Volumenströme bestimmt werden:ui+1=2 = 8><>: 12 (ui + ui+1)12r2i+1=2 �r2i ui + r2i+1ui+1� : (6.30)
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rAbbildung 6.1: Skizze des zugrunde liegenden gesta�elten Gitters. Halbe Indizes markieren die Zell-mitte, ganze die Zell�ä
he.Für die dur
hgeführten Simulationen hatte die Wahl der Mittelung der Ges
hwindigkeitkeinen Ein�uÿ auf das Ergebnis. Die Diskretisierung soll exemplaris
h an der Impulsglei-
hung demonstriert werden:D(�imui)Dt + 4�r2i�iP + Gmi�imr2i � 8�3ri�i��Q�r3 ��u�r � ur �� = 0 : (6.31)Der Operator � ist dur
h: �i =  i�1=2 �  i+1=2 ; (6.32)�i+1=2 =  i �  i+1 ; (6.33)de�niert. Verfährt man so au
h mit den anderen Erhaltungsglei
hungen und bringt dieTerme ohne Zeitableitung auf die re
hte Seite, erhält man eine gewöhnli
he Di�erential-glei
hung 1. Ordnung in der Zeit. Alle Glei
hungen haben dann die Form:�~x�t = H[~x℄; (6.34)t(n+1)Zt(n) �~x�t dt = t(n+1)Zt(n) H[~x℄dt : (6.35)H ist der räumli
he Operator und der Vektor ~x faÿt die abhängigen Variablen zusammen.Die Integration dieses Systems muÿ implizit erfolgen, um die Eins
hränkungen für denZeits
hritt dur
h die CFL-Bedingung (Courant et al., 1928) zu umgehen. Es gibt zweiWege das System zu integrieren:Zeitli
h zentrierter Operator,~x(n+1) � ~x(n)Æt = H[~x℄ = (1� �)H[~x(n)℄ + �H[~x(n+1)℄ : (6.36)Bei dieser Vorgehensweise wird der gesamte Operator formal als eine Variable betra
htetund integriert.Zeitli
h zentrierte Variable,~x(n+1) � ~x(n)Æt = H[�~x℄ = H[(1 � �)~x(n) + �~x(n+1)℄ : (6.37)



6.5. DISKRETISIERUNG UND LÖSUNGSALGORITHMUS 62Alternativ zur Integration des Operators werden die wahren Variablen des Systems inte-griert. Beide Verfahren sind im Falle eines linearen Operators H identis
h. Ferner ist esmögli
h, mit Hilfe des Parameters � zwis
hen einervoll expliziten � = 0;voll impliziten � = 1;semi-impliziten � = 1=2;Zeitintegration zu wählen. Nur eine Integration mit � = 1=2 ist von zweiter Ordnung.Jede andere Wahl von � ist formal nur von 1. Ordnung. Die Auswirkung der Ordnungder Zeitintegration auf die Pulsationsre
hnung wird in Kapitel 7 gezeigt. In dieser Arbeitwurde die Methode der zeitli
h zentrierten Variablen verwendet. Na
h der räumli
henDiskretisierung und der Zeitintegration ergibt si
h ein ni
htlineares Glei
hungssystem, dasiterativ gelöst werden muÿ. Hierfür wurde das Newton-Raphson-Verfahren (z.B. S
hwarz1996) gewählt. Zur Herleitung des Lösungsalgorithmus werden die vier Glei
hungen einerMassens
hale zu einem Residuenvektor zusammengefaÿt;Gm = Gm(Ui�1; Ui; Ui+1) ; 1 < m < 4 : (6.38)Der Vektor Ui faÿt die abhängigen Variablen der i-ten Massens
hale zusammen,Ui = 0BB� �uer 1CCA : (6.39)Der Residuenvektor einer Massens
hale hängt von den Gröÿen an den bena
hbarten S
ha-len ab. Linearisiert man den Residuenvektor mittels einer Taylorreihenentwi
klung undbri
ht na
h dem ersten Glied ab, führt dies auf:Gm(Uk+1) = Gm(Uk) + �Gm�Uj ����k � (Uk+1j � Ukj ) = 0 : (6.40)Dies stellt eine Iterationsvors
hrift mit dem Lau�ndex k dar. Der räumli
he Index j läuftvon i � 1 bis i + 1. Wie in der De�nition des Residuenvektors (6.38) zu sehen ist, sinddie Residuenvektoren bena
hbarter S
halen gekoppelt. Wendet man Glei
hung (6.40) aufden Residuenvektor aller N -Massens
halen an,
Gmi =0BBBBBBBBBB�

G11G21G31G41:::G4N
1CCCCCCCCCCA ; (6.41)

erhält man unter Bea
htung der Randbedingungen ein lineares Glei
hungssystem mitBlo
kstruktur. Die Ableitung des Residuenvektors na
h dem Vektor der unabhängigen



63 KAPITEL 6. HYDRODYNAMIK IN SPHÄRISCHER SYMMETRIEVariablen stellt mathematis
h eine Matrix dar, es handelt si
h um die Ja
obi-Matrix.Ausgehend von einer Startlösung U (n)i wird die Lösung U (n+1)i zu einem späterenZeitpunkt iterativ bestimmt. Die Iteration kann abgebro
hen werden, wenn die relativeÄnderung zwei sukzessiver Iterations
hritte eine vorgegebene S
hranke unters
hreitet:max �����U (n+1);k+1i � U (n);kiU (n+1);k+1i + � ����� < � ; (6.42)� ist eine zusätzli
he Konstante, die verhindert, daÿ dur
h die Zahl 0 dividiert wird. DerZeits
hritt unterliegt keiner numeris
hen oder verfahrenste
hnis
hen Bedingung, sondernwird dur
h die gewüns
hte Au�ösung transienter Vorgänge bes
hränkt. Dies ges
hiehtmittels einer Zeits
hrittkontrolle. Hierzu wird die relative Änderung einer Gröÿe na
hzwei sukzessiven Integrationss
hritten bere
hnet. Die Variable mit der gröÿten zeitli
henÄnderung bestimmt die nä
hste Zeits
hrittweite:Æt(n+1) = 8>>>><>>>>: 32Æt(n) falls s < 12smaxÆt(n) falls 12smax � s � 12smax12Æt(n) falls s > smax (6.43)
s = max �����U (n+1)i � U (n)iU (n)i + � ����� : (6.44)� hat hier die glei
he Funktion wie beim Iterationsabbru
h (6.42). smax ist eine vorde�-nierte Gröÿe, die die maximal zulässige Änderung in den abhängigen Variablen angibt.smax hat typis
herweise Werte der Gröÿenordnung 10�1.6.6 RandbedingungenDie zur Bes
hreibung eines Systems aufgestellten Glei
hungen bergen im allgemeinen eineMannigfaltigkeit an Lösungen. Die Navier-Stokes-Glei
hungen können zum Beispiel Rohr-strömungen, Orkane, Sternentstehung oder die Umströmung eines Wiedereintrittskörpersbes
hreiben. Dur
h die Wahl der Randbedingungen legt man eines dieser strömungsme-
hanis
hen Probleme fest.In den folgenden Ausführungen sind Gröÿen an der Ober�ä
he (dem äuÿeren Rand) miteinem tiefergestellten Index 1 und sol
he am inneren Rand mit N bzw. im geometris
henS
hwerpunkt mit N + 1 gekennzei
hnet.ZentrumDie innere Randbedingung ist ni
ht im S
hwerpunkt5 des Sterns formuliert. Im Zentrumbe�ndet si
h eine homogene Kugel konstanter Masse, mz bzw. mN , die an der Pulsation5Geometris
her S
hwerpunkt und Massens
hwerpunkt fallen wegen der vorausgesetzten sphäris
henSymmetrie des Sterns zusammen.



6.6. RANDBEDINGUNGEN 64beteiligt ist und nur 10�7 der Gesamtmasse M ausma
ht. Die Bewegung der zentralenKugel ist dur
h die Lagrange-Bedingung vorgegeben:r3��n+1N � r3��nN � 3Z r2NuNdt = 0; m = mN : (6.45)Die Leu
htkraft, lN , am inneren Rand kann ohne weiteres aus dem Strahlungs�uÿ bere
h-net werden, wenn für die Temperatur ein re
htsseitiges Di�erenzens
hema gewählt wird.In die Bilanz geht au
h die Leu
htkraft, lN+1, im geometris
hen Mittelpunkt des Sternsein, rN+1 = 0. Damit die Energiequellen endli
h bleiben, muÿ lN+1 vers
hwinden:lN+1 = 0; m = 0 : (6.46)Ober�ä
heIn der hydrodynamis
hen Pulsation wurde die Lage der Ober�ä
he aus der Sternentwi
k-lungsre
hnung übernommen. Beim hydrostatis
hen Ausgangsmodell ist die Ober�ä
hedort plaziert, wo die optis
he Tiefe � auf 2=3 abgefallen ist. Au
h hier gilt für die Ober-�ä
he die Lagrange-Bedingung:r3��n+11 � r3��n1 � 3Z r21u1dt = 0; m =M : (6.47)Für den Strahlungsstrom wurde, Grott et al. (2005) folgend, verlangt, daÿ die Gradientender Wärmequellen vers
hwinden; grad ( divF1) = 0 : (6.48)Na
h Grott et al. (2005) wird dur
h diese Wahl der äuÿeren Randbedingung ein Passierendes Stoÿes über die Ober�ä
he ohne Re�exion si
hergestellt.



Kapitel 7Te
hnis
he Strategien
7.1 Relaxierung der HintergrundmodelleGrundlage der Pulsationsre
hnungen sind � wie in der linearen Analyse au
h � hy-drostatis
he Sternmodelle, die einer vollständigen Entwi
klungsre
hnung entstammen.Aufgrund der approximativen Natur numeris
her Verfahren kann ni
ht verlangt wer-den, daÿ eine Glei
hgewi
htslösung numeris
h eine sol
he bleibt, wenn das Verfahrenoder das Diskretisierungss
hema we
hselt. Die Pulsationsre
hnung muÿ jedo
h vonhydrostatis
hen Modellen ausgehen, weil numeris
he Fehler Störungen im ni
htlinearenRegime induzieren können, wodur
h ein Spektrum an Eigenmoden angeregt wird. DieHydrostatik geht au
h verloren, wenn die Anzahl der Gitterpunkte im na
hhineinverändert wird oder wenn ein We
hsel von einfa
hen zu logarithmis
hen Variablenstatt�ndet, bei sonst glei
her numeris
her Handhabung. Die Art der Interpolation spielteine untergeordnete Rolle. Es besteht daher die Notwendigkeit, die Sternmodelle imSinne des neuen numeris
hen Formalismus hydrostatis
h zu ma
hen. Eine Mögli
hkeitdiese Störungen zu unterdrü
ken besteht darin, sie mittels künstli
her Viskosität zudämpfen. Ein anderer Weg verlangt die Relaxierung des Sternmodells, dies entspri
ht imwesentli
hen einer Na
hiteration. In dieser Arbeit wurde die zweite Mögli
hkeit gewählt.Werden die Zeitableitungsterme aus den Pulsationsglei
hungen gestri
hen, lauten die zuerfüllenden Glei
hungen:Zustandsglei
hung: P � R�T� � aT 43 = 0; (7.1)Massenglei
hung: �m� � ��V = 0; (7.2)Impulsglei
hung: Z�V PdA+ ZV Gm�r2 dV = 0; (7.3)Energieglei
hung: Z�V FraddA+ ZV ��nu
dV + ZV SGCdV = 0: (7.4)

65



7.2. ANREGUNG DER PULSATION 66Um ein Maÿ für die Auswirkung der Relaxation auf das Sternmodell zu erhalten, kanndie maximale Änderung Dmax( ) = max ���� rlx �  o o ���� � 100 (7.5)in Prozent einer Variablen  bestimmt werden.  o gibt den Wert einer abhängigen Varia-blen des Hintergrundmodells an und  rlx ist der si
h na
h der Relaxation ergebende Wert.Na
h Tabelle 7.1 zieht die Relaxation o�ensi
htli
h keine physikalis
he Veränderung derSternstruktur na
h si
h, da alle Änderungen zwis
hen 0:01%� 0:1% liegen. In Abbildung7.1 ist die prozentuale Änderung der Di
hte über den Stützstellenindex1 aufgetragen.Tabelle 7.1: Maximale Änderung in Temperatur, Di
h-te, Dru
k und Radius, eines 350M�-Stern, in Prozent.Dmax(T ) Dmax(�) Dmax(P ) Dmax(r)0:012 0:16 0:05 0:01Für den Strahlungs�uÿ und die Materialfunktionen gelten die Beziehungen in Kapitel 6.2.7.2 Anregung der PulsationEs gibt mehrere Mögli
hkeiten, den Stern in S
hwingung zu versetzen. Im allgemeinenwird eine Ges
hwindigkeitsstörung induziert. Falls die Instabilitäten stark, daÿ heiÿt, dieAnwa
hsraten groÿ genug sind, können die instabilen Moden im Extremfall aus dem nu-meris
hen Raus
hen zu endli
hen Amplituden anwa
hsen (Grott et al., 2005). Eine andereMögli
hkeit besteht darin, jede Massens
hale mit einem Bru
hteil der lokalen Ma
h-Zahlzu stören (u(mr) = 0:1 � 0:2Ma(mr)). Diese gängigen Wege sind hier wegen der sehrkleinen Anwa
hsrate ni
ht mögli
h. Wird der Stern auf die zweite Weise in S
hwingungversetzt, so werden zusammen mit der Fundamentalen au
h höhere Moden angeregt, die� wegen ihrer starken Dämpfungsrate � bald abklingen und nur die Fundamentalmodezurü
klassen. Die mit der Anregung induzierte S
hwingungsenergie geht hierbei jedo
hmit den abklingenden Obertönen verloren. Da si
h aber die Instabilität auf die Funda-mentalmode bes
hränkt, wäre es wüns
henswert, diese gezielt anzuregen, ohne Verlusteder induzierten Anregungsenergie. Dies ist mögli
h, wenn die Eigenfunktion der Funda-mentalmode des betre�enden Sternmodells aus der linearen Analyse verwendet wird. Ab-bildung 7.2 zeigt eine sol
he Ges
hwindigkeitsstörung. Sie wurde aus der Lagranges
henVers
hiebung gewonnen und auf die gewüns
hte Amplitude skaliert,u(mr) / r0(mr) � x(mr):Der Vollständigkeit halber sei erwähnt, daÿ au
h Appenzeller (1970) dem Problem derkorrekten Anregung gegenüberstand und zur Lösung ebenfalls Ergebnisse der linearen1Die Sterne sind für die numeris
he Simulation in 400 konzentris
he S
halen aufgeteilt, mit i = 1(Ober�ä
he) und i = 400 (innerer Rand), vgl. Kapitel 6.6.
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Stuetzstellenindex i Abbildung 7.1: Verlauf der relativen Änderung in der Di
hte über der Stützstellenzahl. Die gröÿterelative Abwei
hung vom Hintergrundmodell beträgt ledigli
h 0.16% und tritt an der Ober�ä
he (i = 1)auf.Analyse verwendete. Jedo
h war dies in seinem Fall ni
ht ausrei
hend, da Moden höhererOrdnung deutli
h im Ges
hwindigkeitsverlauf bemerkbar waren. Dies lag hö
hstwahr-s
heinli
h an der unzurei
henden Au�ösung des verwendeten Hintergrundmodells. DerStern wurde nur in 136 Massens
halen unterteilt, wohingegen die Sternmodelle in dieserArbeit 400 Massens
halen besitzen. Als Gegenmaÿnahme zu den mit angeregten Obertö-nen verwendete Appenzeller (1970) anfängli
h eine Zeitintegration 1. Ordnung, um mitHilfe der dem Verfahren immanenten hohen numeris
hen Dissipation (vgl. die Diskussionauf S. 70, insbesondere Abb. 7.4) alle Obertonkomponenten soweit zu dämpfen, bis dieFundamentalmode die S
hwingung dominiert.7.3 Konsequenzen der kleinen Anwa
hsrateDie lineare Analyse sagt ni
ht nur aus, ob das Hintergrundmodell linear stabil ist oderinstabil, sondern ma
ht au
h eine Aussage darüber, auf wel
her Zeitskala si
h eine In-stabilität entwi
kelt. Die Anwa
hsrate der instabilen Fundamentalmode beträgt bei denuntersu
hten Population-III-Sternen typis
herweise einige 1000 Jahre (vgl. Abb. 5.4b).Die kleinen Anwa
hsraten sind typis
h für den �-Me
hanismus und unabhängig von derSterngeneration (Glatzel & Kiriakidis 1993, Bara�e et al. 2001). Das liegt daran, daÿ dieQuelle der Instabilität � das nukleare Brennen � naturgemäÿ im tiefen Inneren des Sternsplaziert ist, wo die Abwei
hung von der Ni
htadiabasie am kleinsten ist. Es ist letztli
h
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Radius [cm]Abbildung 7.2: Die induzierte Störges
hwindigkeit.die Abwei
hung von der Ni
htadiabasie, die für die Gröÿenordnung der Anwa
hsrate be-stimmend ist! Für die hydrodynamis
he Simulation des Problems ergeben si
h hierauszwei zu berü
ksi
htigende Gesi
htspunkte: die Re
henzeit und die Dissipation.Re
henzeitWegen der langen Anwa
hszeit �e ist es ni
ht mögli
h, mittels einer hydrodynamis
henSimulation die Störungen aus dem linearen in das ni
htlineare Regime zu verfolgen. Eines
hli
hte und do
h aussagekräftige Abs
hätzung,Nzst = �e�t � 107�� 10�� = 108; (7.6)zeigt, daÿ allein 108 Zeits
hritte (Nzst) mit der Weite �t nötig wären, um das Anwa
hsender Amplitude um das e-fa
he zu beoba
hten, während die Ges
hwindigkeitsamplitudesi
h no
h im linearen Regime be�ndet. Dies ist re
hente
hnis
h ni
ht umsetzbar. Umdie Pulsation aufzulösen, muÿ die Integrationszeits
hrittweite in der Gröÿenordnung derFreifallzeit liegen, �t � ��=10. Die erste Konsequenz lautet somit:Die anfängli
he Störung der Modelle muÿ bereits im (lei
ht) ni
ht-linearen Regimeerfolgen.Um den Ein�uÿ der Ni
htlinearität zu demonstrieren, ist in den Abbildungen 7.3a und7.3b die Pulsationsges
hwindigkeit der innersten Kugel aufgetragen. Im ersten Fall (7.3a)
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Abbildung 7.3: a) Der Ges
hwindigkeitsverlauf des inneren Randes bei Anregung der Fundamentalm-ode. Die Störung liegt im linearen Berei
h, die Kurve ist sinusförmig. b) Wie a) aber mit einer stärkerenStörung, so daÿ ni
htlineare E�ekte (sägezahnähnli
her Kurvenverlauf) si
htbar werden.beträgt die Ma
hzahl im Zentrum Maz = 10�5 und im zweite Fall (7.3b) Maz = 5 � 10�4.Deutli
h zu erkennen ist die Abwei
hung vom Sinus-Pro�l bei höherer Ma
hzahl im Zen-trum hin zu einem sägezahnähnli
hen Pro�l. Da der räumli
he Ges
hwindigkeitsverlaufdur
h die Anfangsstörung (siehe Abb. 7.2) vorgegeben ist, ist die Ma
hzahl an der Ober-�ä
he dur
h Vorgabe der Ma
hzahl im Zentrum festgelegt. Im zweiten Fall beträgt dieGes
hwindigkeit der Ober�ä
henmassens
hale das 5fa
he der lokalen S
hallges
hwindig-keit. Bei sol
h hohen Ma
hzahlen werden unmittelbar Verdi
htungsstöÿe verursa
ht. Dadies ni
ht erwüns
ht ist, sieht man si
h bei der ri
htigen Wahl der Anfangsstörung zweiHerausforderungen gegenübergestellt:1. Die Anfangsstörung im Zentrum soll groÿ genug sein, um im ni
htlinearen Regimezu liegen.2. Die Anfangsma
hzahl darf an der Ober�ä
he ni
ht viel gröÿer als 1 sein.Wüns
henswert wäre eine Ober�ä
henma
hzahl kleiner als 1. Beiden Voraussetzungenwurde in dieser Arbeit Re
hnung getragen.DissipationDie zweite S
hwierigkeit, die si
h bei kleiner Anwa
hsrate ergibt, betri�t die Dissipation.Besitzt ein System eine kleine Anwa
hsrate, heiÿt das physikalis
h, daÿ der anfa
hendeBeitrag den dämpfenden nur lei
ht übersteigt. Das verwendete Verfahren sollte somit sowenig numeris
he Dissipation besitzen wie mögli
h und nur so viel wie nötig. Die Hinzu-nahme der künstli
hen Viskosität läÿt si
h aber ni
ht vermeiden, wenn Verdi
htungsstöÿeverbreitert werden müssen. In den Abbildungen 7.4a und 7.4b sind die Auswirkungender dur
h die Zeitintegration verursa
hten numeris
hen Dissipation zu sehen. Wird fürdie Zeitintegration ein (implizites) Verfahren von 1. Ordnung gewählt (� = 1), ma
htsi
h die numeris
he Dissipation sehr stark bemerkbar. Sie dissipiert die induzierte An-regungsenergie und bringt die Pulsation s
hlieÿli
h zum Erliegen. Bei einem Verfahren
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b)Abbildung 7.4: a) Der Ges
hwindigkeitsverlauf des inneren Randes bei impliziter Zeitintegration, � =1. b) Ges
hwindigkeitsverlauf des inneren Randes bei semi-impliziter Zeitintegration, � =1/2.zweiter Ordnung (Crank-Ni
holson, � = 1=2) ist ein Abklingen der Amplitude ni
ht zubeoba
hten. Die zweite Konsequenz läÿt si
h so formulieren:Das gewählte numeris
he Verfahren darf nur so wenig numeris
he Dissipation besitzenwie mögli
h und nur so viel wie nötig2.Es ist ferner bemerkenswert, die Gröÿe der Anwa
hszeit �e der Instabilität mit der ther-mis
hen Zeitskala �KH, wel
he die Entwi
klungszeit des Sterns bestimmt, zu verglei
hen.Für den 450M�-Stern ergibt si
h folgendes Verhältnis von thermis
her Zeitskala zu An-wa
hszeit zum Zeitpunkt maximaler Instabilität (Minimum im Imaginärteil, vgl. Abb.5.3): �KH�e = 3:1 � 104a3:7 � 103a / 10: (7.7)Beide Zeitskalen sind demna
h verglei
hbar und konkurrieren miteinander. Der 350M�-Stern ist weniger als 2 �105 Jahre linear instabil. Zu dem besitzt dieser Stern die kleinstenAnwa
hsraten (Abb. 5.4b). Wegen des exponentiellen Charakters der Instabilität ist den-no
h jede in�nitesimale Störung in der Lage, während des instabilen Zeitfensters aufendli
he Werte anzusteigen, wie eine einfa
he Abs
hätzung zeigt:ueua = exp�tinstab�e / 7 � 1010: (7.8)Es wurde von einer Anwa
hszeit �e � 7500 a und einer instabilen Phase �tinstab � 2 �105 aausgegangen. ua bezei
hnet die anfängli
he kleine Störung und ue steht für den am Endeder instabilen Phase resultierenden Wert. Die lineare Störung wird dur
h aufsteigendeTurbulenzballen in der zentralen Konvektionss
hi
ht verursa
ht. Die typis
he Ma
hzahlder Turbulenzballen beträgt 9 � 10�6 bei einer Ges
hwindigkeit von ut = 200 � 300m/s.Na
h (7.8) ergibt si
h mit ue = ut ein unphysikalis
h hoher Wert für ua. Diese Abs
hät-zung demonstriert überzeugend die Fähigkeit des �-Me
hanismus eine anfängli
h lineareStörung anzufa
hen bis ni
htlineare Amplituden errei
ht werden. Dies ist eine grobe Ab-s
hätzung. Eine genauere Re
hnung müÿte die Zeitabhängigkeit der Anwa
hszeit berü
k-si
htigen, die nämli
h am Ende der instabilen Phase um eine Gröÿenordnung gewa
hsen2Dies kann als späte Re
htfertigung für die Wahl des Lagrange-Formalismus dienen. Vgl. Kapitel 6.
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a. 2 � 104 a � 3 � 104 a). Die Berü
ksi
htigung dieser Zeitabhängigkeit ändert jedo
hni
hts am qualitativen Bild.





Kapitel 8Ni
htlineare Entwi
klunginstabiler ModenGemäÿ der linearen Stabilitätsanalyse sind Population-III-Sterne mit einer Masse gröÿerals 350M� pulsationsinstabil. Die S
hwingungsamplitude einer in�nitesimalen Störungnimmt exponentiell zu, bis sie endli
he Werte errei
ht. Die Gültigkeit der linearen Analyseendet an diesem Punkt. Soweit gilt diese Aussage für jedes komplexe System. Im speziel-len Kontext eines Sterns geht mit der endli
hen S
hwingungsamplitude ein Aufsteilen derna
h auÿen s
hreitenden Wellen einher. Es bilden si
h Verdi
htungsstöÿe. Die Stoÿwellenwerden numeris
h mit Hilfe der künstli
hen Viskosität erfaÿt (vgl. Kapitel 6.3). Es isto�ensi
htli
h, daÿ die Phänomene, die dur
h eine endli
he S
hwingungsamplitude verur-sa
ht werden, nur mittels einer hydrodynamis
hen Untersu
hung studiert werden können.Eine sol
he hydrodynamis
he Simulation wurde für vier Population-III-Sterne(750M�; 550M�; 450M� und 350M�) dur
hgeführt. Der erste Teil 8.1 dieses Ka-pitels befaÿt si
h mit den beiden masserei
heren (750M� und 550M�) der vier Sterne.Die beiden verbleibenden Sternmassen (450M� und 350M�) unters
heiden si
h in ihrerhydrodynamis
hen Antwort auf eine ni
htlineare Störung kaum voneinander, daher sollensie gemeinsam im zweiten Abs
hnitt vorgestellt werden.8.1 750M� und 550M�8.1.1 �-Me
hanismus als Ursa
he der AmplitudenzunahmeDie masserei
hen Sterne zeigen das glei
he 
harakteristis
he Verhalten. Daher wirdzunä
hst anhand des 750M�-Sterns das prinzipielle Verhalten erläutert und erst amEnde dieses Abs
hnittes auf den 550M�-Stern eingegangen. Insbesondere beziehen si
halle Zahlenwerte auf den 750M�-Stern.Alle Sterne wurden na
h dem in Kapitel 7 bes
hriebenen S
hema zur Pulsation angeregt.Unter Berü
ksi
htigung der in Kapitel 7.3 erörterten Gesi
htspunkte (S. 69), wurde einStörges
hwindigkeitsverlauf gewählt, bei dem die Ma
hzahl im Zentrum, Maz = 10�4,73
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b)Abbildung 8.1: Ges
hwindigkeitsamplitude am inneren Rand mit a) vollständiger Energieglei
hung, b)reduzierter Energieglei
hung.beträgt. Das entspri
ht einer Ges
hwindigkeit von uz = 290m/s. Die Ma
hzahl an derOber�ä
he ist nur wenig gröÿer als 1, Maob = 1:03, und die Ober�ä
henges
hwindigkeit,uz = 130 km/s, errei
ht 3% der Flu
htges
hwindigkeit. Die künstli
he Viskosität wirdüber die Gewi
htungsfaktoren q1 und q2 kontrolliert. Beide sind variabel. Die Simulationbeginnt mit kleinen Werten (q1 = 0:1; q2 = p0:1) und steigt bei zunehmender Stoÿstärkeauf (q1 = 2; q2 = p2) an. Je kleiner die Ges
hwindigkeit im Zentrum ist, desto längerdauert es, bis ein merkli
hes Anwa
hsen der Amplitude beoba
htet werden kann. Einenatürli
he Quelle für Störungen ist die turbulente Konvektionszone. Die Ges
hwindigkeitder Turbulenzballen im Zentrum beträgt ut � 30m=s. Die Zeit (�tg), die nötig ist, damitdie Störung aus dem linearen in den ni
htlinearen Berei
h (uz = 290m=s) gelangt, kannlei
ht abges
hätzt werden: �tg = �e � ln�uzut� � 5450 a: (8.1)Die Anwa
hszeit zum Zeitpunkt der stärksten Instabilität, �e = 2400 a, wurde angenom-men (Abb. 5.4b). Dies ist eine grobe Abs
hätzung, die jedo
h das Zeitmaÿ sehr gut illu-striert. Eine hydrodynamis
he Simulation auf dieser Zeitskala, bei einer Zeits
hrittweitein der Gröÿenordnung von 100 Sekunden, stöÿt an te
hnis
he Grenzen (vgl. Diskussi-on über die Re
henzeit in Kapitel 7.3). In Abbildung 8.1a ist die Ges
hwindigkeit derZentralkugel über der Zeit aufgetragen. Na
h 25 Tagen ist ein lei
hter Anstieg in derPulsationsamplitude zu beoba
hten. Diese Zunahme in der S
hwingungsenergie kann beiPopulation-III-Sternen aus physikalis
her Si
ht nur dem �-Me
hanismus zuges
hriebenwerden (vgl. Kapitel 2). Eine notwendige Bedingung für die Ri
htigkeit der numeris
henSimulation ist � neben der Plausibilität der Lösung � die re
hneris
he Bestätigung diesesphysikalis
hen Argumentes. Daher wurde die Simulation unter den glei
hen Bedingungen,aber ohne den thermoenergetis
hen Part (Strahlungsenergie�uÿ und nukleare Energiepro-duktion) in der Energieglei
hung, wiederholt. Die Energieglei
hung aus Tabelle 6.4 (S. 59)reduziert si
h dann zu:DDt Z �edV + Z Pr � udV + Z SQCdV � Z ��QdV = 0: (8.2)



75 KAPITEL 8. NICHTLINEARE ENTWICKLUNG INSTABILER MODENDie ersten beiden (von links) Integrale geben die Zustandsänderung an, wie sie si
h imadiabatis
hen Fall ergibt. Der zweite Term umfaÿt, neben dem eingefrorenen konvekti-ven Energie�uÿ, die von der Sternentwi
klung stammende gravitative Bindungsenergie� die Ges
hi
hte des Sternmodells. Das letzte Integral bes
hreibt die Energiedissipationdur
h Viskosität In Abbildung 8.1b ist die si
h neu ergebende S
hwingung mit redu-zierter Energieglei
hung aufgetragen. Die Pulsationsamplitude nimmt nun deutli
h ab.Bei einer rein adiabatis
hen S
hwingung und kleinen Amplituden sollte die Amplitudeweder ab- no
h zunehmen. Die Abnahme der S
hwingungsenergie ist auf den Dissipati-onsterm ��Q zurü
kzuführen, der wegen der endli
hen Störamplitude notwendig ist. ImFalle der kompletten Energieglei
hung (Tabelle 6.4 auf S. 59) ist die nukleare Energie-produktion demna
h sowohl in der Lage die Dämpfung der Hülle � verursa
ht dur
h denStrahlungs�uÿ � als au
h die Dissipation dur
h den Viskositätsterm zu kompensieren unddarüberhinaus ein Anwa
hsen der S
hwingungsamplitude zu bewirken.8.1.2 ZentrumDie nukleare Energieproduktionsrate zeigt wegen ihrer Abhängigkeit von Di
hte und Tem-peratur, � = �(�; T ), ebenfalls einen oszillierenden Verlauf. Um eine Aussage über diee�ektive Energieproduktion während einer S
hwingungsperiode ma
hen zu können, muÿdie mittlere Produktionsrate betra
htet werden:��nu
;i(t�) = 1� Z t+�t �nu
;i(t) dt ; t� = t+ �2 : (8.3)Es ist bequemer, diesen Zahlenwert auf die gesamte nukleare Energieproduktion des Hin-tergrundmodells zu beziehen. Es ergibt si
h die mittlere relative Energieproduktion:�m;rel(t) = Pmi � ��nu
;i(t)Pmi � �nu
;i(t = 0) : (8.4)Anhand dieser Gröÿe soll das Langzeitverhalten der Instabilität im Zentrum betra
htetwerden.Das Verhältnis der mittleren nuklearen Energieproduktion des gesamten Sterns zuranfängli
hen Gesamtenergieproduktion des Hintergrundmodells ist in Abbildung 8.2aufgetragen. Der �-Me
hanismus treibt die Pulsation des Sterns zu Beginn mit zuneh-mender Intensität (Steigung) an. Na
h 110 Tagen errei
ht die Energieerzeugung einMaximum und fällt hierauf monoton ab. Das Maximum beträgt ungefähr das zweifa
heder Energieproduktion des Hintergrundmodells. Augenfällig ist, daÿ die Pulsation keineSättigung errei
ht. Dies deutet auf eine globale Änderung des Sterns hin. Um der Fragena
hzugehen, was den Abfall der Pulsation im Zentrum bewirkt, werden die Vorgängean der Ober�ä
he im nä
hsten Abs
hnitt näher bespro
hen.8.1.3 Die Ober�ä
heDie Ober�ä
henges
hwindigkeit ist in Abbildung 8.3a dargestellt. Der Verlauf läÿt si
hin mindestens zwei Regionen unterteilen: Zu Anfang ist die S
hwingung periodis
h undwä
hst nur langsam an. Na
h 60 Tagen nimmt der Anstieg stark zu und am Ende
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Zeit [d]Abbildung 8.2: Verhältnis der gesamten mittleren Energieproduktion einer Pulsation zu der Gesamt-energieerzeugung des Hintergrundmodells.verliert si
h sogar der oszillierende Charakter der Bewegung. Diese beiden Berei
hesind dur
h eine steile Ges
hwindigkeitszunahme (na
h 
a. 90 Tagen) � verursa
ht dur
heinen starken Verdi
htungsstoÿ � voneinander getrennt. Die Expansion der äuÿerenS
hi
ht führt zu einer Verringerung der lokalen Flu
htges
hwindigkeit. Abbildung 8.3bzeigt das Verhältnis von Ges
hwindigkeit zu lokaler Flu
htges
hwindigkeit der äuÿerenMassens
hale. Die Flu
htges
hwindigkeit wird demna
h übers
hritten. Da aber gemäÿder äuÿeren Randbedingung der Auÿendru
k konstant gehalten wird, bewegt si
h dieMassens
hale na
h einer starken Ausdehnung wieder auf den Stern zurü
k (na
h 120Tagen). Im folgenden soll die S
hwingungsphase genauer betra
htet werden, in dereine Veränderung des Pulsationsverhaltens der äuÿeren Massens
hale auftritt. EinigePulsationen na
h der starken Bes
hleunigung bewegt si
h die betre�ende Massens
hale(Abb. 8.4a) ni
ht mehr einwärts, denn bevor eine Kontraktion statt�nden kann, folgteine neue Stoÿwelle, die die Massens
hale weiter na
h auÿen treibt. Es �ndet eineEntkoppelung der Bewegung dieser Massens
hale von der regulären Pulsation des Sternsstatt. Dieses Verhalten ist ni
ht allein auf die Ober�ä
he bes
hränkt, sondern betri�tau
h darunter liegende S
hi
hten. Die Ges
hwindigkeitskurve der Ober�ä
henmassen-s
hale ist in Abbildung 8.4b zusammen mit den Kurven für zwei tiefer liegende S
halenaufgetragen. Die rote (Ober�ä
he) und die grüne (Index 50) Kurve haben die glei
heS
hwingungs
harakteristik, wobei der Prozeÿ der Entkoppelung bei der weiter innenliegenden Massens
hale zeitli
h verzögert auftritt. Alle dazwis
hen liegenden S
hi
htenhaben den glei
hen Ges
hwindigkeitsverlauf und entkoppeln na
heinander von derPulsation des restli
hen Sterns.
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b)Abbildung 8.3: a) Ges
hwindigkeitsverlauf an der Ober�ä
he des Sterns. b) Verhältnis von Ges
hwin-digkeit zu Flu
htges
hwindigkeit an der Ober�ä
he.
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Abbildung 8.4: a) Auss
hnitt aus Abb. 8.3a. b) rote Kurve wie a), grüne Kurve zeigt den Ges
hwindig-keitsverlauf einer tiefer gelegenen Massens
hale, blaue Kurve eine no
h tiefer gelegenere Massens
hale.
Bei der blauen Kurve (Index 100) �ndet keine Entkoppelung vom Stern statt. Sierepräsentiert das Verhalten aller tiefer liegenden Massens
halen. Die Ges
hwindigkeit-samplitude errei
ht na
h ungefähr 115 Tagen ein Maximum und fällt hierauf stark ab.Eine genaue Betra
htung o�enbart, daÿ si
h der anfängli
he (< 90 Tage) Anstieg derS
hwingungsamplitude der inneren Massens
halen (z.B. Index 100) na
h dem Entkoppelnder Ober�ä
he von der regulären Pulsation (> 90 Tage) in eine Abnahme umkehrt, umhierauf langsam wieder anzusteigen. Dies tritt ebenfalls bei der grünen Kurve (Index80) auf (vgl. Abb. 8.5). Demna
h hat das Entkoppeln der äuÿeren S
hi
hten einenents
heidenden Ein�uÿ auf die Dynamik des Sterns. Eine Quanti�zierung der an derEntkoppelung beteiligten Masse zeigt, daÿ sie si
h beim hier betra
hteten 750M�-Sternauf 1:17M� bezi�ert. Hierdur
h verringert si
h jedo
h die für die Kontraktion zuVerfügung stehende Masse, mit direkten Auswirkungen auf den �-Me
hanismus.



8.1. 750M� UND 550M� 78

-2000

-1500

-1000

-500

 0

 500

 1000

 1500

 80  90  100  110  120  130  140  150  160
 1

 1.1

 1.2

 1.3

 1.4

 1.5

 1.6

 1.7

 1.8

 1.9

 2

v 
[k

m
/s

]

ε m
,r

el
 [-

]

Zeit [d]

a)

Oberflaeche
Index 80

εm,rel

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 4.5

 5

 0  2e+11  4e+11  6e+11  8e+11  1e+12  1.2e+12

M
a 

[-
]

Radius [cm]

b)

t1
t2
t3
t4
t5

Abbildung 8.5: a) Gegenüberstellung von Abb. 8.4b und 8.2. Im Unters
hied zu 8.4b ist hier anstelledes Ges
hwindigkeitsverlaufes der Massens
hale mit dem Index 50 der Verlauf der am tiefsten und so-mit letzten abgeworfenen S
hale (Index 80) gezeigt. b) Ma
hzahlverlauf zu vier aufeinander folgendenS
hwingungszuständen, t1 < t2 < t3 < t4.8.1.4 Zentrum und Ober�ä
he auf einen Bli
kNa
hdem die Ereignisse an der Ober�ä
he und im Zentrum separat betra
htet wordensind, soll in diesem Abs
hnitt der Frage na
hgegangen werden, ob ein � kausaler? � Zu-sammenhang zwis
hen den beiden Orten besteht. Abbildung 8.5a faÿt im wesentli
hendie Abbildungen 8.2 und 8.4 zusammen. Der Anstieg der Energieerzeugung bewirkt einAnwa
hsen der Ges
hwindigkeitsamplitude an der Ober�ä
he. Mit der einsetzenden Ent-koppelung der äuÿersten S
hi
hten erfährt die Energieproduktion einen kurzzeitigen Rü
k-gang, 90 d < t < 95 d. Entkoppelung und Rü
kgang �nden zeitglei
h statt, so daÿ ein di-rekter Zusammenhang vermutet werden kann. Die Entkoppelung der letzten Massens
hale(Index 80) erfolgt zu einem Zeitpunkt, an dem die mittlere nukleare Energieerzeugung imVerhältnis zu der des Hintergrundmodells bereits auf einen kleinen Wert abgesunken ist.Beim Verglei
h der Abbildungen 8.2 und 8.4 fällt ferner auf, daÿ das Maximum der blauenKurve (Index 100) mit dem Maximum der nuklearen Energieproduktion zeitli
h zusam-menfällt (Der Übersi
ht halber ist sie in Abb. 8.5a ausgespart). Dies bekräftigt das Bilddes zweigeteilten Sterns, in dem die Hülle eine eigenständige dynamis
he Entwi
klungerfährt, während der restli
he Stern einheitli
h s
hwingt.8.1.5 DiskussionBetra
htet man allein den me
hanis
hen Aspekt der entkoppelten Masse, ergibt si
hfolgendes Bild: Der �-Me
hanismus bes
hleunigt die Auÿens
halen auf Flu
htges
hwin-digkeit, mit der Folge, daÿ sie si
h ni
ht mehr an der Kontraktion beteiligen. Bereits dieersten abgeworfenen Massens
halen haben � trotz ihrer geringen Masse � einen Ein�uÿauf die Gesamtpulsation, da die nukleare Energieproduktion und die Ges
hwindigkeit-samplitude der no
h ni
ht abgeworfenen S
halen hierna
h kurzzeitig, aber merkli
hzurü
kgehen. Der Massenabwurf ist ni
ht in der Lage, den �-Me
hanismus dauerhaftzum Erliegen zu bringen. Na
h ungefähr 115 Tagen errei
ht die Energieerzeugung ihrenHöhepunkt. Zu diesem Zeitpunkt hat der Stern 0:3M� auf Flu
htges
hwindigkeit be-
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b)Abbildung 8.6: a) Ma
hzahlverlauf kurz vor dem Entkoppeln der obersten Massens
hale. b) Ges
hwin-digkeitsverlauf zu einem späteren Zeitpunkt. Das S
hwingungsmuster der Fundamentalmode ist verlorengegangen.s
hleunigt, die als kritis
he Masse, M
rit, bezei
hnet werden kann. Trotz des endgültigenRü
kgangs der Energieerzeugung wird erst na
h dem Maximum von ��nu
 ein Groÿteilder Masse (0:87M�) abgeworfen. In diesem Bild reguliert einzig die abgestoÿene Masseden �-Me
hanismus. Weitere Faktoren bestimmen jedo
h ebenfalls die Dynamik derS
hwingung.Abbildung 8.5b zeigt einige zeitli
h aufeinander folgende Ma
hzahlverläufe wäh-rend der Expansion des Sterns. Die Ma
hzahl im Zentrum ist wegen der hohenS
hallges
hwindigkeit im Inneren des Sterns sehr klein. Na
h auÿen hin nimmt sie starkzu und errei
ht ungefähr das 5fa
he des induzierten Wertes. Deutli
h zu sehen sind dieVerdi
htungsstöÿe. Bei der Expansion entstehen sie, weil die inneren S
hi
hten s
hnellerexpandieren als die darüberliegenden. In diesen Stoÿfronten dissipiert S
hwingungsener-gie und s
hwä
ht den �-Me
hanismus.Ferner ist zu berü
ksi
htigen, daÿ si
h das S
hwingungsmuster ändert. Abbildung8.6a zeigt den Ma
hzahlverlauf, kurz bevor die äuÿerste Massens
hale entkoppelt. Wieoben bes
hrieben (Abb. 8.4), �ndet eine starke Bes
hleunigung der Massens
hale vorihrem Entkoppeln von der restli
hen Sternpulsation satt. Die Ma
hzahl der Stoÿfronthat den Wert 14. Neben der Stärke des Stoÿes ist der Verlauf der Ma
hzahl interessant.Er besitzt eine Nullstelle und ähnelt eher dem ersten Oberton als der Fundamentalmode,mit der die S
hwingung beginnt. Am Ges
hwindigkeitsverlauf (Abb. 8.6b) eines ähnli-
hen S
hwingungszustandes ist der Oberton-Charakter der S
hwingung und die starkeAbwei
hung von der Fundamentalmode no
h markanter. Aus der linearen Analyse istaber bekannt, daÿ die Dämpfungsrate der Obertöne groÿ ist, wodur
h die Dämpfung derHülle, wenn der Stern in diesen S
hwingungsmodus gerät, stark zunimmt. Der Ein�uÿder genannten Faktoren ist isoliert ni
ht erfaÿbar und ers
hwert eine strenge kausaleInterpretation. Wegen der aufgeführten Gründe liegt es nahe, im Massenverlust ni
htdas einzige regulative Glied des �-Me
hanismus zu sehen. Vor diesem Hintergrund istau
h ni
ht zu erwarten, daÿ die Instabilität gänzli
h vers
hwindet. Mit Hilfe einigerphysikalis
h plausibler Argumente soll ein Bild vom gesamten Vorgang gezei
hnet und



8.1. 750M� UND 550M� 80eine Vorhersage gewagt werden. Hierzu sind drei Annahmen nötig:1. Na
h dem Massenverlust vers
hwindet die Instabilität und der Stern entwi
keltsi
h zurü
k zu einem quasihydrostatis
hen Zustand. Dieser Vorgang soll eine Zeitbenötigen, die verglei
hbar ist mit der Zeit �tg, die eine lineare Störung brau
ht,um in den ni
htlinearen Berei
h zu wa
hsen (Gl. (8.1)).2. Na
hdem der Stern zu Ruhe gekommen ist, beginnt der �-Me
hanismus von neuemzu wirken, worauf si
h der Zyklus wiederholt. Es ist vernünftig, dies anzunehmen,da die Ausgangslage des Sterns einem quasihydrostatis
hen Stern mit einer etwaskleineren Masse, Mneu = 750M��1:17M� entspri
ht, der im Massenspektrum deninstabilen Sternen zuzuordnen ist (vgl. Abb. 5.4b).3. Die mit Hilfe der linearen Analyse ermittelte Dauer der instabilen Phase, �tinst �4 � 105 a (Abb. 5.4a), bleibt trotz Massenverlust unverändert. Diese Annahme hängtjedo
h vom Gesamtmassenverlust ab und muÿ im na
hhinein überprüft werden.Zusammenfassend kann man sagen: Der Massenverlust �ndet eruptiv statt und wieder-holt si
h zyklis
h. Ein Zyklus umfaÿt (Annahme 1) einen Zeitraum von 104 Jahren undwiederholt si
h (Annahme 2), solange der Stern lineare instabil ist (Annahme 3). Mittelsdieser drei Annahmen kann ein Gesamtmassenverlust vorhergesagt werden:�Mges = �tinst2�tg � 1:17M�: (8.5)Dieser Abs
hätzung zufolge können si
h beim untersu
hten 750M�-Stern bis zu 36 Erup-tionen ereignen und einen Massenausstoÿ von insgesamt 43M� verursa
hen. Dies ent-spri
ht 5.7% der ursprüngli
hen Gesamtmasse. Eine einfa
he lineare Interpolation in Abb.5.4a zeigt, daÿ si
h die instabile Phase eines 707M�-Sterns ni
ht sehr von der eines750M�-Sterns unters
heidet, womit Annahme 3 im na
hhinein gestärkt wird. Wegen dess
hon erwähnten, sehr starken Gröÿenordnungsunters
hiedes in den beteiligten Zeitskalen(vgl. S. 74), �tg|{z} � ��|{z} ;5450 a 4hkann diese physikalis
h motivierte Argumentation re
hneris
h, falls überhaupt, nurs
hwerli
h veri�ziert werden. Das qualitative Bild wird jedo
h von der linearen und derhydrodynamis
hen Untersu
hung gestützt.550M�-SternWie eingangs erwähnt, ist das dynamis
he Verhalten des 550M�-Stern qualitativ dasglei
he wie beim masserei
heren 750M�-Stern. Abbildung 8.7 faÿt die Vorgänge beim550M�-Stern zusammen. Die maximale nukleare Energieerzeugung errei
ht nur das 1.5fa-
he des hydrostatis
hen Ausgangsmodells und liegt somit unter dem Maximalwert, derbeim 750M�-Stern errei
ht wird (vgl. Abb. 8.2). Au
h hier errei
hen die äuÿeren S
hi
h-ten Flu
htges
hwindigkeit, und es �ndet eine Entkoppelung der Hülle vom restli
henStern statt. Die entkoppelte Masse ist geringer, sie beträgt nur 0:5M�. Im Gegensatz
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Abbildung 8.7: Wie Abb.8.5, hier jedo
h für den 550M�-Stern. Gegenüberstellung von mittlerer nu-klearer Energieproduktion (blau) sowie den Ges
hwindigkeiten an der Ober�ä
he (rot) und der innerstenMassens
hale (grün), die von der regulären Pulsation entkoppelt (Index 78).zum 750M�-Stern wird aber ni
ht die gesamte entkoppelte Masse auf Flu
htges
hwin-digkeit bes
hleunigt. Flu
htges
hwindigkeit errei
hen nur die äuÿeren 0:37M�. Unter denim vorherigen Abs
hnitt gema
hten Annahmen kann au
h für den 550M�-Stern ein Ge-samtmassenverlust abges
hätzt werden. Da die minimale Anwa
hszeit (�e;550 = 3000 a)des 550M�-Sterns etwas gröÿer ist als die des 750M�-Sterns (�e;750 = 2370 a), ist es au
hdie Zeit (�tg;550 = 6900 a), die eine Störung benötigt, um aus dem linearen Regime indas ni
htlineare zu gelangen. Zudem ist die instabile Phase kürzer und liegt bei 3:3 � 104Jahren (vgl. Abb. 5.4a). Na
h Gl. (8.5) ergibt si
h somit ein verglei
hsweise kleiner Ge-samtmassenverlust, �Mges = 8:8M�:Dies entspri
ht 1.6% der ursprüngli
hen Gesamtmasse von 550M�. Die Stärke der In-stabilität, gemessen an der ausgestoÿenen Masse und dem Maximalwert der mittlerennuklearen Energieerzeugung, besitzt ni
ht nur in der linearen Analyse, sondern au
h inder hydrodynamis
hen Untersu
hung eine Abhängigkeit von der Sternmasse.8.1.6 Ein stabiles ModellEs ist sowohl aus physikalis
her als au
h programmte
hnis
her Si
ht interessant, einehydrodynamis
he Simulation eines linear stabilen Modells dur
hzuführen und miteinem linear instabilen Modell glei
her Entwi
klungssequenz zu verglei
hen. Na
h der



8.1. 750M� UND 550M� 82Diskussion in Kapitel 5 sind masserei
he Population-III-Sterne nur zu Beginn derHauptreihenentwi
klung instabil gegenüber radialen Störungen. Das gewählte stabileSternmodell entstammt daher einer späten Phase der Hauptreihenentwi
klung des750M�-Sterns. Alle Zahlenwerte beziehen si
h auf diese beiden Sternmodelle. ImZusammenhang mit der linearen Analyse wurde in Kapitel 5 (vgl. insbesondere Abb.5.9) argumentiert, daÿ Sternmodelle der späten Hauptreihenphase gegenüber jenen derfrühen Phase stabil sind, weil die Störamplitude der Eigenfunktion si
h zugunsten derDämpfung in der Hülle ändert. Ein ähnli
hes Phänomen tritt in der hydrodynamis
henAnalyse auf.Die Anregung der Pulsation erfolgt wieder mit einem Ges
hwindigkeitsverlauf, dermittels der Eigenfunktion der Fundamentalmode gewonnen wird (vgl. Kapitel 7).Unabhängig vom Betrag der Skalierung ist, bei vorgegebener Eigenmode, das Verhältnisvon Ma
hzahl an der Ober�ä
he zu der im Zentrum,MaobMaz ����instabil � uobuz �r TzTob ; (8.6)nur eine Eigens
haft des Hintergrundmodells. Dieses Verhältnis nimmt mit der Entwi
k-lung des Sterns zu. Speziell für die beiden untersu
hten Sternmodelle gilt:MaobMaz ����stabil| {z } > MaobMaz ����instabil| {z } :4:4 � 105 1:6 � 104Es gibt zwei Gründe für den Anstieg des Verhältnisses der Ma
hzahlen, Maob=Mz, wobeider erste der dominierende ist:1. Das Verhältnis von induzierter Störges
hwindigkeit am äuÿeren Rand (Ober�ä
he)zu der am inneren Rand, uobuz = Rrz � 1xz ; (8.7)nimmt mit der Entwi
klung des Sterns zu:uobuz ����stabil > uobuz ����instabil :Beide Terme in Gl. (8.7) begünstigen den Anstieg im Zentrum:� Die relative Störamplitude wird im Laufe der Entwi
klung kleiner:xzjinstabil = 0:69 ; xzjstabil = 0:064 :� Das Verhältnis von Gesamtradius R zu innerem Radius rz vergröÿert si
h we-gen der Expansion des Sterns:Rrz ����stabil| {z } > Rrz ����instabil| {z } :690 320
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b)Abbildung 8.8: Stabiles Sternmodell mit 750M�: a) Ma
hzahl über Zeit an der Ober�ä
he des Sterns.b) Ma
hzahl über Zeit am inneren Rand.2. Mit der Ausdehnung der Hülle sinkt die Ober�ä
hentemperatur:r TzTob �����stabil| {z } > r TzTob �����instabil| {z }42 36Bei glei
h angesetzter Ma
hzahl im Zentrum, ist die resultierende Ma
hzahl an der Ober-�ä
he beim stabilen Modell um mehr als das 27fa
he (Gl. (8.1.6)) gröÿer. Dies hat einewi
htige Konsequenz: Während die Störung im Zentrum � die Quelle der Instabilität �no
h im linearen Berei
h s
hwingt, ist die Amplitude in der Hülle bereits im ni
htlinearenRegime. Es treten Stöÿe auf, in denen die S
hwingungsenergie dissipiert, und der Sternstabilisiert si
h. Abbildung 8.9 illustriert diesen Sa
hverhalt anhand der Ma
hzahlverläu-fe an a) der Ober�a
he und b) im Zentrum. Bereits bei einer zentralen Ma
hzahl von1 � 10�5 s
hwingt die Ober�ä
hens
hale mit Übers
hallges
hwindigkeit, Ma(t = 0) = 1:8.Au
h bei kleineren Störamplituden überwiegt die Dämpfung der Hülle die Anfa
hung imZentrum.8.2 450M� und 350M�Na
hdem das dynamis
he Verhalten der masserei
hen Sterne (750M� und 550M�)analysiert worden ist, sind in diesem Abs
hnitt zwei linear instabile Sternmodelle mit denMassen 450M� und 350M� Gegenstand der Betra
htung. Das dynamis
he Verhalten dermasseärmeren Sterne unters
heidet si
h stark von dem der masserei
heren. Bei beidenSternen (450M�; 350M�) ist der �-Me
hanismus ni
ht in der Lage, die im ni
htlinearenRegime zunehmende Dämpfung zu kompensieren. Die Abbildungen 8.9a und 8.9bzeigen das Verhältnis von mittlerer nuklearer Energieproduktion ��nu
 (zur De�nitionsiehe S. 75) zur Energieerzeugung des Hintergrundmodells für beide Sternmodelle.Bei beiden Sternmodellen ist die Wirkung des �-Me
hanismus deutli
h zu sehen. Mitzunehmender Amplitude nimmt jedo
h die Dämpfung in einem höheren Maÿe zu als dieAnfa
hung. Die mittlere nukleare Energieerzeugung steigt beim 450M�-Stern auf 4%,
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b)Abbildung 8.9: Wie Abb. 8.2. a) für einen 450M�-Stern. b) für einen 350M�-Stern.während sie beim 350M�-Stern nur 2.5% errei
ht. Die Auswirkungen der Instabilität kor-relieren au
h in diesem Fall mit der Masse und sind für masseärmere Sterne weniger stark.Um die Vorgänge an der Ober�ä
he in die Diskussion mit einzubeziehen, sind inAbbildung 8.10 die Ober�ä
henma
hzahl und die e�ektive nukleare Energieproduktionaufgetragen. Man sieht, daÿ der �-Me
hanismus ein Anwa
hsen der Ges
hwindigkeit-samplitude an der Ober�ä
he bewirkt, bis eine Ma
hzahl von ungefähr 2 errei
htist. Die dur
h Verdi
htungsstöÿe einsetzende Dissipation entzieht dem Stern mehrS
hwingungsenergie pro Zeit, als der �-Me
hanismus aufzubringen vermag. Das Resultatist ein starker Rü
kgang der Amplitude im Zentrum und der Instabilität als ganzes. Wie
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Abbildung 8.10: 350M�-Stern. Rote Kurve: Mittlere nukleare Energieerzeugung, bezogen auf den Wertdes hydrostatis
hen Ausgangsmodells (vgl. Abb. 8.9b). Grüne Kurve: Ma
hzahlverlauf an der Ober�ä
he.



85 KAPITEL 8. NICHTLINEARE ENTWICKLUNG INSTABILER MODENbei den masserei
heren Sternen (750M�; 550M�) ist au
h hier von einem zyklis
henVerhalten auszugehen: Die S
hwingungsamplitude nimmt ab, bis der �-Me
hanismusgegenüber der Dämpfung die Oberhand gewinnt und die Pulsation erneut antreibt; zueinem Massenverlust kommt es aber ni
ht.





Kapitel 9ZusammenfassungEs war die Zielsetzung dieser Arbeit, das allgemeine Stabilitätsverhalten masserei
herprimordialer Sterne (Population III mit Z = 0) zu beleu
hten. Besonderes Augenmerkwurde der Frage gewidmet, ob es Instabilitäten gibt, die mit der Masse zunehmen undsomit die obere Massengrenze bei Hauptreihensternen maÿgebli
h bestimmen. DiesenVerda
ht äuÿerte erstmals Ledoux (1941). Er identi�zierte den �-Me
hanismus, dessenMassenabhängigkeit er ebenfalls zeigte, als treibende Instabilität.Das Massenspektrum der ausgesu
hten Population-III-Sterne erstre
kte si
h voneinem 50M�-Stern bis hin zu einem 750M�-Stern (250M�; 350M�; 450M�; 550M�).Für alle se
hs Sterne lagen Entwi
klungsre
hnungen, beginnend mit der Vorhauptreihebis zum Ende der Hauptreihe vor, wel
he von Straka (2002) zur Verfügung gestelltwurden. Es war ein besonderes Anliegen der Arbeit, eine vollständige Stabilitätsprüfungdur
hzuführen. Hierzu gehören:a) Eine lineare Stabilitätsanalyse ohne eins
hränkende Vereinfa
hungen.b) Das Verfolgen der instabilen Moden in den ni
htlinearen Berei
h; d.h. eine hydro-dynamis
he Untersu
hung.Na
h der linearen Analyse besitzen die Sterne mit den kleineren Massen (50M� und250M�) keine Instabilitäten. Alle masserei
heren Sterne im untersu
hten Massenspek-trum weisen Instabilitäten mit einer kleinen Anwa
hszeit, �e � 2000 a � 10:000 a, in derFundamentalmode auf. Es konnte auf zwei unabhängigen Wegen gezeigt werden, daÿ essi
h hierbei um den �-Me
hanismus handelt. Ferner haben die Re
hnungen überzeugendzeigen können, daÿ Instabilitäten, erzeugt dur
h den �-Me
hanismus, in der Tat mit derMasse an Stärke zunehmen. Diese Zunahme äuÿert si
h in� einer kürzeren Anwa
hszeit (Abb. 5.4a) und� einer längeren Dauer der instabilen Phase (Abb. 5.4b).Andere Instabilitäten, wie der �-Me
hanismus, sind bei den untersu
hten Sternen ni
htvorhanden. Dies liegt zum Teil an der Zusammensetzung der Hauptreihensterne, die kei-ne s
hwereren Elemente als Helium besitzen, und an der hohen Ober�ä
hentemperatur87



88(� 9 � 104) dieser Sterne, weswegen si
h die zweite Helium-Ionisationszone, wel
he prinzi-piell den �-Me
hanismus treiben könnte, in den äuÿersten S
hi
hten des Sterns be�ndetund nur eine geringe Masse beinhaltet. Das Fehlen von s
hweren Elementen hat zur Folge,daÿ die gesamte Sternmaterie vollständig ionisiert ist und � Opazitätsbu
kel �, die sowohlfür den �-Me
hanismus als au
h für Resonanz-Instabilitäten (sog. � strange modes �, Glat-zel 1994) notwendig sind, ni
ht auftau
hen. Na
h der linearen Analyse ist die Struktureines Population-III-Sterns zweigeteilt:1. Das Zentrum, wo der �-Me
hanismus wirkt, stellt die treibende Region dar.2. Die Hülle wirkt dämpfend auf jede Anregung.Diese Zweiteilung konnte mittels des Arbeitsintegrals (Abb. 5.6) untermauert werden.Weitere Resultate der linearen Analyse zeigen, daÿ der �-Me
hanismus nur zu Beginn derHauptreihenentwi
klung in der Lage ist, die Dämpfung in der Hülle zu überwinden, undferner nur die Fundamentalmode antreibt. Beide Resultate haben ihre Ursa
he im Verlaufder Eigenfunktionen, wie in Kapitel 5.2.1 (Abb. 5.2 und Tabelle 5.1) eingehend diskutiertwird. Es wurde au
h die Sensitivität der äuÿeren me
hanis
hen Randbedingung auf dieLösung untersu
ht. Hierbei konnte festgestellt werden, daÿ die Mehrdeutigkeit, unter derdiese Randbedingung leidet, nur dann keine Rolle spielt, wenn das Hintergrundmodellbis zu einer optis
hen Tiefe von mindestens � = 2=3 gere
hnet wird. Falls der äuÿereRand in der Sternentwi
klungsre
hnung zu vereinfa
ht behandelt wird, ergibt si
h einestarke Abhängigkeit des Imaginärteils des Eigenwertes, wel
her die Anwa
hs- bzw.Dämpfungsrate angibt, von der Randbedingung. Selbst das Vorzei
hen des Imaginärteilsist ni
ht mehr einheitli
h (vgl. Abb. 5.8).Im zweiten Teil der Arbeit werden die instabilen Moden in das ni
htlineare Re-gime verfolgt und deren Auswirkungen auf den Stern studiert. Dies erfordert einekonsistente Simulation der hydrodynamis
hen Vorgänge. Die untersu
hten Sternmodellewerden einmal zur S
hwingung angeregt und des weiteren si
h selbst überlassen. Einekontinuierli
he Energiezufuhr, wie bei Appenzeller (1970), �ndet ni
ht statt. Ferner ist esna
h Au�assung des Autors notwendig, die nukleare Energieproduktionsrate � die Quelleder Instabilität � akkurat und konsistent zu behandeln. Anstelle einer Linearisierung derEnergieproduktionsrate (Appenzeller, 1970) wird daher ein nukleares Netzwerk gelöst.Die mit den kleinen Anwa
hsraten verbundenen Herausforderungen an die Art und Weiseder Anregung sind in Kapitel 7 erläutert.Die vier untersu
hten Sterne o�enbaren ni
ht das glei
he Verhalten. Bei den bei-den masserei
hsten unter den untersu
hten Sternen (550M� und 750M�) konnten,dur
h die vom �-Me
hanismus bewirkte Anfa
hung der Pulsationsamplitude, die äuÿerenMassens
halen Flu
htges
hwindigkeit errei
hen. Die über eine Pulsationsperiode gemit-telte nukleare Energieproduktionsrate errei
hte dabei beim 750M�-Stern den 2fa
henWert des Anfangswertes. Im Gegensatz zu Appenzeller (1970) ist der Massenverlust ni
htstetig, sondern zyklis
h eruptiv. Ursa
he hierfür sind die veränderten Strömungsbedin-gungen. Die S
hwingung beginnt in der Fundamentalmode und entfernt si
h zunehmendvon dieser mit wa
hsender Pulsationsamplitude, bis das S
hwingungsmuster eher dem 1.Oberton als der Fundamentalen entspri
ht (Abb. 8.6a und 8.6b). Mit der Änderung derS
hwingungs
harakteristik gehen zwei Phänomene einher:



89 KAPITEL 9. ZUSAMMENFASSUNG� Es �ndet eine Entkoppelung der der äuÿeren Massens
halen von der restli
hen Pul-sation statt.� Dur
h die na
h auÿen laufenden und an Stärke zunehmenden Stoÿwellen steigt dieDissipation in der Hülle stark an.Die einsetzende Entkoppelung entspri
ht einer Eigendynamik der Hülle (Abb. 8.5a),und dur
h die Zunahme der Dissipation wird die gesamte Pulsation gedämpft. Der750M�-Stern verliert bei diesem Vorgang 1:17M�, während der Massenverlust beim550M�-Stern mit 0:37M� ein Drittel weniger Masse auf Flu
htges
hwindigkeit be-s
hleunigt wird. Dieser Vorgang wird in dieser Arbeit als Eruption bezei
hnet. Da derMassenverlust im Verglei
h zur Gesamtmasse sehr klein ist, wurde argumentiert, daÿ derStern spätestens, wenn die Pulsationsamplituden bis in den linearen Berei
h abgefallensind, wieder anfängt instabil zu s
hwingen. Dieser Vorgang wird in dieser Arbeit alsein Zyklus bezei
hnet. Mit Hilfe einiger Abs
hätzungen konnte die Gesamtanzahl derEruptionen und hierdur
h der Gesamtmassenverlust (unter der Annahme, daÿ dieabgeworfene Masse bei jeder Eruption glei
h bleibt) für beide Sternmassen abges
hätztwerden. Demna
h verliert der 750M�-Stern insgesamt 
a. 43M� und der 550M�-Stern
a. 9M�. Diese Werte können no
h steigen, wenn der �-Me
hanismus in der Lage ist,die Pulsation von neuem zu treiben, bevor die S
hwingung in den linearen Berei
hzurü
kgekehrt ist. Daher ist dies si
herli
h eine sehr konservative Abs
hätzung.Die beiden masseärmeren Sterne (350M� und 450M�) zeigen keinen Massenverlust. Diemittlere nukleare Energieproduktionsrate steigt zunä
hst an, bis die Ma
hzahl an derOber�ä
he den Wert 2 errei
ht. Die Dissipation nimmt nun deutli
h zu und entziehtder Pulsation S
hwingungsenergie; die Pulsation wird wieder gedämpft. Es ist daherau
h hier ein zyklis
hes Verhalten zu erwarten, da die Instabilitäten im linearen Regimeexistieren und erst im ni
htlinearen dur
h die erhöhte Dissipation gedämpft werden.Der �-Me
hanismus ist bei Population-III-Sternen in der Lage, die Fundamental-mode instabil s
hwingen zu lassen. Dies zeigen sowohl die lineare Analyse als au
h diehydrodynamis
hen Re
hnungen. Zu berü
ksi
htigen ist, daÿ der �-Me
hanismus nur einegeringe Anwa
hsrate besitzt. Physikalis
h bedeutet dies: Die Anfa
hung überwiegt nurlei
ht die Dämpfung. Es hat si
h herausgestellt, daÿ die Zunahme der Dämpfung mitsteigender Pulsationsamplitude im Ni
htlinearen die Anfa
hung überwiegt. Sehr deutli
hist dies bei den masseärmeren Sternen (350M� und 450M�) zu sehen. Bei den beidenmasserei
heren Sternen (550M� und 750M�) �ndet zuvor ein Massenverlust statt.Dieser We
hsel in der Dominanz:� Anfa
hung > Dämpfung im linearen S
hwingungsberei
h,� Anfa
hung < Dämpfung im (späten) ni
htlinearen S
hwingungsberei
h,sorgt für den zyklis
hen We
hsel von Instabilität und Stabilität.



90Na
h dem bisher Gesagten ist der �-Me
hanismus bei Population-III-Sternen im Mas-senspektrum 50M� � 750M� kein bestimmender Faktor der oberen Massengrenze! Erbewirkt beim 750M�-Stern einen abges
hätzten Gesamtmassenverlust von 5.7%, beim550M�-Stern sind es ledigli
h 1.6%. Es bleibt zu untersu
hen, wie der Gesamtmassenver-lust mit zunehmender Sternmasse steigt.
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h und Sigrid Mohnen (alias Siggi), danke i
h, da siemi
h in einer bedrü
kenden Zeit unterstützt und ertragen haben.Meiner Mutter Amina Yakbah s
hulde i
h Dankbarkeit dafür, daÿ Sie mi
h denWert einer guten Bildung zu s
hätzen lehrte. Das beste zum S
hluÿ: Ferner mö
hte i
hRabea (alias Hu
kleberry) und Zakaria (alias Pausbä
k
hen) einfa
h dafür danken, daÿsie da sind!1Dieses Wort wird, wie der Titel erahnen läÿt, no
h häu�ger Verwendung �nden.95
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