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1. Angetriebener Oszillator: Ein reibungsfreier harmonischer Oszillator mit Kraftkonstante k
befinde sich fir t < 0 in Ruhe. Zwischen t = 0 und t = = wirkt auf ihn die konstante Kraft
Fo. (4P)

(a) Bestimmen Sie die vollstandige Losung der Bewegungsgleichung dieses angetriebe-
nen harmonischen Oszillators fir alle Zeiten t > 0. (3P)

(b) Bestimmen Sie die Schwingungsamplitude fir t > 7. (1P)

2. Gekoppelte Pendel: Drei Pendel der Lange | hdngen jeweils im Abstand d nebeneinan-
der. Die Pendelfaden werden als masselos angenommen und die angehangten Massen als
punktformig. Die dulReren Pendel haben die Masse m, das mittlere die Masse M > m. Die
Pendel sind mit Federn mit den Kraftkonstanten k gekoppelt, deren Ruhelénge gleich d ist.
(8P)

(a) Zeigen Sie, dass die Lagrangefunktion dieses Systems aus gekoppelten Pendeln in
der Form

2 Pr+@3)— ——

m, . : M.
L= 51 (& +8) + 518 - > 25 (02 = 01) + (3 — ¢2)?|

geschrieben werden kann, wenn man annimmt, dass die Auslenkungen der Pendel
klein sind. (4P)

(b) Begriuinden Sie, dass sich die Eigenschwingungen des Systems aus der Bedingung

g/l +k/m-2 —k/m 0
[ —k/m (gM)/(Im) + 2k/m — AM/m —k/m ] =0
0 —k/m g/l+k/m-2

ergeben. (1P)

(c) Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen des Systems und diskutieren Sie deren physika-
lische Bedeutung. (3P)

3. Streuproblem: Gegeben sei das (abstoRende) Potential V = a/r? mit & > 0. Ein Massen-
punkt der Masse m bewegt sich aus dem Unendlichen kommend durch dieses Potential;
sein StoRparameter sei b, seine Geschwindigkeit im Unendlichen sei v..,. (9P)

(a) Begriinden Sie, warum Energie und Drehimpuls bei der Bewegung in diesem Poten-
tial erhalten bleiben, aber nicht der Impuls. (1P)



(b) Zeigen Sie, dass der minimale Abstand des Massenpunkts vom Ursprung des Poten-

tials
/ 2
o = b,/1+ W
ist. (1P)

(c) Begrinden Sie, dass Sie zur Behandlung des Streuproblems die Gleichung
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verwenden konnen. Wasist U (r)? Zeigen Sie, dass
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ist, und leiten Sie damit ab, dass der Massenpunkt um den Winkel
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abgelenkt wird. (5P) Hinweis: [ -2 = arcsinx

Vi@
(d) Berechnen Sie den differentiellen Streuquerschnitt fir die Ablenkung im Potential V.
(2P)

4. Kugelbahn: Eine Kugel mit Masse M und Radius R rollt reibungsfrei eine Kugelbahn der
Form y = coshx hinunter. Bel t = O werde Sie in der Hohe h Uber der tiefsten Stelle
losgelassen. (9P)

(@) Diskutieren Sie zunachst, ob Energie, Impuls und Drehimpuls erhalten bleiben. (1P)

(b) Wahlen Sie eine geeignete verallgemeinerte Koordinate und stellen Sie die Lagrange-
Funktion der Kugel auf. Nehmen Sie dabei an, dass die Kugel rollt, ohne zu gleiten,
und dass R klein genug ist, dass angenommen werden kann, dass sich der Schwer-
punkt der Kugel langs der Kugelbahn bewegt. (4P)

(c) Leiten Sie die Bewegungsgleichung der Kugel ab. Mit welcher Geschwindigkeit rollt
die Kugel durch den tiefsten Punkt der Bahn? (2P)

(d) Bestimmen Sie den verallgemeinerten Impuls und die Hamilton-Funktion der Kugel.
(2P)



Losungen
1. Angetriebener Oszillator:

(a) Fur0 <t < 7lautet die Bewegungsgleichung mx+kx = Fo. Ihre vollstandige L dsung
ist X = X, + Xn, Wobel x, eine partikulare L osung der inhomogenen Gleichung und x;,
die allgemeine L sung der homogenen Gleichung sind. Der Ansatz X, = C = konst.
fuhrt auf C = Fo/k, und X, = D; coswt + D, sinwt mit w = vk/m. Die Koeffizienten
D, , ergeben sich aus den Anfangsbedingungen x(t = 0) = 0 = x(t = 0) zu D; =
—Fo/kund D, = 0. Damit lautet die LosungfurO <t <t

X(t) = % (1 - coswt) .

Zur (stetig differenzierbaren) Fortsetzung nacht > t setzt man fur t > 7 die al-
gemeine Losung X = By cosw(t — 1) + BoSinw(t — 1) an und bestimmt die beiden
Koeftizienten aus den Bedingungen, dass x und x bei t = 7 stetig sein mussen. Dar-
aus erhalt man

X(t) = % [(1 - coswrt)cosw(t — 1) + SNwrsnw(t - 7)] .
(b) Die Amplitude fur t > 7 erhdt man aus

A= B2+ B= V2O VT “cosar = 20 sn T
K mw? 2

2. Gekoppelte Pendel:

(a) Die Lagrange-Funktion setzt sich aus drei Beitragen zusammen: der kinetischen
Energie
m, . ) M.
T= EIZ(SD% + (p%) + Elztpg s
der potentiellen Energie im Schwerefeld,
Vi = mgl(1 - cose; + 1 — cose,) + Mgl(1 — cose,)

und der potentiellen Energie der Federspannungen,

Vp = g [( V0 = X2)? + (Y2 — Y2)? - d)2 + (\/(X3 — %)%+ (Y3 — ¥2)* - d)z] ,

wobel X = lsing; + (i — 1)d und y; = -l cosg; sind. Unter der Annahme kleiner
Auslenkungen, ¢; < 1, gelten sing ~ ¢ und cos¢ ~ 1 — ¢?/2. Deswegen sindin \V,
diey;,; -y wesentlich kleiner alsdie x,; — X, und konnen weggel assen werden. Man

erhalt o2
Vo x [ (02— 01) + (03 - 02
und
Vi~ mg%(soi +¢3) + MTQI% :

AusL =T -V =T -V, -V, folgt dann die angegebene L agrange-Funktion.



(b) Die Matrizen 7~ und <V konnen aus der Lagrange-Funktion abgelesen werden:
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Die Eigenschwingungen (Eigenfrequenzen) A; ergeben sich aus dem charakteristi-
schen Polynom |V — 27| = 0. Setzt man die obigen Matrizen ein und klammert
mi?/2 aus, findet man die angegebene Bedingung.

(c) Aus dem charakteristischen Polynom erhalt man zunachst

g k gM 2k aM\(g Kk K] K(g k \_
(I+m ﬂ)(Ierm m )T m ™Y ] el Y=
Der Faktor (g/1 + k/m— Q) ist allen Termen gemeinsam; daraus erhalt man den ersten

Eigenwert
/l — 9 + E
T T me

Die beiden anderen Eigenwerte ergeben sich als Losungen der gemischt-quadrati-
schen Gleichung
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Da +/g/I die Pendelfrequenz und vk/mbzw. vk/M die Schwingungsfrequenzen der
Federn sind, 1a5st sich die Bedeutung der A; erraten: A, entspricht einer gleichphasi-
gen Pendelschwingung aller drei Pendel (denn offenbar wird keine Feder gedehnt); 1,
entspricht der gegenphasigen Schwingung der beiden aufl3eren Pendel bei ruhendem
mittlerem Pendel (denn es tritt nur die Schwingungsfrequenz der Massen m an den
Federn auf); und A3 entspricht der gleichphasigen Schwingung der beiden auf3eren
Pendel bei gegenphasig schwingendem mittlerem Pendel (denn es treten die Schwin-
gungsfrequenzen der Massen mund M an den Federn auf).

3. Streuproblem:

(a) Die Zeit ist homogen, der Raum ist inhomogen, aber isotrop, deswegen folgt aus dem
Noether-Theorem, dass Energie und Drehimpuls, aber nicht der Impuls erhalten sind.

(b) Die Gesamtenergie des Massenpunkts ist offenbar E = mv2,/2. Im minimalen Ab-
stand ro vom Streuzentrum ist r = 0 und damit

E=U.(r) = > L
= ro) = — + .
Lo rz  2mr}




Mit Ls = bmv,, folgt der angegebene Ausdruck, wenn man nach rq auflost.

Die angegebene Gleichung fur ¢ — ¢y war in der Vorlesung fur die Bewegung in
allgemeinen Zentralkraftfeldern hergeleitet worden, gilt also auch hier. U, ist das
Zentrifugalpotential, das einen Drehimpulsterm enthalt, dessen negativer Gradient
die Zentrifugalkraft ist. Der angegebene Ausdruck fur U, folgt sofort daraus, dass
UL o« r=2 und fir r = rg gleich E ist.

Der Streuwinkel ist ¢ = m — 2(¢ — ¢p). Zunachst erhalt man aus den obigen Bezie-
hungen
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Die Substitution X := ro/r, dx = —redr/r?, fuhrt auf

1
Y=o = rgf x . E(arcsinl —arcsin0) = br ,
0 Jo

'\/1 _ X2 ro ro 2
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lo

woraus die angegebene Gleichung folgt, wenn man r, von oben einsetzt. Das ist
nicht das Kepler-Problem, da die potentielle Energie oc r=2 und nicht o r 1 ist. Daher
gelten die Bahngleichungen des Kepler-Problems nicht!

Damit ist

(c) Der differentielle Streuquerschnitt ist

o _ b |ob

dQ  sind (98]
Zunachst 10st man ¢ nach b? auf,

2 -1
I
mv2 \ (r — )2
und erhalt durch Ableitung
do b b’ 21’ -1

dQ " 2sind a9 mZsind [02r - NP

4. Kugelbahn:

(a) Die Zeit ist homogen, der Raum ist weder isotrop noch homogen. Also bleibt die
Energie erhalten, Impuls und Drehimpuls aber nicht.

(b) Eine gut geeignete verallgemeinerte Koordinate ist x. Die Bogenlange der Kugelbahn

Ist
2
I:f\/1+(d—y) dx =sinh x.
dx



(©)

(d)

Die Abrollbedingung der Kugel ist Rde = dl. Die Annahme eines kleinen Kugelradius
erlaubt, y = coshx zu setzen, aber nicht, die Rotationsenergie zu vernachlassigen,
weil die Kugel bei kleinem Radius umso schneller rollt! Die kinetische Energie der
Trandation ist

M. o M, . M
Ti= (¢ +y7) = 5L+ sinh®x) = Z% cosh’

die der Rotation ist

@, MRZE M, .,
TZ—E(,D— 5 @—gXCOShX,
unabhangig von R! Mit der potentiellen Energie V = Mg coshx erhdt man die La
grange-Funktion

™ .
L= 1—Oxzcoshzx— Mg coshx .

Da es nur eine verallgemeinerte Koordinate gibt, gibt es auch nur eine Bewegungs-
gleichung. Sie folgt aus der Lagrange-Gleichung und lautet

%% - % = %()’(’coshzx+>'<2coshxsinhx)+ Mgsinhx =0

Da die Energie erhaten und die Kugel anfanglich in Ruhe ist, gilt im tiefsten Punkt
der Bahn (T, + T,)(x = 0) = Mgh, aso (dadort auchy = O ist)

™ , _ [10gh
10V_Mgh = V= 7

Der veralgemeinerte Impulsist

oL 7M.
pPx = & = ?XCOShZX .
Setzt man
- 5py
X — =
7M cosh? x
in die Lagrange-Funktion ein, erhat man die Hamilton-Funktion
: 5p?2
H=pX-L= P Mg cosh x .

14M cosh? x



