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Vorwort

Diese Bearbeitung meiner Vorlesungsnotizen soll nicht die Mitschrift und auch nicht
die Lehrbiicher ersetzen.

Ubungen sind extrem wichtig, nur im steten Umgang mit den Begriffen eines Gebietes
lernt man dieses griindlich kennen. Thre Zusammenarbeit mit Kommilitonen ist sehr
wiinschenswert, oft bringen erst Diskussionen die Probleme ans Licht. Fragen in der
Vorlesung beleben, Sie sollten sich immer bemiihen, aktiv an Veranstaltungen teilzu-
nehmen. Abschreiben/,,Scheinstudium hilft ihnen nicht, wollen Sie sich so auf ihren
Beruf vorbereiten?

Wie auch im von mir empfohlenen ,Lang und Pucker* betont, ist der zwanglose Um-
gang mit dem Computer fiir die junge Physikergeneration unumgénglich. Sie sollten
sich friih daran gewohnen, nicht nur numerische Probleme mit dem Computer anzuge-
hen, sondern auch Computer-Algebra (Maple, Mathematica) zu benutzen. Es gibt im
iibervollen ersten Semester ein Zeitproblem, aber prinzipiell sollten Sie fiir einen Teil
der Ubungsaufgaben den Computer zur Hilfe nehmen.

Die Physik ist eine sehr schone Wissenschaft, ist nicht mehr in den Griinderjahren, hat
einen Fundus wohlverstandener Gebiete - trotzdem: wo immer Sie genauer hinschau-
en, bleiben Fragen. Die Methoden der Physik werden heute auf ganz anderen Gebieten
angewandt, sie sind eine solide Grundlage, auch wenn man auf Probleme der Wirt-
schaft ... Biochemie losgeht. Es ist gut einige Dinge griindlich zu verstehen, das gibt
Fundament und das notige Selbstvertrauen; natiirlich kann man nicht alles auf einmal
verdauen, lebenslang arbeitet man an einem - dann hoffentlich immer dichter werden-
den - Netzwerk. Oft ist es effektiver, eine Sache einmal ,richtig” zu verstehen als zum
x-ten Male oberfldchlich tiber eine Sache zu horen und dabei unnétige Beriihrungsiang-
ste aufzubauen - das geht aber leider nicht immer, man muf3 flexibel sein - dies ist die
Hauptsekundartugend des Physikers!

Nun speziell zu dieser Vorlesung: Sie haben zwei grofle Vorlesungen in Mathematik,
gehalten von Professoren (,,Bekennern™) der Mathematik. Dies soll Sie ohne Abstriche
mit den Beweismethoden und der Diktion der Mathematik vertraut machen - so die al-
te Tradition des Physikstudiums (woriiber man trotzdem streiten kann ... ). Allerdings
sollten Sie sich als Physiker vom ersten Semester an ernsthaft mit Physik beschiftigt.
Dies erfordert eine Menge Mathematik, zwar nicht sehr anspruchsvoll aber doch weit
iiber das (mit hohem Anspruch) in den Anfinger-Mathematikvorlesungen gebotene
hinausgehend. Die Mathematik ist die Sprache des Physikers - nicht nur des theore-
tischen Physikers. Letzteres ist eine Spezialisierung, die sich erst sehr spét herausge-
bildet hat. Die Entwicklung der Physik und der Mathematik gingen historisch Hand
in Hand. Die Mathematik erlaubt es dem Physiker, viele Phdnomene einheitlich zu
beschreiben, physikalische Sitze zu formulieren. Physik kann man nicht auswendig
lernen, man muf die Denkweise und Methodik durch Anwendung auf eine Kette von
Problemen kennenlernen; die zugehorige Mathematik mufl im Kern verstanden sein,
Auswendiglernen irgendwelcher Formeln allein hilft iiberhaupt nicht. Dies ist fiir viele
Studenten erfahrungsgemil eine schwere Aufgabe. Aber es ist wie mit der Mathema-
tik schon in der Schule: lassen Sie keine Beriihrungsingste aufkommen und iiben ...
iiben Sie! Hierzu soll diese Vorlesung dienen. Sie ist anders als eine Mathematikvorle-
sung aufgebaut: keine strenge Beweistechnik, Erkldren der notwendigen Begriffe und
Rechnen! Fiir eine saubere Ausarbeitung im Sinne der Mathematik miissen Sie lange
auf fortgeschrittene Vorlesungen warten. Die Vorlesung ist also kein Ersatz fiir Math.-



Vorlesungen. Sie soll es Thnen ermoglichen, der Experimentalphysik-Vorlesung und
(ab 3. Semester) den theoretischen Physik-Vorlesungen zu folgen und Ubungsaufga-
ben zu 16sen. RegelméfBige Nacharbeit empfiehlt sich sehr.

Michael G. Schmidt

Vorwort zur Uberarbeitung

In der Uberarbeitung des Skripts wurden dem alten Inhalt 2 Kapitel vorangestellt um
die Studenten mit 3 Grundtechniken vertraut zu machen. Das 1. Kapitel iber Ableitung
und Integral fasst die Regeln des Differenzierens und des Integrierens zusammen und
behandelt mit Taylorreihenentwicklung, Asymptotik und das Losen einfacher Diffe-
rentialgleichungen einige elementare Anwendungen.

Das 2. Kapitel gibt einen Einstieg in die Statistik und Datenauswertung. Nach Einfithrung
der Normalverteilung werden Erwartungswert, Varianz, Streuung und Fehlerfortpflan-
zung behandelt. Im zweiten Teil wird die Methode der kleinsten Quadrate zur Aus-
gleichrechnung eingefiihrt und einige Anwendungen besprochen. Einige Abschnitte
sind als Ergéinzung zu sehen, da sie aus Zeitmangel nicht alle in der Vorlesung bespro-
chen werden konnen. Allerdings ist dieser Teil elementar zur Bestimmung von physi-
kalischen Grof3en aus Messreihen, z.B. der Halbwertszeit beim radioaktiven Zerfall.

Abschnitte, die aus Zeitmangel nicht explizit in der Vorlesung behandelt werden kdnnen,
aber wichtige Ergidnzungen darstellen, sind in der Uberschrift mit einem * gekenn-
zeichnet.

Andreas Just und Rainer Spurzem



Kapitel 1
Ableitung und Integral

Praktisch die gesamte klassische Physik und ein Grofteil der modernen Physik wird
durch Differentialgleichungen beschreiben. Deshalb ist Ableiten und Integrieren ein
fundamentales Werkzeug.

Hier gibt es eine kurze Einfiihrung in die Technik des Differentierens und Integrierens.
Bei Funktionen einer Variablen behandeln wir ausfiihrlicher Ableitungsregeln, Singu-
laritdten, Taylorentwicklung, asymptotisches Verhalten. Bei mehreren Variablen oder
Parametern fithren wir partielle Ableitung und totales Differential ein und erwéhnen
nur kurz die Verallgemeinerungen. Die Integration beschrianken wir hier auf Funktio-
nen einer Variablen und untersuchen unbestimmtes und bestimmtes Integral, Anfangs-
und Randwerte.

Zwei Anmerkungen zu Beginn:

1.) Namen sind Schall und Rauch:

Lassen Sie sich nicht durch andere Bezeichnungen irritieren! Die Bezeichnung von
Variablen und Parametern fiir physikalische Gréen, Koordinaten usw. ist relativ frei.
Es gibt gewisse Standards (z.B. Energie E), aber darauf ist kein Verlass. Je nach Gebiet,
Sprache, Zusammenhang werden sie anders bezeichnet (Energie U, W, ...).

2.) Schreibweise:

Bedeutung von Punkt und Komma sind im Englischen vertauscht; also 7 = 3,14
(=3.14 im Englischen) und 1000000=1.000.000 (=1,000,000 im Englischen). Vermei-
den Sie also Abtrennungen der 1000er usw durch Punkt oder Komma (2.718 wiirde
der Amerikaner als Wert der Zahl e lesen und der Deutsche als 2 718; bei 2,718 ist es
umgekehrt).



1.1 Differenzieren von Funktionen einer Variablen

Die Ableitung y’ = f’(z) der Funktion y = f(x) gibt die Steigung (= Steigung der
Tangente) and der Stelle (z,y) an. Sie ist durch den Grenzwert

y_dy o [t An = f@) Ay

Y= dr ~ arto (r+Ax)—x  Ar—0Az

gegeben. Auch bei anstindigen Funktionen ist die Ableitung nicht immer iiberall defi-
niert. Es kann einzelne Ausnahmestellen geben, wo die Ableitung nicht definiert ist:

Sprungstellen Wenn die Funktion nicht stetig ist, ist die Ableitung nicht definiert (~»
oo; 0-Funtkion); Bsp. f(z) = |z|/x

Knicke Die Funktion ist zwar stetig, aber hat einen ’Knick’. Dort macht die Ablei-
tungsfunktion f’(z) dann einen Sprung. Der Grenzwert von rechts und links iat
verschieden. Bsp. f(z) = |z|

Singularititen Wenn die Funktion gegen unendlich geht, dann divergiert auch die
Ableitung, hat also auch eine Singularitit. Interessant ist in diesen Punkten dann
das Vorzeichen und das asymptotische Verhalten; Bsp. f(z) = 1/x

1.1.1 Ableitungsregeln
Schreibweise:

e f/(x) bedeutet die Ableitung von f nach dem Argument, egal wie es heifit oder

wie kompliziertes ist, also: f/(g(x)) = %(x)f(g(x)) = % (z) mit z = g(x).

Wenn die Variable (hier u) aus dem Zusammenhang klar ist, kann man statt dem
Differentialquotienten dy/du auch einfach y’ schreiben.

e ¢ = dy/dt ist eine spezielle Schreibweise fiir Ableitungen nach der Zeit.
Im Grunde gibt es nur drei Rechenregeln fiir die Ableitung.

e Die Ableitung ist eine lineare Operation: == (a f(z) +bg(z)) = a f'(z) +
bg'(x)

e Produktregel: - (f(z) g(z)) = f'(z) g(z) + f(z) ¢'(z)

e Kettenregel (Substitutionsregel): L (f(g(z))) = f'(9(z)) ¢'(z) = f'(2) 2’ =
Z—JL% mit z = g(z).

Daraus 1dBst sich alles andere herleiten, insbesondere die Quotientenregel, aber auch
die Ableitung der Umkehrfunktion.

: L d @ _ d 1) _ S d@) _ e -f) g @
* Quotientenregel: 72 o5y = g5 (f () g(x)) = &) @7 = @
mit d% (z_l) =22



e Die Ableitung der Umkehrfunktion y = f(x) von 2 = f ~!(y) erhilt man aus
1= %x = % “L(f(x)) % ~1(y) ¥’ durch Auflsen nach y’ zu y/ =
1/2/, wenn man die Ableitung der inversen Funktion z’ = d—dy “Ly) = g(y(x))
nach z auflosen kann. Beispiele: 1) y = arcsin(x), dann ist = siny und
z’ =cosy = /1 —sin’y = V1 — 22 und damit y/ = 1/2' = 1/\/@ 2)

Fir z > 0, y = In x, dann ist x = exp(y) und 2’ = exp(y) = « und damit

y =1/ =1/x.

Mit diesen Regeln kann man praktisch jede Funktion analytisch ableiten. Erstaunlicher-
weise braucht man als Startpunkt nur die Ableitung einer einzigen Funktion, ndmlich
der Exponentialfunktion, und die ist auch noch trivial (y = ¢® = 3’ = ¢* = y). Als
Beispiel seien hier einige elementare Ableitungen aufgelistet.

y=1f@) ¥ =f(2)
ce® = ¢ exp(ax) ac e
cln(ax) = ac + cIn(x) €
x
10% = e“™1% ' 10%-1n10
a__ _alnz E alnx __ a—1
2 =e e =ax
x
sin(z) cos(x)
cos(x) —sin(z)
1
t -
an(z) cos?(x)
x —x
sinh(z) = c 26 cosh(x)
cosh(z) = % sinh(x)
in(z) 1
arcsin(x —_—
V1—2?
@ ——
arccos(x —_—
V1—2?
tan(e)
arctan(x
1+ 22
Einige Beispiele,
einfach:
1 2z
= 1 1 2 : ! =— 2r=——
Yy n( +x ) Yy 1 + IL'Q x 1 + (EQ
1 , —4 —4cosw
=—— =—— —.cosxr=———
4 (1 +sinx)* 4 (14 sinx)® (1+sinx)®



mittelschwer (letzter Schritt mit Additionstheoremen):

y = sin?z (1 +sinzcosz)

'~

y = 2coszsinz (1 +sinzcosz) + sin® x (cos® z — sin® z)
= sinx (2 cosx + 3sinx cos? z — sin® x)

= sinxz (2cosz + 3sinz(1 — sin® ) — sin’ 7)

= Sinx(2cosx+3sinx—4sin3m)

(

= sinz (2cosx — sin(3x))

kompliziert:
B sin(az?)
Y 7 Ttexplbyea)
) (cos(ax?) - 2az) (1 + exp(by/cx)) — sin(ax?) - exp(by/cz) - 2\”/007
y =

(1 + exp(by/en))”
daz+/cx cos(ax?) (1 + exp(by/cx)) — besin(az?) exp(by/cx)
2v/ex (1 + exp(by/er))”

1.1.2  Hohere Ableitungen

Die Funktion der Ableitung y" kann man wieder differenzieren und erhilt die 2. Ablei-
tung, also die Verdnderung der Steigung:
, o d d d d? d*f(x

= — /:—— = — =
y 7dxy dxdxy da:Qy da®

Eine geometrische Anwendung: Die 2. Ableitung hingt mit der Kriimmung K einer
(ebenen) Kurve zusammen - R = 1/| K| ist der Kriimmungsradius der Kurve:

~

1

_ Yy
(1+ y2)3/2

Hohere Ableitungen entsprechend

4 dx dx™ dx™

Achtung: Die n-te Ableitung 3 (") # y", der n-ten Potenz von .

1.1.3 Der Differentialoperator

Das Differential dx hat mathematisch allein keine Existenzberechtigung, aber Physi-
ker nutzen es gern zum Argumentieren und Herleiten von Zusammenhéngen (mit dem
Gedanken einer sehr kleinen, aber endlichen Grof3e - und spéterer Grenzwertbildung).
Physiker schreiben also gern

dy = vy'dx

Mathematisch haben wir es mit dem Differentialoperator D = d/dx zu tun.

Y = I'(w) = = () = D(f(x)) = Df(2)



Wir kennen schon viele Operatoren. Operatoren ordnen Argumenten bestimmten Typs
ein neues Objekt zu. Funktionen f sind auch Operatoren, die den Zahlen = die Funk-
tionswerte f(x) zuordnen. Auch die Rechenoperationen sind Operatoren, aber kom-
pliziertere, die 2 Zahlen eine neue Zahl zuordnen; also z.B. Summe angewandt auf
a, b, formal geschrieben +(a,b) = ¢ mit ¢ = a + b. Die einfachste Operation ist viel-
leicht das Multiplizieren mit einer Konstanten: a-, also a - f(z) = af(x). Die formale
Schreibweise ist sehr umsténdlich. deshalb gibt es viele vereinfachende Schreibweisen
wie bei der Addition oder dass man die Klammern fiir das Argument wegldsst. Einige
Regeln zur Schreibweise und Anwendung von Operatoren:

e Operatoren wirken immer auf das, was rechts davon steht; deshalb arbeitet man
Operatoren von rechts nach links, bzw. von *innen’ nach *auBen’ ab: D(D(f(x))) =
D(D(y)) = D(y') ="

e Exponenten bedeuten Nacheinanderausfiihrung, bzw. inverse Operation: D 2(y) =
D(D(y)) = D(y') = %" und f~'(y) = z(y), die Umkehrfunktion von y(z)
(nicht der Kehrwert 1/ f(y)!). Zur Klarheit wendet man diese Schreibweise nur

bei allgemeinen Operatoren wie D oder f(x) an und nicht bei expliziten Funk-
tionen wie sin? () = (sin x)? # sin(sin z).

e Operatoren haben eine Hierarchie wie "Punkt- vor Strichrechnung’.

e Wenn nicht klar ist, auf welche Variable sich der Ableitungsoperator bezieht,
kann man ihn als Index mitfiihren: d/dx(y) = D,(y) = D. y Der Differen-
tialoperator ist linear D(a - f(x) + b - g(x)) = a- D(f(z)) + b- D(g9(z) =
af'(z) +bg' ()

e Operatoren lassen sich meistens nicht vertauschen: mit f (z) = In(x) ist D(f(x)) =
D(In(z)) = 1/x # f(D(z)) = f(z') = f(1) = In(1) = 0. Die Vertauschung
in speziellen Fillen muss explizit nachgewiesen werden.

Operatoren vereinfachen manchmal die Schreibweise oder Umrechnung. Die Opera-
torschreibweise ist sehr wichtig bei der Vektorrechnung im Mehrdimensionalen (—
Der Gradient als Operator) oder bei der 6sung von Differnetialgleichungen. Beispiel:

(D+a)(f(z)) = (D+a)y=y +ay
(D+a)(D+b)(y) = (D+a)y +by)=y" +ay' +by +ab
= (D+b)y +ay) = (D+b)(D+a)(y)

Der Differentialoperator ldsst sich mit dem Multiplizieren einer Konstanten und der
Addition vertauschen (mit sich selbst natiirlich auch).

1.1.4 Taylorentwicklung von Funktionen einer Variablen
Die Funktion f(z) wird in der Nihe von = = 2o durch Ableitungen bei x( beschrieben,

falls f ,,glatt“ (diesen Ausdruck mogen Mathematiker nicht!) ist, d.h. die Ableitungen
stetig sind.
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Satz (Taylor): f(x) sei bei x = ¢ n-fach stetig differenzierbar, dann ist

2 n
fwot+e) = fl@o)+efV(ao) + 5 f@ (o) + -+ (@)

———
Restglied*

1=0 T=1x0
d’ﬂ
mit zo<i<xzo+e und [0V (zg) = it
dz™ P

n

Wichtig ist, dafl das Restglied mit 6—' eingeht, also fiir grofe n sehr klein wird.

n!
(~ schitze f (") im Intervall (0, x0+¢) ab um eine absolute Abschétzung des Fehlers
zu erhalten!)

Eine Standardform der Taylorreihe fiir eine Funktion erhalten wir durch eine Varia-
blentransformation € = & — x( mit der Entwicklung um e = 0

Sehr oft wird nur bis zur 1. Ordnung ¢ (bzw. zu den ersten beiden nichtverschwin-
denden Termen) entwickelt, d.h. Approximation der Funktion durch Tangente (bzw.
asymptotisches Verhalten) ~» niitzliche Formeln

fe) Approximation | Restglied

—1

(1+4e) 1+ae alacl) 2
s 1+e¢ €2
192 1.3
In(1+e¢) € — 3¢ 3€
sine e— Fe? Led
1.2 14
Ccos e 1—ge it

Beispiel relativistische Energie eines Teilchens

[N

P22
Eel = Vm2et 4+ p2c2 = Vm2et (1 + m204)
1p262 p4 1p2
2 2
- 14 = - U
me ( +2m204>+0(m302 we o5y,
—~

Ruhenergie
kinetische Energie

11



Falls die Funktion beliebig oft differenzierbar ist:

em .
flzo+e) = flxo)+...+ Wf(")(xo) +... ,Taylorreihe*
d
= exp {5— } f(z) Operatorschreibweise (~ dem werden Sie in
dx =m0 der Quantenmechanik be-
gegnen!)

Die letzte abstrakte Schreibweise als Operator ist definiert iiber die Entwicklung der
Exponentialfunktion in eine Taylorreihe.

1.1.5 Potenzreihen

Beliebig oft differenzierbare Funktionen kann man also um einen Punkt = in eine
Potenzreihe entwickeln.

Konvergenz der co-Potenzreihe

flz) = f(zo) +...+ (x_n%)nf(")(xo) +...

fiir | — z9| < r ,Konvergenzradius®

e kommt aus der Taylorentwicklung fiir komplexe Funktionen f(z) (~ ,JFunk-
tionentheorie™)

e Konvergenz im Sinne des Cauchy-Kriteriums (~ Mathematik)

Beispiel Exponentialfunktion

2 n

z z
exp(z):ezzl—l-z—l—g—i—...—i—m—l—...

konvergiert fiir |2| < oo (alterniert fiir negative z; hier: Konvergenzradius r = co)
Beispiel geometrische Reihe

1
—— =1+z+22 4+ 2"+
1—-2
konvergiert fiir |2| <1  (alterniert fiir negative z; hier: Konvergenzradius r = 1)

Fiir die praktische Anwendung ist die Schnelligkeit der Konvergenz interessant: Wie
viele Terme muss ich mitnehmen um eine vorgegebene Genauigkeit zu erhalten? Die
Taylorreihe von e”, sin x, cos x konvergieren sehr schnell fiir kleine . Wenn man die
gleiche Reihe von e” um xy = 0 fiir groe x verwendet, dann wachsen die Terme erst
mal bis ™ = n! (d.h. z ~ n/2). Typisches Beispiel fiir quilend langsame Konvergenz
ist der Logarithmus, wo es keinen Ausweg gibt

(_ 1 ) n+1 yn

o0
In(zg +¢) = Inzo + In(1 + y) :lnxo—f—ZT mity = xi
0

1

Manche Funktionen haben unendlichen Konvergenzradius (vielleicht bis auf einzelne

Singlaritédten). Dann ist die Potenzreihe eine alternative Darstellung der Funktion (z.B.
e”, sinz, cos x).

12



1.1.6 Rechenregeln fiir Tayorreihen

Mit gewissen Einschrinkungen kann man mit Taylorreihen ‘normal’ rechnen. Man
kann sie addieren, multiplizieren (jeder Term mit jedem!), in andere Funktionen ein-
setzten:
Beispiele:
e" —sine = 1+ax+2%/24+0°) — (r—23/6 +O(2)
= 1-2%/24+0(2%)
In(l+z)sine = (z—22/2+2%/3+0(z")) (z —2%/6 + O(z"))
= 22— 23/2+2%/6 + O(2?)
exp(sinz) = exp(z —2°/6) = exp(z) exp(—z>/6)
= (1+z+22/2+2%/6+0")(1 —23/6 + O(2%))
= l4+az+2%/24+0(%) oder

sinz sin®ax

2 + 6
= 1+ (x —x3/6+0(x5)) + %<$2 —$4/3+O($6))

+%(m3 +0(h)) + O(a*)

= l+az+2%/24+0(z%)

= l+4sinz+ + O(z*)

Eine wichtige Anwendung ist die Berechnung unbestimmter GréBen wie 0/0, co/o0,
00 — 00.

Satz von I’Hospital:

f(x)

g()

falls  f(zo) = g(x0) = 05 ¢'(x0) #0

v @)

Praktisch folgt daraus, dass man Zihler und Nenner jeweils in eine Taylorreihe ent-
wickelt und die ersten nichtverschwindenden Terme betrachtet (nach Kiirzen der pas-
senden x-Potenz).
Beispiel:

sinz  z—a23/6... x?

= =1—-—...
x x 6

oder bei Differenzen durch Hauptnennerbildung:

l+z 1 (A4 a)n(l+z)—z  (I+z)(z—2?/2+2%/3.)—=
x In(1+xz) xIn(1l+ z) N x(x —22/2...)
r+a®—a2?)2—23)2+23/3...—x 2%/2—a23/6...
- x? —a3/2... - x2 —a3/2...
_ 1{2_75”/6 = (1)2— 26, )(1+2/2..) = 1/2 — 2/6 + 2 /4.
—xz/2...
1z
ACRET

13



1.1.7 Asymptotische Entwicklung

Zur Abschitzung des Verhaltens von Funktionen im Unendlichen brauchen wir das
asymptotische Verhalten

e Wie schnell divergiert die Funktion y = f(x) fiir z ~» 00?

e Wie schnell divergiert die Funktion y = f(x) bei einer Singularitiit x o?

Es gibt kein allgemeines Verfahren dafiir, aber verschiedene Techniken.

Fiir x ~ oo:

Wenn die Funktion divergiert, spalten wir zuerst den dominanten Term ab (Ausklam-
mern); fiir den Rest (wenn er dann endlich bleibt) ersetzen wir +x durch e = +1/z
und versuchen eine Taylorentwicklung; Beispiel:

1+22 22e2+1

l+a3 233 +1

die Funktion geht wie 1/2 gegen Null (2. Term brauchen wir nur, wenn wir es noch
genauer wissen wollen - falls der 1 .Term sich mit einem anderen weghebt. Oder

exp(—=x) _exp(=x) 1  exp(=x) (1—e?) = exp(=2) (1
14 22 2 241 22 2 2

Die Funktion geht wie 1/(2? exp(z)) gegen Null. Wenn alle Terme der Taylorent-
wicklung verschwinden oder unendlich werden, ist die Asymptotik nicht polynomiell.
Es gibt 3 Grundtypen:

e Exponentiell o< exp(—z) oder o< exp(—x™); geht am Schnellsten; Ableitungen
nach ¢ alle Null. Vermeiden durch Ausklammern des Terms, wenn er dominiert,
oder durch Substituion € = exp(—z) ... und dann entwickeln.

e Polynomiell oc z" einfach durch Taylorreihe nach . Dazwischen liegen noch
Potenzen mit nichtganzzhligen Exponenten, die sich nicht in eine Taylorreihe
entwickeln lassen, weil die hoheren Ableitungen divergieren.

e Logarithmisch ox In(z) = —In(e); alle Taylorterme unendlich; langsamer als
jede Potenz

Eine Entwicklung in exponentielle Koeffizienten kann man auch erhalten, indem man
den Exponentialterm durch ¢ substituiert und dann in eine Taylorreihe entwickelt.

Beispiel:
e’ 2e” 2 2

sinh(r) e* —e® T1—e2  1_g2

%2(1—}—52):2(14-672:0)

Der Grenzwert fiir = ~» oo ist also *2’ und die Funktion geht exponentiell (nicht poly-
nomiell) gegen diesen Wert.

14
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Fiir © ~ x¢:

Im Grunde gibt es die gleichen asymptotischen Verhaltensweisen, nur dass wir jetzt
£ = x — x setzen. Die Typen von Singularitiiten sind durchIne, e ~*, und exp ( — ve ")
(mit positiven «, 3, ) charakterisiert.
Fiirzg =0
T x B 1
In(l1+x)  x—22/2.. 1—x/2+22/3..

1+ (2/2 —2%/3..) + (/2 — 22/3..)  ~ 1 + /2 — 2% /12

Oder fiir xg = 7/2

~1 -1 -1 1
tanle) = tanln/2+€) = —cone) = s = e = = ()

1 g2 1 1
1——... | = 1-—
Ty — T 3 Ty — T 3(zg — x)?

1.2 Partielle Ableitungen

Wenn eine Funktion von mehreren Variablen oder Parametern abhéngt f(z,y) oder
f(z,a,b, ...), dann kann man sich die Anderung der Funktion (Steigung) in jeder Rich-
tung (Dimension) berechnen, indem man alle anderen Variablen, Parameter festhailt.
Man erhélt die partiellen Ableitungen

0
% (xay”yfest

0
a_yf(xay”xfest

Beispiele:
of of
_ 2,2 . 9/ _ of _
fey) =a?+y* + gr=20  F.=2
Sy = Sn(@)  Of _acos(ar) 0  —2ysin(ar)
YY) = 1+2  0r  1+9° By~ (1+y2)2
of of
_ _ 2 g _ 2 _ 2 95 _ B 5
f(z,y) = exp(—az”) % x* exp(—ax”) B 2ax exp(—az®)

Daraus lésst sich die Steigung in einer beliebigen Richtung bestimmen ~» Vektorrech-
nung.

1.2.1 Totales Differential

Physiker schreiben die Anderung einer Funktion f(x,y) gern als totales Differential;
das ist die Gesamtédnderung der Funktion durch Verinderung aller Variablen

_0f 4, 091
& = Gyt 5y

15



Diese Schreibweise hat direkte Anwendung in der Thermodynamik fiir Zustandsgréfen
und bei einer parametrisierten Abhingigkeit. Wenn ein Weg x(t), y(t) vorgegeben ist,
erhalten wir die totale Ableitung der Funktion f(z,y) durch die Kettenregel

df _Ofdx  Ofdy 0 f f
dr ~ Oz dt 8y dt 8x 8y

1.2.2 Taylorreihe mehrerer Variablen

Die Taylorentwicklung ldsst sich direkt auf mehrere Variablen verallgemeinern (hier
nur 2-dimensional f(x,y)). Man muss beachten, dass bei der Entwicklung um (x ¢, 3o)
die Abweichungen in beiden Koordinaten verschieden und unabhingig sind (z,y) =
(zo + Az, yo + Ay) und dass es zusitzlich Mischableitungen gibt. Wir verwenden statt
(Ax D)" das totale Differential

f f SN ek O
<Am8 + Ay 8y) kzo<k>Ax Ay R
il

wobei der Faktor (;) =7 ( ' gerade die Anzahl der moglichen Mischterme (=

k aus 7) angibt. Wir erhalteﬂ a{s; c]l€1>e Taylorreihe
flow) = feow+ G| Acrgl ay
e ( s @) ety st @) sy
I %f(x,y) (Ay>2> +

_ (1+§M+ ; -
3@+ S ) s

= flanm) +Zl}k2( Jackay o] v R

N ZZ AxkAy - ax’i;zj; i + Ry(%,9)

=0 k=0

Ableitungen nach verschiedenen Variablen konnen vertauscht werden. Die letzte Zeile
ist eine kompakte Form zur Berechnung der Vorfaktoren, die auch leicht zu merken ist.
Das totale Differential entspricht gerade den linearen Termen wie im 1-dimensionalen
Fall.

16



1.3 Integration

Die Integration ist die inverse Operation zur Differentiation. Wir behanden hier nur
gewohnliche Integration von Funktionen einer Variablen. Spater wird es noch viele
Arten von Integralen geben (Wegintegrale, Volumenintegrale, Oberflichenintegrale...).
Wenn wir die Ableitung f’(z) einer Funktion wieder integrieren, sollte die Ursprungs-
funktion wieder herauskommen. Das stimmt aber nur bis auf eine Konstante C', die bei
der Ableitung verloren geht.

1.3.1 Unbestimmtes Integral

Der Integrationsoperator fiir das unbestimmte Integral ist | dz und wir erhalten allge-
mein die Stammfunktion F'(x) mit

F(o) = [ daf(a)

Die Stammfunktion ist nur bis auf eine Konstante festgelegt, denn es gilt allgemein

([ aer@) = 1@

[tz @) = 1)+

aber umgekehrt erhalten wir

mit freier Integrationskonstante C. Deshalb ist [dz # D', weil D~ D nicht die
Identitit ist. Beispiele fiir unbestimmte Integrale sind also direkt aus der Ableitungsta-
belle zu sehen - es muss nur die Integrationskonstante C' zugefiigt werden.

Beim Integrieren haben wir also immer eine Konstante frei, mit der wir einen Anfangs-
wert der Funktion festlegen kénnen. Wenn wir F'(z () = Yj haben wollen, setzen wir

F(m):/dxf(x)—f—c mit C:Yo—/dmf(xﬂzo

Das klingt etwas abstrakt.
Beispiel:  Wir wollen fiir das Integral der Funktion f(z) = cos(x) den Anfangswert
F(zo = 0) = 1 haben

F(z) = /dmcosx:sinx—i—C und C =1-—sin(0) =1

= 1+sinx

Die Integrationsregeln - als Umkehr der Ableitungsregeln - machen den Integranden
nicht unbedingt einfacher. Deshalb lassen sich viele Funktionen nicht analytisch inte-
grieren. Im Grunde gibt es also drei Rechenregeln fiir die Integration.

e Die Integration ist eine lineare Operation: [ dz (a f(z) + bg(x)) = a [ f(z)dz+
b [ g(x)dx

17



z) [dx (f'(z) G(z)dz) mit G’ (z) =

e Substitutionsregel: f de (f(x)) = [d (3_
J dz 1)

. Partlelle Integratlon f dx (f(x) g = f(z f z)de— [ dz (f'(z) [ g(x)dx
9(x
((

2))) = [dz(a'f(2(2))) =

Die Anwendung dieser Regeln ist eine Kunst und bedarf einiger Erfahrung. Die Probe
ist immer sehr einfach, namlich das Ergebnis ableiten.
Beispiel fiir die partielle Integration

/xsinxdx:—xcosx—i—/(l~cosx)dx:sinx—xcosx+c
Beispiele fiir die Substitutionsregel
x T 1 1
——dx = —dv= | —dv=21 C
/1—}—3:2 v v /2v Y73 nust
1
= —ln(1+x2)+C mitv=1+z% o =2z
dr =

/# / ——'dv /COSU —/1dv
V1 — 22 V1 —sin2v cosv

= v+ C=arcsin(z) +C mitz =sinv; 2’ =cosv

1.3.2 Bestimmtes Integral

Beim bestimmten Integral wird eine Funktion f(x) iiber einen bestimmten z-Bereich
integriert. Das Resultat ist die Flidche unter der Kurve

1
[ def@) = Fa) - Fao)
o
Durch die Differenzbildung fillt die integrationskonstante wieder heraus und das Er-
gebnis ist eindeutig. Damit kann man Anfangswerte F'(z¢) = Yy direkter erhalten
durch .
/ dif(#) = F(z) — F(zo) + Yo
o

da das bestimmte Integral fiir x = x( verschwindet. Die Integrationsvariable sollte sich
formal von der Obergrenze unterscheiden, obwohl das ’bestimmte Integral mit x als
Obergrenze ein unbestimmtes Integral mit fester Integrationskonstante C' = Yo —F'(z9)
ist.

1.3.3 Einfache Differentialgleichungen

Wir betrachten hier 3 einfache Formen von Differentialgleichungen, die wir jetzt schon
16sen konnen.

18
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Direkte Integration

Differentialgleichungen vom Typ

Y = flx) mit  y(ro) =yo  bzw.
z = f() mit  x(ty) = xo

kann durch direkte Integration gelost werden

ve) = [ 4@) = F@) - Fao) + mit F@) = )

dif(f) = F(t) - Flto) + 20 mit F'(t) = f(t)

to

8
—

~
N

Damit erhalten wir eine explizite Darstellung (aufgelost nach y(x) bzw. x(t)). Eine
analytische Darstellung gibt es natiirlich nur, wenn man das Integral auch ausfiihren
kann.

Beispiel 1: Die Geschwindigkeit v = @ (in z-Richtung) ist als Funktion der Zeit
v(t) = vy, sin(t/ts) mit Maximalgeschwindigkeit v,,, gegeben und der zuriickgelegte
Weg x1 —xg vonty = 0 bis t; = 7t soll berechnet werden. Wir legen den Anfangsort
geschickt auf o = 0 und erhalten die DGL mit Losung

T = vupsin(t/ts) mit x(0) =0

x(t)

/Ot v(t)dt = —vpmtscos(t/ts) : = —uptsfcos(t/ts) — 1]
= Umts[l — cos(t/ts)]
und wir erhalten fiir den Weg bis zum Stillstand bei x
1 = Upts[l — cos(m)] = 2umts
Es wird also der Weg x1 = 2v,,t, in der Zeit t, = mt, zuriickgelegt, was eine Durch-
schnittsgeschwindigkeit

2
V= — = "0, ~0.637v,,
71'

ergibt.
Beispiel 2: Freier Fall mit konstanter Erdbeschleunigung g. Die DGL
mi = —mg mit  x(ty) = xo;  x(to) = vo

ist 2. Ordnung und man braucht 2 Anfangswerte zur Festlegung der Losung, da 2 un-
abhingige Integrationskonstanten auftauchen. Durch Einfiihrung der Geschwindigkeit
v = ¢ erhélt man
v=—g v(to) = vo
mit der Losung
v(t) =vo—g(t —to) =2

und die 2. Integration liefert
z(t) = o + vo(t — to) — g(t —t0)?

das Gesetz des freien Falls.
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Trennung der Variablen

Oft ist die Ableitung aber nicht (nur) als Funktion der unabhingigen, sondern (auch)
als Funktion der abhéngigen Variablen gegeben. Eine Differentialgleichung vom Typ

d
r = d_i-f = f(z) mit  x(ty) = xo
kann man zunichst sortieren nach den Variablen x, ¢ und dann integrieren
d
dz
f(x)
x d.i t B

xo f(x) to

t(x) tdE o
r) = - 0

Hier erhalten wir die Losung fiir die Umkehrfunktion ¢(z), die wir dann noch auflésen
miissen fiir z(¢). Der Anfangswert ist richtig erfiillt, denn fiir x o, to haben wir die Iden-
titdit 0 = 0. Die letzte Form zeigt den Zusmmenhang zur direkten Integration. Diese
Form hétten wir direkt erhalten konnen, wenn wir die den Kehrwert der Differential-
gleichung ¢/ = 1/ f(x) genommen hitten (mitt’ = dt/dx = 1/%).

Diese Methode lésst sich verallgemeinern auf

x = f(x)g(t) mit  x(to) = o
kann man zunichst sortieren nach den Variablen x, ¢ und dann integrieren
dx dt
f@ e

vdr /t dt
x0 f (j') to 9 (E)
Jetzt erhalten wir eine implizite Darstellung fiir beide Varianten z(¢) und ¢(z).

Kraftgesetz

Einen Spezialfall einer DGL 2. Ordnung konnen wir durch einen Trick auch direkt
integrieren. Wenn die Kraft f () auf eine Masse m als Funktion des Ortes gegeben ist

) d2 T . .
mi =m——y = f(x) mit  wx(to) = wo; (to) = vo

kann man die DGL erst mit v = & multiplizieren und die linke Seite umformen

Die Anderung der kinetischen Energie E;,, = muv? /2 ist also durch Kraft x Geschwindigkeit
gegeben
d Ekin

Il
~
]
S~—
I
S8
~
Il
~
—
8]
~—
SH
5]



und wir konnen direkt integrieren

) mug v
Buan(0) = Banen) = Fuin (@)~ 52 = [ jw)d
xo
oder
Ek’in = Ekin,O"‘/ f(J?)dJ?
xo

Die Anderung der kinetischen Energie ist also equivalent durch Kraftx Weg gegeben.
Jetzt konnen wir diese Gleichung, die eine kompliziertere DGL von 2 ist, nach &
auflosen und erhalten eine DGL bekannter Form & = ¢(z)

; 2 x
mroo_ % +/ f(@)dz
2 0

o a5 o) o

aus der wir dann impizit die Zeit als Funktion vom Ort

He) = dz

to +/ =
20 \/Ug +2 [0 f(@)dT

erhalten. Achtung: die Obergrenze im Integral unter der Wurzel ist die Variable &, liber
die integriert wird.

Die Gauss’sche Glockenkurve

Wenn das Integral einer wichtigen Funktion nicht analytisch 16sbar ist, definiert man
einfach eine neue Funktion. Das macht nur Sinn, wenn man danach die Eigenschaften
dieser Funktion gut untersucht. Das Integral der Gauss’schen Glockenkurve exp(—z 2)
wird in der Wahrscheinlichkeitstheorie und der Statistik und bei vielen anderen Anwen-
dungen (in verschiedenen Abwandlungen) gebraucht. Die Definition der Fehlerfunkti-
on erf(x) oder Erf(x) oder manchmal (missverstindlich) ®(z) ist definiert durch

erf(x) = % /Om exp(—t%)dt

Das bestimmte Integral

/OO exp(—t*)dt = /7

—00

kann man mit anderen Methoden exakt berechnen (~» Funktionentheorie). Deshalb ist

lim erf(z) =1

Tr—00

Die Fehlerfunktion ist monoton wachsend, ungerade in 2, man kann sie ableiten, aber
auch beim Integrieren komplizierterer Ausdriicke verwenden, z.B. zur Berechnung der
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Varianz einer Normalverteilung (siche nidchster Abschnitt)

202

ptx ) 1
t— exp(—
/u =P el

w/ V2 2 0 1
20°u
/z/\/ia V4 2wo

902 [T/ 5
= u[—2u exp(—u*)]du
=

—202

exp(—u?)v20du

S

[u exp(—u

CORERES)]
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Kapitel 2

Wahrscheinlichleitsverteilung und
Datenanalyse

Als Einstieg in die Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung fiihren wir die wich-
tigsten Begriffe ein, diskutieren einige fundamentale Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
wobei die Normalverteilung als wichtigste Wahrscheinlichkeitsverteilung eine beson-
dere Rolle spielt, und behandeln die Eigenschaften von Erwartungswert und Varianz
(Mittelwert und Fehler). Dann nutzen wir die Methode der kleinsten Quadrate zur Be-
stimmung von physikalischen Parametern aus Messreihen: Schitzung von Mittelwert
und Fehler, statistische Gewichte, Ausgleichsgeraden und -kurven, Linearisierung.

2.1 Definitionen; Wahrscheinlichkeit; Verteilungsfunktionen;
Erwartungswert

zufillige Ereignisse: z.B.: Wiirfeln, Roulette, Kursschwankungen,...
..., physikalische Messung (Experiment)

auch dort Schwankungen im Messwert (unkontrollierbare thermische Schwankungen,
andere Einfliisse,..., grundsétzlich Quantenmechanik, bei klassischen Phianomenen ver-
nachléssigbar).

Def.:
Ein Ereignis (Messung) ist ein Vorgang (z.B.: Experiment), der zu einem quantifizier-
baren Resultat (Messergebnis) x fiihrt; (z heisst (Wert der) Zufallsvariablen).

Bemerkung:
allgemeiner: dem Ereignis A ordne ich die Zufallsvariable X mit dem Wert = zu
(...,,wiirfle eine 3).
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Def.:
Wahrscheinlichkeit fiir Resultat x:

m: messe © m-mal
n : Anzahl der Messungen
(allgemeiner: P(A))

P(z) = lim

n—oo

SIS

Es gebe nun mehrere mogliche Resultate der Messung; man mif3t auf jeden Fall einen
der moglichen z-Werte; Messungen ergeben , Stichprobe© {z1, 2, ..., 2, }
(n-malige Wiederholung der Messung).

e zunichst ist Ereignis die Messung eines festen = (oder ,,nicht 2*)

e Messung erlaube mehrere sich gegenseitig ausschliessende Resultate 2z (¥), messe
jedenfalls einen dieser Werte; die obigen {1, 22, ..., 2, } sind dann eine Kette
solcher () (k = 1...N); 2(*) entsprechen Elementarereignissen.

es gilt:

bei kontinuierlichen x :
P(zy) —  f(2)
> o [

f () ist Wahrscheinlichkeitsdichte: f(z) dx : Wahrscheinlichkeit fiir y mit
r<y<ax+dr

diskrete - kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilung

n

3 Pl o) =Y Aw D g
i=1 v

i=1
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n
lim E A x;
n — oo

i=1

Riemann-Summe

PA(Z) g(zi) = /bdx f(z) g(x) <A$i = T — @ =

~——
Wahrscheinlichkeitsdichte
— f(z;) firn — oo,
Axz — 0

Pla)~ f(z)Az ~ flz) ~

(oft differentielle Schreibweise, dann P(z) = f(x) dx)

2.1.1

Def.:

* Axiomatik (Kolmogorow)

P(A) >0

PE)=1 sicheres Ereignis
P(A+ B)=P(A)+ P(B) fiir disjunkte Ereignisse (AB = ())

C=A+8B (AU B, A oder B oder beide)
C=AB (AN B, Aund B)

A nichtin A: E— A

C=A—-B=AB

Es gilt:
e ArB=AB
e AB=A+B

bedingte Wahrscheinlichkeit:

_ P(AB)
S O

A, B unabhéingig:

P(AB) = P(A) P(B) |= P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(A) P(B)
——

und

sonst. allgem.:

P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB)

25
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2.1.2 Der Erwartungswert

Den Erwartungswert einer beliebigen GroBe g(z) (oder auch Gleichung) erhilt man
durch das gewichtete Mittel dieser Grofe.

Def.:
Erwartungswert (Mittelwert) einer Funktion g(x) der Zufallsvariablen x ist

(g9(x)) = Z P(x(k)) g(m(k)) (wir schreiben nicht, wie
k i. d. Math. iiblich bei Definitio-
nen ,,.="°)
+oo
-
Kontinuum / def(x)g(x)
— 00
+oo
w={(x) = / dz f(z)x Mittelwert* (von x)
“+oo
o’ ={(z—(2)*) = / dz f(z) (x — (z))*>  ,Varianz* (mittlere quadratische Abweichung)
—o0

(™) ,n-tes Moment*
{(z — (x))F) ,zentrale“ Momente
o=Vo? »Standardabweichung = Streuung™

Diese Erwartungswertbildung gilt fiir alle Wahrscheinlichkeitsdichten und falls diese
nicht auf 1 normiert sind, muss man noch normieren

72 g(y) fy) dy
I fly) dy

(9) = (g(=)) =

Der gewichtete Mittelwert ist der Erwartungswert von g(z) = x selbst und die Varianz
ist der Erwartungswert der quadratischen Abweichung g(z) = (z — p)? (= mittlere
quadratische Abweichung)
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2.2 Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen

2.2.1 * Binomialverteilung (Bernoulli-Verteilung)

(L) a=-pr = (p_+(@-p) =1
k=0 M Y
n . n o __ - n n—
,da () definiert durch (a +b)" = z:: (k) a® ok

k=0

schreibe alle Permutationen (n!) von k& Werten « und (n — k) Werten b; ohne Beriick-
sichtigung der Reihenfolge; Vertauschung der a oder der b untereinander ergibt identi-
sches Resultat.

1 |

0.2}
0.15f f(x)
0.1
0.05

2 4 6 8 10 x

Abbildung 2.1: Binomial Verteilung - Pfeil und Balken markieren Erwartungswert und
1. 0-Umgebung (Lang, Pucker)

n n!
( ) = — Kk aus n

K= 1-2-...-k ol=1

z.B.:
»Wiirfeln mit zwei Wahrscheinlichkeiten p, 1 — p fiir 1,0
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Beispiel fiir p = % :  Galtonsches Nagelbrett

Abbildung 2.2: Galton Brett (Lang, Pucker)

in der Math. :  Pascalsches Dreieck ergibt (Z)
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n
n!
— (k _ k k 1— n—k
n= k) D o= P o)
k=0 y
Trick 0 < n k n—k B . : “
= P 8_ ( k:) Prq ‘q:l—p a_p: partielle Ableitung*, da meh-
b k=0 rere Variablen: halte zundchst beim
Differenzieren q fest, setze erst am
Schlussg=1—p
9 n n—1
= Py, pta)"=pnptq) o1, =P0 (%)
5 0 2 2
<k(k_1)> = p a_pg(p+Q)n|q=1—p:p n(n_l):<k>_<k>
o’ =) -(k?* = p’(n(n—1)-n’)+pn=p(1—-p)n
2.2.2 * Poisson-Verteilung
; . . _H
in 1.2.1): n — oo, u fest: p=-
n
k n—k
P(X=k) = lim ( ) (ﬁ) (1—ﬁ)
n— 00 n n
- () gl (-8
we \k) n—F '
n! p” ™
- (-8
o (n—Fk)!(n—p)k kK n
———
—1 —eTH
k
R
R
.. >° Mk
zur Uberpriifung: Z o eH = elet=1 (mit e-Reihe!)
k=0
o2 = lim £ (1—ﬁ) n o= [
n—oo n n

z.B.:  Zerfall einer grossen Anzahl von Atomen mit Wahrscheinlichkeit p = ¢ = AA¢
in kleiner Zeit At = % unabhingig von der Zeit; dannist u = ne = At (s.0. (%))
(At)* Y

k!

und es gilt fiir die Wahrscheinlichkeit von k Zerfillen: P(X = k) =

29



v
0.15t f(x)

0.1

0.05

23 5

Il.h .
75 10 125 15 x

Abbildung 2.3: Poisson Verteilung (Lang, Pucker)

2.2.3 Gleichverteilung

P = f(x):b fiira < 2 < b, sonst 0

2.2.4 Normalverteilung (Gauf3-Verteilung)

Wenn sich eine Zufallsgrofle = aus einer Sequenz von n unabhédngigen und zufillig
verteilten Werten zusammensetzt, dann ergibt sich im Grenzfall n — oo fiir die Wahr-
scheinlichkeitsdichte f(x) eine Normalverteilung (— Zentraler Grenzwertsatz)

o) = o e (-4

mit Mittelwert 1 und Varianz o2, Die Streuung ist die Standardabweichung o, also die
Wurzel aus der Varianz.

Bei der Standardnormalverteilung betrachtet man die normierte GroBe y = (x —

w)/o

1 y2 .
f(y) = \/ﬂ €xXp <_?) mit Hy = 0 Oy = 1
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-3 =2 =] | 2 3 X

Abbildung 2.4: Standard-Normalverteilung (Lang, Pucker)

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit p(|y;| > v), dass ein Wert y; weiter als ein
y > 0 vom Mittelwert (hier ;» = 0) abweicht, brauchen wir die Fehlerfunktion.

ol > ) =2 " F )y = 1 erf(y/V2)

Die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung vom Mittelwert (in beide Richtungen) gréBer
als 1o;20; 30 ist 36,8%; 4,6%; 0,27%. Deshalb ist =30 ein gutes Maf fiir ’sichere’
Aussagen.

Die Genauigkeit einer Messung gibt man durch die Standardabweichung (Streuung) an
r+xAr=pto

muss dabei aber immer im Hinterkopf haben, dass nur etwa 2/3 der Messwerte inner-
halb dieses Intervalls liegen, falls die Messungen iiberhaupt normalverteilt sind. Fiir
beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen f(z) erhalten wir eine obere Grenze fiir die
Wahrscheinlichkeit P einer groleren Abweichung vom Erwartungswert yi ., als o aus
der

Tschebyscheffchen Ungleichung:

Fiir Abweichungen bis 1 o nutzt diese Abschétzung nichts, aber fiir e = 2, 3, 4,...
erhilt man brauchbare Grenzen!

2.2.5 Rechnen mit Mittelwert und Varianz

Zur Bestimmung von physikalischen GroBen Y oder Zusammenhingen Y = f(X)
nutzen wir normalerweise Messreihen Y; und wollen daraus durch Mittelung eine
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95%

68.3%

0.707 1.41
Ar =03 Azr = 20;

Abbildung 2.5: Fehler-Funktion

Schitzung fiir Y erhalten. Fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Mittelwertes konnen
wir den zentralen Mittelwertsatz nutzen.

Oft messen wir eine Grofe nicht direkt, sondern brauchen eine abgeleitete GroBe g(Y),
z.B. F(D) = wD? /4, wenn wir die Fliche F eines runden Tisches wissen wollen, aber
den Durchmesser D messen. Den entsprechenden Erwartungswert und dessen Fehler
erhalten wir aus der "Fehlerfortpflanzung’.

Der zentrale Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz macht eine Aussage liber die Verteilungsfunktionen der
Summe von ZufallsgroBen X ;.

Zentraler Grenzwertsatz: Fiir eine Folge X; von unabhédngigen Zufallsgroien mit
Erwartungswerten 1; und Varianzen o7 seien die zentrierten und normierten Summen

Ly =

L L n
21;1 (i(z _2M11) _ 21;1 XiS_ Z;L:1 Mg it 5721 _ ZO'IQ
Zi:l o; n i—1

Dann gilt: Im Grenzwert n ~ oo sind die Z,, standardnormalverteilt (mit Erwartungs-
wert 0 und Varianz 1), wenn die Lindberg’sche Bedingung (eine relativ weit gefasste
Anforderung) erfiillt ist.

Mit der Tschebyscheffschen Ungleichung kann man zeigen, dass es ausreicht, dass die
Summe der Varianzen S2 gegen unendlich geht. Anschaulich bedeutet das, dass im
Grenzwert jeder Summand einen verschwindenden Beitrag zur Summe liefert.

Praktisch heif3t das fiir die Summe Y,, = Z X, dass deren Verteilung gegen eine Nor-
i=1
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n

malverteilung mit Erwartungswert py,, = Z 1; und Varianz O’Y n Z o; strebt.

Die Werte fiir Erwartungswert und Varianz werden wir in der Fehlerfortpﬂanzung wie-
derfinden. Wichtig ist hier, dass die Annahme einer Normalverteilung gut ist. Zwei
Aspekte sind hier fiir uns interessant

e Mittelwert: Wenn die Z,, anndhernd normalverteilt sind, dann konnen wir den
Bruch fiir die Z,, mit 1/n erweitern und mit derFehlerfortpflanzung die Aussage
fiir das arithmetische Mittel interpretieren: Die GroBen X ; /n haben Erwartungs-

.. . . . 1
wert p;/n und Streuung o; /n; damit ist das arithmetische Mittel — E X; auch
n
i=1

- ¢
anndhernd normalverteilt mit Erwartungswert — Z w; und Varianz — Z o;
i
Wenn die X; gleichen Erwartungswert 4 und Varianz o2 haben, ist die Varlanz

a?/n.

e Wichtung: Wenn die X; verschiedene Streuungen haben, dann bedeutet die
unnormierte Summe, dass die Messwerte mit den gro3ten Varianzen am stirk-
sten beitragen, weil da die erwarteten Abweichungen vom Erwartungswert am
grofiten sind. Bei Messungen zeichnet sich eine gute Messung durch eine klei-
ne Streuung aus. Deshalb ist es sinnvoll, den zentralen Grenzwertsatz auf die
normierten Grofien XZ- = X;/o; anzuwenden. Achtung: Erwartungswert und
Varianz der Summe der normierten Grofen ist anders als erst Summenbildung
und dann Normierung!

Bei N gleichwertigen Messungen einer Grof3e y heifit das, dass es fiir das arithmetische
Mittel 7 eine gute Annahme ist, das es nomalverteilt ist und dass der Fehler des Mittels
um den Faktor v/N kleiner ist als der Fehler der Einzelmessungen

N _
y=T+Ay=p+o,=p+t—— Z >iz1 (i —7)?

Y \/_ N N(N -1)
Vorsicht bei der Statistik mit kleinen Zahlen N (~» Y 2-Test). Durch verschobenen
Mittelwert ist die angenommene Verteilung um diesen Wert anders als die Verteilung
um den wahren Erwartungswert p. (siche Bsp. in Abb. 2.6).
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Ubungsaufgabe: zentraler Grenzwertsatz

(a) Berechnen Sie die statistische Verteilung des Mittelwerts von drei Wiirfen (n =
3), indem Sie eine Tabelle der Wahrscheinlichkeiten fiir die verschiedenen Wiirfel-
summen berechnen. (Versetzen Sie zur Vereinfachung die Wiirfelzahlen auf 0,1....,5)
Beim einzelnen Wiirfel (ideal) haben wir eine perfekte Gleichverteilung.

(b) Priifen Sie nach, inwieweit die erhaltene Verteilung schon durch die Normalver-
teilung gut angenéhert wird, wie sie der zentrale Grenzwertsatz (n — o) ergibt.

(c) Insbesondere vergleichen Sie das neue o 2 mit dem des Einzelwiirfels J%Vﬁrfel und
priifen Sie, inwieweit 02 ~ owiirfe /3 gilt.

zu (a) Fir Summe n; + ng 4 ng: Werte von 0-15 (symmetrisch um 7.5!)

Summe | Kombinationen | Anz. der Komb. | Gesamt Wahrscheinlichkeit
0 | 0+040 1 1 (5=
1| 14040 3 3 (B =2
2 | 14140 3 6 (1 =%

2+0+0 3
3 | 3+040 3 10 (L=
2+1+0 3%
1+1+1 1
4 4+40+0 3 15
3+1+0 3%
2+42+0 3
2+1+1 3
5 5+0+0 3 21
44140 3%
3+240 3%2
3+1+1 3
2+2+1 3
6 5+1+0 3% 25
44240 3%2
4+1+1 3
3+340 3
3+2+1 3%
24242 1
7 5+2+40 3%) 27
5+1+1 3
44340 3%
442+1 3%
3+43+1 3
3+2+2 3

MWﬁrfel:%(0+1+...+5>:2.5
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zu (b)

5
1 . 1
TWirfel = 52 ((2:5)% + (1.5)% + (0.5)%) <Z(Z — Bwiirtel)” - 6)
i=0
875 35
312
Verteilung nach zentralem Grenzwertsatz (n — oo, hier n = 3!)
dann
1
exp(—(z — pwiitel)?/203) Wahrscheinlichkeitsdichte
V2mos
g_XitX+Xs o2 — TWirfel _ 35
3 T 3 36
1
= ————exp(—(z —2.5)?/(70/36))  zuplotten;
V2 / %
Durch Abzihlen:
T | o 1/3 23 1 43 53 2 73 83 3 ...
Kombinationen | 1 3 6 10 15 21 25 27 27 25 ... symmetrisch

Normierung: = (%) ’

0.45 T T T T

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

0 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5

stimmt recht gut mit obiger berechneter Verteilung iiberein; Wahrscheinlichkeits-
dichte: obige Zahlen / 4!

zu (c)

3
o2 = 2-(%) (1-(2.5—0)2+3-(2.5—%)24-6-(2.5—%)2

+10- (2.5 — §)2+...+27- (2.5 — 5)2)

0.97 ~ oiirser/3 !

%

35



2.3 Fehlerfortpflanzung

Mittelwert und Fehler von abgeleiteten Grofen, also Funktionen g(X) einer Zufalls-
groBe X, konnen lokal durch eine Taylorentwicklung berechnet werden.

Gegeben ist eine Verteilungsfunktion f(x) fiir Zufallsvariable X

Frage:
Verteilungsfunktion fiir Zufallsvariable g(X ), Momente von g(X) ?

Taylorentwicklung:
i s=p o) = o+ 2] @owe b DI @
™ N T =) &
1 9 d? g
pg=1{9(@) = g +35 [ do(z—p)" fla) —1  +0s(.)
T=p
1 ,d%g
= 9(#)4‘—02@ - + o
T=p
1 2 1
~ gut+507g
T=p
dg 2 d*g
2 2 ag 2 |~ 2 )
(g°(z)) = g (u)+<dm ] + 59 g L +0s ()
d 2
g
oy = <92($)>—<9(w)>2—<% ) o®+0s(...)
T=p
~ 91202

falls Rechnung zur Quadr. Ordnung

d 2
<d—g ) 0'2 S.0.
2

Der Erwartungswert 1, verschiebt sich gegeniiber g(u), aber erst in 2. Ordnung. Bei
kleiner Streuung ist das oft vernachlédssigbar - aber priifen! Die Streuung wird mit der
Ableitung |¢'(u)| gewichtet.
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Eine entsprechende Regel kann man bei Funktionen g(x, y) von mehreren unabhingi-

gen ZufallsgroBen mit Wahrscheinlichkeitsdichten f(z), h(y) und

Mz = <(E> ) 0925 = <({E - Ma:)2> y My = <y> ) 05 = <(y - My)2>
herleiten. Mit den Abkiirzungen

g = g(xvy”wo,yo
_ Og(z,y)
= Ta
x Z0,Yo
_ Og(z,y)
wo= Ty
Y Z0,Y0
P > g(z,y)
oy =
! 8.136:(] Z0,Y0

usw. sind die Taylorreihen

9(@,y) = 9+9.(% — pa) + 94y — 1y)
9y (T — 1) (y — p1y) + %gm(m — pa)® + %gyy(y — py)?
und
g’ (xy) = [g + g (T — ) + gy (y — 1y)

1 1 2
FGay (T — p12) (Y — py) + ggzz(x - ﬂz)z + §gyy(y - Ny)ﬂ
9> +2g [gx(x — piz) + gy (y — ﬂy)} +2 [gxgy + gzy} (T — pa) (Y — py)

o2z — pe)? + 9oy — py)? + 9 [gm(fc — p2)® + gyy(y — uy)z}

Jetzt berechnen wir die Mittelwerte durch Multiplizieren mit den Verteilungen f(x) und
h(y) der Zufallsgrolen x und y und Integrieren tiber = und y. Alle Terme ungerade in
(x — pa) oder (y — ) fallen weg. Es bleibt

und

1
{9)=9+3 [gmaﬁ + gyyoi]

(0°) = 9" + 9207 + 9,05 + 99202 + 9Gyy 0,

Damit ist der Mittelwert von g(z, y)

1
Hg = (9) =9+ 5 [chgi + gyygﬂ
02 02
= gt py) + a—i o5 ++ a—Z o,
r (b pty) Yy (ha s hy)
und die Varianz

2 _ 2 2_ 22, 22

o, = (9°)—{(9)° =gz0; + 9,0,

9g\° 99\
)
z (limvﬂy) Yy (e 71’41/)
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Diese Gleichungen lassen sich direkt auf /N unabhingige Variablen verallgemeinern.
Damit kann man dann nachrechnen, dass der Erwartungswert des Mittelwertes von N
unabhéngigen Realisierungen y; von y mit Erwartungswert x4 und Streuung o nicht
verschoben wird (weil die 2. Ableitungen verschwinden) und dass die Varianz um den

Faktor N kleiner wird -

=pux

Sind die Fehlerquellen nicht unabhéngig, dann miissen Korrekturen durch die Korre-
lation berticksichtigt werden (— Kovarianz; die Erwartungswerte hingen jetzt jeweils
von den anderen Variablen ab und der Mischterm mit gz, (x — 15 (y))(y — py(2)) in
der Taylorentwicklung verschwindet beim Mitteln nicht).

2.4 Regression von Daten

Messdaten sind immer fehlerbehaftet; deshalb Angabe immer mit Fehler (oder Feh-
lerdisussion); Bestimmung einer physikalischen Grofe Y oder eines physikalischen
Zusammenhangs Y = f(x) (oder Y = f(x;a1,a2,...,a,)) aus einer Messreihe
yi; © = 1, N (oder (x;,y;(x;)); ¢ = 1, N). Oft kennen wir auch die Verteilung der
Fehler nicht und brauchen fiir die Varianz eine Schitzung aus den Messdaten selbst.

2.4.1 Schitzung der Varianz

y=16.26,-0.78,25.29,2.29,-7.61,0.73,11.37,2.68,3.73,-2.01 0.2 T T T T T -
wahre Verteilung
40 T T T T T 3 Werte: Daten =
3 Werte: Daten = 3 Werte: Mittel =
50 L Mittel(3) 015 L . 10 Werte: Daten -+
10 Werte: Daten . : 10 Werte: Mittel

" Mittel(10)

Yi
5
T
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Abbildung 2.6: links: Messwerte y; = y(i) und deren Mittelwerte rechts: Messwerte
y; und Verteilungsfunktionen f(y) schwarz: Normalverteilung mit x = 5und o = 10
blau: 10 Realisierungen y; und deren geschitzte Normalverteilung (y = 5.2;0 =
9.7). Der Mittelwert und dessen Unsicherheit (7 = 5.2; Ay = 3.1) ist in Magenta
dargestellt. rot: Das gleiche mit den ersten 3 Werten (7 = 13.6; 0 = 13.2); Mittelwert
und Unsicherheit (7 = 13.6; Ay = 4.16) in Griin.

Wenn wir N Messungen y; einer Grofle y durchfiihren, kennen wir normalerweise we-
der den Erwartungswert p noch die Streuung o der Messfehler. Wenn alle Messwerte
y; statistisch die gleiche Qualitdt haben (gleiche Varianz), dann knnen wir mit

| X
@ZN;% und k=y—pu
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die Varianz schitzen.
Notation: Zur Unterscheidung zum richtigen Erwartungswert i = (y) verwenden wir
7 fiir den Mittelwert von Daten.

(yi —p—k)*

7
<
<

[\

I
Mz

s
i
<.
Il
i

l
.tﬂz

@
I
—

—21<;Z p) + Nk

(yi - H)2 — nk®

I
] =

<.
Il
i

(yi — 1)*) — N(k?)

-

-1 = |

1

s
Il
_
-
Il

1

=

9,
I

N— = (N —1)0?

1
2 . - N2
i=1

Auf der rechten Seite haben wir den zentralen Mittelwertsatz verwendet und fiir (k 2)
die Tatsache, dass der Mittelwert 3 normalverteilt mit Varianz o2 /N ist. Dann ist der
Erwartungswert der quadratischen Abweichung gerade die Varianz (k ?) = 02 /N. Der
Erwartungswert ist die beste Schétzung (auch asymptotisch normalverteilt) fiir die lin-
ke Seite und damit konnen wir die zunichst unbekannte Streuung durch Auflésen nach
o schitzen.

2.4.2 Ausgleichsrechnung

Jetzt suchen wir fiir eine Messreihe y; oder (z;, y; ) die zugehdrige physikalische Grofe
Y oder Funktion Y = f(z). Wir suchen durch die Wolke der Messpunkte eine Kurve
vorgegebener Form, die die Messwerte am Besten représentiert. Wir wollen also einen
"Ausgleich’ der Messfehler durchfiihren und den Zusammenhang zwischen x und Y
extrahieren. Das Grundproblem ist jetzt wie wir diese "Giite’ messen, d.h. wie wir
Abweichungen bewerten (— Ausgleichsprinzip).

Das haufigstes Ausgleichsprinzip ist die Methode der kleinsten Quadrate, bei der wir
die mittlere quadratische Abweichung minimieren. Das bedeutet implizit, dass wir eine
Streuung um den Erwartungswert annehmen und dass der Fehler normalverteilt ist.
Andere Methoden verwenden den Median oder wichten die Abweichungen anders.

Wenn die x; mit vernachldssigbarem Fehler gemessen werden, brauchen wir nur die
Abweichungen in der Ordinate zu betrachten. Die Streuung der Messungene ; = f(xz;)—
y; wird als gutes Mass fiir die Abweichung vom wahren Zusammenhang angesehen.
Die GroBe Y = f(z; a;) mit noch unbekannten Koeffizienten a ; bestimmt man durch
Minimieren der mittleren quadratischen Abweichung

N
2 .
S(@i, yisaz) E (xi;a5) —vyi)” — Minimum
i=1
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Die Koeffizienten a; bestimmt man aus den Nullstellen der partiellen Ableitungen
(Normalgleichungen)

08 (i, yi; a; NN
T_ZZ( (w3 a5) yz)aaj =0

Bei beliebigen Funktionen f(x;a;) sehr kompliziert und bestenfalls numerisch 16sbar.
Fiir praktische Fille verwendet man einfache Funktionen.

Statistische Gewichte

Im allgemeinen miissen die einzelnen Messwerte aus 2 Griinden gewichtet werden.
Zum einen sollten unsichere Daten mit grofer Streuung schwicher in die Ausgleichung
eingehen und zum anderen miissen wir oft die Ausgleichung fiir abgeleitete Gréfen
Y (Z) durchfiihren um einfache Funktionen f(z;;a;) benutzen zu konnen. Fiir eine
klare Schreibweise verwenden wir hier auch y; = Y(z;) fiir die abgeleiteten GroBen,
wihrend die direkte Messgrof3e einen neuen Namen z; erhidlt. Meistens normiert man
die Messungen auf die gleiche Streuung o (nicht auf ’1’), weil oft nur die relativen
Varianzen bekannt sind. Das fiihrt dazu, dass in der Summe der quadratischen Ab-
weichungen die inversen der Varianzen auftauchen. Deshalb definiert man statistische
Gewichte durch

DPi = 0’2/0'%’1- mat Oy,i = YI(Z)O'Z' ~ Y’(Zi)O'i
Es gibt 3 elementare Anwendungen fiir diese Gewichte:

e Aus der Physik ist bekannt, dass die wahren o; der Messungen y; verschieden
sind, z.B. "Rauschen’: die Varianz ist proportional zur Anzahl (radioaktiver Zer-
fall); oy oc VY ~ py = 1/Y = 1/y;

e Die einzelnen Messungen y; haben unterschiedliche Qualitit, z.B. sind das schon
Mittelwerte aus unterschiedlich groBen Stichproben N;; o; o< 1/v/N; ~ p; =
N;

e Wir untersuchen eine abgeleitete Grofie Y (Z); dannist oy o« Y'(Z)o; ~ p; =
1/(Y'(Z2)0;)? = 1/(Y'(2;) 0;)? zusitzliche Gewichte

Die gewichtete Summe der Quadrate ist dann allgemein
2 .
S(wi,yi; a;) sz (xi;a5) — Y (2))" — Minimum

mit den entsprechenden partiellen Ableitungen (Normalgleichungen)

85(%,@/“% _ Qsz < :L',“a] yl) gj)
J

Falls die Gewichte p; von den Funktionen Y = f(z;a;) abhingen, wird das Glei-
chungssystem fiir die Koeffizienten auch bei einfachen f nichtlinear in den a ; und ist
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bestenfalls numerisch 16sbar. Deshalb setzt man in den Gewichten p; nicht die richti-
gen Werte 1/Y bzw. Y'(Z)|-1(4,;4,)> sondern die Schitzwerte 1/Y (2;) bzw. Y’ (z;)
ein.

Als Schreibweise verwenden wir allgemein gewichtete Mittelwerte

N N N
Zi:l PilYi Zi=1 piZi TG = Zi:l DiZiYi
N N ) = N
dim1bi > im1 Pi > iz Pi

usw. und fiir die quadratische Abweichung

N
S = Zpi (f(zisay) — yi)?
i_1

Bestimmung einer Konstanten Y
Die Messwerte y; hingen nicht von den z; (z.B. der Zeit) ab. Also ist mit a1 = a
flzsa) = a
N
2
S = > pila—w)
i=1

aS ol
90 2;pi(a—yi)'1—0

und damit erhalten wir

N N
a Z pi = Z DiYi
i=1 i=1

N
y - Eizlpiyi:y

N
Zi:l Di

Das gewichtete Mittel ist also die beste Schitzung fiir den Erwartungswert einer GroBe.
Im Spezialfall gleicher Gewichte p; = p kiirzen diese sich heraus

N N
o= P im1 Yi _ dim1 Yi

Np N

und wir erhalten das arithmetische Mittel als beste Schitzung der physikalischen Grofe
Y ~ 7 mit der Methode der kleinsten Quadrate.

Die Fehler o; der Messwerte und den Fehler des gewichteten Mittels o, erhélt man
analog friiher (die p; = o2/ of sind relative Gewichte mit unbekanntem o) durch

N _\2
o2 — 21 Pi (Yi =) _ S
N —1 N —1
2
oo 2
Pi
o = o?
v o N
Zizlpi



Wenn wir o nicht kennen, verwenden wir die Schétzung der Varianz 02 = S/(N — 1)
aus finden als Schitzung fiir eine Messgrofe

2 S
9 = T AN _
(N - 1) Zi=1 Pi
N N —\2
Y = g+o,= Zi:1piyi + Zizlpi (yi_y)
= y =

Y pi (N-1)2N pi

Fiir gleiche statistische Gewichte ergeben sich die bekannten Formeln

P T > Y
v T NN N(V-1)
_ = D YARYY YL i -9
Y o= vEa =T = Ty oy

Wenn Y (Z) eine abgeleitete Funktion ist, dann erhalten wir mit der Umkehrfunktion
Z(Y)und Y'(Z) = 1/Z'(Y) die Schiitzung (ohne 2. Ordnungsterm im Erwartungs-
wert)
_ g _ _
Z=2@)* 3 =2@) £ Z' @0,

Das entspricht zwar genau dem Ergebnis, wenn man Z(7 + o) in eine Taylorreihe
bis zur 1. Ordnung entwickelt (der 2. Ordnungsterm wiirde die Verschiebung des Er-
wartungswertes reproduzieren). Im allgemeinen ist die Fehlerbestimmung aber kom-
plizierter (— Fehlerfortpflanzung; Kovarianz).

Nullpunktsgeraden: Y = bx

Wir betrachten zuerst den Fall, dass Y proportional zu z ist, wir also einen linearen
Zusammenhang durch den Nullpunkt haben. Mita; = b

flz;0) = bx
N

S(ziyih) = > pi(bw;—y)?
=1

oS

N
e 2 piwi (bas —y;) =0

i=1

erhalten wir fiir die Steigung b

b _ o
- N
POREY 2D AR

2
i
2
i

_ N N iy
Ty Zi=1 PiTiYi Zl:l
QC2

&

Der Fehler der Steigung héngt jetzt zusitzlich von der Breite der Verteilung in den x ;

ab
o? o2 1

of =

= N =y - 2
2P e pixf Zi\il %
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Wenn alle p; = 1, dann ist

2 2
9 o o

Nz S0 a?

Wenn o unbekannt ist, konnen wir es wieder analog oben schitzen durch

o S Ef\; pi (yi — b))’

a

T N1 N_1
und wir finden

_ N
Y = (btop)z= m:‘gii_a T = Zijzvlplngl

r \/ a2 vazl Di > im1 Pil;
dim1 Ta_g S
= — =+ T
m7

a5,

YL \W-D¥L,

N N 2
Z’L:l TilYi Zi=1 (yi — bxy)

= + x fir pi=1

= N N
D1 xf (N=1)>0, xf

Diese Nullpunktsgeraden laufen nicht durch den *Schwerpunkt’ (z, 7) !

[N
D1 pixf

Beispiel: mit den 3 Messwerten (z;, y;) = (1,1); (2, 2); (3, 2) erhalten wir

5 11 — 14
_:2 Y = — Ty = — 2:—
. Yy=3 Yy=3 T3
Damit finden wir
,_ 1 . b
4 T3

und die Nullpunktsgerade

11 V2.
y=< + >

— + — = (0. +0.11
14 14)3: (0.786 £ 0.113) =

5

S==

14

Der Mittelwert y = g liegt um gy — b = 2/21 = 0.095 iiber der Geraden.

* Ausgleichsgeraden: Y = a + bx

Hier lassen wir eine Verschiebung des Nullpunkts zu und betrachten einen linearen

Zusammenhang zwischen den y; und den z; der Form

Y = f(z;a,b) = a+ bz

Jetzt gibt es 2 zu bestimmtende Patameter, die nicht mehr unabhingig sind. Bei der
Fehlerrechnung muss die Korrelation (Kovarianz) beriicksichtigt werden. Also Vorsicht

bei der Verrechnung von Varianzen.
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Fiir die quadratische Abweichung erhalten wir mit

05 & 95 &
%—Q;Z)i(a“‘bmi_yi)'l—o ; %—221%(@4—6%—%)'%—0

die beiden Normalgleichungen fiir ¢ und b

N N N N N N
ad pi+bYd pwi=Y pyi i ay pimi+tby piwi =Y pitiyi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Dann ist

a+b-T=7 ; a-T+b-22=Ty

oder aufgeldst nach ¢ und b
Y a?-T Ty YTy
a= ;b= ———

— : e
22 — T2 2 — 7?2

Die Varianzen erhalten wir analog zu den vorherigen Féllen

5 o2 o2 " , 1272
o5 = = mi o=
a — N 5 N , x —
(a:Q — a:Q) Svap (N=1)o2 i p N=d
2 o? o?

Tp

(7-7)slp W=D XLp

Falls alle p; = 1 sind, dann wird die Summe der statistischen Gewichte wieder V. Bei
unbekanntem o kénnen wir es wieder analog oben schétzen durch

o Yipilatbri—y)’ S
N -2 N -2

Hier steht jetzt N —2, weil wir eine Verschiebung in a und in b berticksichtigen miissen,
also 2 Freiheitsgrade verloren gehen. Das Ergebnis ist also

Y = (ato,)+(btop)a
_ y~x__2—f-@i o222 N
T

- = N
<$2 - $2) 2i=1 i

WoT Y, g z

y-x2—T-TY S - x?
~ (LB S . N
2 -3 (V=2) (2 -2*) =X,
— S
:cy2 :C_Qyi _ _ .
5= (N-2) (xQ—xQ) Y oisq Pi
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Yi

10

Ausgleichung durch Geraden Ausgleichung durch Parabel

T T T 14 T
wahr: Y=0.5x+1.25 ——

Yi

T T T
! wahr: Y=-0.25x+2x+6.25 ———
fit: Y=0.47x41.61 renense 12 fit: Y=-0.24X"+1.83X+6.82

2 4 6 8 10

Abbildung 2.7: Ausgleichung durch ein Polynom. blau (punktiert): Messwerte
(x4, y;) mit unterschiedlicher Abhéngigkeit. rot (durchgezogen): Ausgleichspolynom;
links eine Gerade, rechts eine Parabel

* Zentrierung der Daten

Schon aus Griinden der numerischen Stabilitéit (zur Vermeidung von kleinen Differen-
zen grofler Zahlen), aber auch zur Vereinfachung der Formeln ist es sinnvoll, die Mit-
telwerte (7, 7) der Messdaten in den Ursprung zu verschieben. Wir betrachten dann die
GroBen

Ti=%—-T  Yi=yi—Y
mit
=7=0

=1

Bei der Riicktransformation ist zu beachten, dass auch die Fehler durch Fehlerfort-
pflanzung riicktransformiert werden.

Fiir die Ausgleichsgerade sieht das dann folgendermalien aus. Mit

Y =a+ bz
erhalten wir _
_ R
a=0 ; b= ~:y
72
und fiir die Fehler
o2 o? . 2 o? o?
@~ N ) b T S5 N . -
> i1 Di T2y 1P D PiT?

Das Ergebnis ist also eine Nullpunktsgerade. d.h., dass die Ausgleichsgerade durch
den Schwerpunkt (Z,7) geht. Die Fehler sind aber anders als wenn wir direkt eine
Nullpunktsgerade ansetzen, weil wir hier einen Fehler im Nullpunkt zulassen. Mit dem
Zusammenhang

a=a+7y—bx ; b=b
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finden wir die alten Formeln fiir ¢ und b.

y Ow_%(y;y)@: L
(x—7) -z
g a?-T7y
B 72 — 72
b _ xﬂ—xzy
2 -7

Bei den Fehlern miissen wir in der Fehlerfortpflanzung beachten, dass die Koeffizienten
korreliert sein konnen, d.h. die Kovarianz cov(a, b) nicht verschwindet. Es ist

2
a

2 om0 rx TN =2 2
0, =05 — 2Tcov(a,b) + 7o}
Bei einer Verschiebung eines linearen Zusammenhangs ist die Kovarianz gegeben durch
-0z

N ory =2
Y i1 Di (x2 —I )

die in unserem Spezialfall mit # = 0 verschwindet. Wir finden also

[aahi

cov

—~

) =

a,

2 2-2
2 2, =2 2 o o°r
Oqg — O3 +T JI; = N + — 5 N
Z¢=1 bi <$2 - ) Zizl 23
022

o
o2 = o?=

N
(»TQ - 552) il pi

Wollte man umgekehrt aus o, , 03 die Fehler fiir o5 , oj bestimmen, braucht man die
nichtverschwindende Kovarianz cov(a, b).

* Ausgleichsparabeln

An der Ausgleichsparabel sehen wir das allgemeine System der Parameterbestimmung
(Beispiel siehe Fig. 2.7 rechts). Mit

Y = f(z;a,b,¢) = a + bx + cz?

erhalten wir mit

a5 a

%0 = ZZpi(a—l—bari—l—cmf—yi)-l:O
i=1
N

% = ZZpi(a—kbxi—kcxf—yi)-xi:O
i=1
N

2—5 = ZZpi(a+bxi+cx?—yi)-x?:O
i=1
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die drei Normalgleichungen fiir a, b und c (gleich mit Mittelwerten geschrieben)

a+b-T+c-a22 = 7
a-T+b-22+c a3 = TP
a-22+b-a3 ezt = 22y

Hier sehen wir, dass das Gleichungssystem viel einfacher wird, wenn wir vorher die
Erwartungswerte auf Null transformieren. Auflosung des Gleichungssystems liefern a,
b und ¢ (~ Matrizenrechnung). Fiir die Fehler der Koeffizienten muss man die Kova-
rianzmatrix bestimmen, deren Diagonalelemente gerade die Varianzen von a, b und ¢
sind.

* Allgemeine lineare Regression

Dieses Verfahren konnen wir in dreierlei Hinsicht verallgemeinern. Wichtig ist, dass
die gesuchte Gleichung fiir Y die zu bestimmenden Parameter a, b, ¢, ... bzw. {a ;,j =
1,n} linear enthilt

Y = f(x;a5) = arfi(z) + a2 fo(x) + ... + an fu ()

1. Bisher waren die f;(z) Potenzen von x (bei der Geraden: f1(x) = 1, fa(z) = x).
Da in diese Funktionen aber nur die Messwerte eingesetzt werden miissen (keine Ab-
leitung, kein Invertieren), konnen sie eine beliebige Form haben. Die Normalenglei-
chungen erhalten dann die Form

ar - [1(@) [ (@) + az - f2(2) (@) + .. + an - ful2) f5(2) = y[j(2)

oder kurz geschrieben

N
Zai filx) fi(x) =yfi(z) firj=1,..,n
i=1

Auflosung des linearen Gleichungssystems wie oben.

Die 2. Verallgemeinerung betrifft Y. Wenn nicht Y sondern eine Funktion ¢(Y") durch
eine lineare Abhéngigkeit beschrieben werden kann, betrachten wir einfach g(Y") als
neue Variable und ersetzen die y; durch g(y;). Hier miissen wir jetzt die statistischen
Gewichte durch die Fehlerfortpflanzung beriicksichtigen

Wir erhalten die Normalgleichungen

N
Yo F@5@ = @5 fir j =1

und miissen am Schluss die Fehler wieder auf die urspriingliche Gleichung transfor-
mieren.
Beispiel: Exponentielles Wachstum

Y = A-e = g(Y)=In(Y) =In(A) + kt
=t ; aa=In(A) ; a=k
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liefert Ausgleichsgerade fiir In(Y"). Wenn jetzt die PopulationsgréBe immer durch die
Gesamtzahl bestimmt wird, kommt zur Fehlerfortpflanzung noch die relative Wichtung
w; = 1/Y dazu. Die statistischen Gewichte sind dann mit In’(Y) = 1/Y

Fiir die Riicktransformation auf
Yy — (Zj:aA) olkxan )t
muss nur der Fehler von a; auf A = ¢%* transformiert werden mit
oA =e"0,, = Aog,
zu
Y =A(1+0,) e(FEon )t

In diesem Fall gibt also der Fehler von a1 direkt den relativen Fehler der Anfangspo-
pulation an.

Die 3. Verallgemeinerung betrifft die x;. Wenn diese auch fehlerbehaftet sind, dann
kann man die quadratische Abweichung zur Ausgleichskurve mit Pythagoras zu den
unbekannten nidchsten Punkten auf der Kurve an den verschobenen Stellen r ; bestim-
men

S = i (ps iz ag) = o) + s (2 = 72)%)

Da die z; und die y; normalerweise unterschiedliche physikalische Grofen sind, muss
zumindest ein relatives Gewicht q; = ¢ beriicksichtigt werden.

Jetzt sind nicht nur die Koeffizienten a; zu bestimmen, sondern auch noch die r;. Die
partiellen Ableitungen liefern dann NV zusitzliche Gleichungen. Da die 7 ; in den Funk-
tionen f(r;; a;) vorkommen, erhalten wir nur noch fiir den einfachen Fall einer Aus-
gleichsgeraden ein lineares Gleichungssystem in den @ ; und den r;. Die r; sind bei der
Berechnung der Parameter a ; nur als HilfsgroBen notwendig und haben keinen eigenen
Fehler.

Fiir den Spezialfall einer Geraden Y = a + bx ist dann

S = i\f: (pi (a+br; — yi)2 + qi (i — 7“1)2)

i=1
und die partiellen Ableitungen nach den r; lassen sich direkt auflosen und ergeben
_ bpi(yi —a) + g
b%pi + i
Setzt man dieses in die partiellen Ableitungen nach a und b ein, kann man deren Werte
bestimmen (umfangreich).

4

Alternativ: Eine Riickfiihrung auf das einfache Problem einer Nullpunktsgeraden (mit
Nullpunktsfehler) erhélt man durch Einfiihrung reduzierter Gewichte und den entspre-
chenden gewichteten Mittelwerten
__ DPigi A Eij\il wiTi Zij\; WiYi
Y g T Y YT SN,
i=1 " =1 "7
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und der quadratischen Abweichungssumme
R 2
S = E:wz((yz —4) —a(x; — i:))
i=1

Die Ausgleichsgerade geht durch den reduzierten Schwerpunkt (&, ).
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Kapitel 3

Differentialgleichungen

3.1 Begriffe

3.1.1 Gewdohnliche Differentialgleichungen

1. Ordnung. Gegeben sei eine Differentialgleichung mit Anfangs-/Randbedingung

und gesuchter Funktion

/

y = f@y), yo) =y, y()?]

die in der Physik oft die Form

&= f(x,t), x(to) =z, x(t)?

oder

0= f(v,z,t)

(im 1-dimensionalen Fall) annimmt. Ein Beispiel ist das Newton’sche Gesetz

mi =mi=F = F(v,z,t)

Allgemein: Hohere Ordnung. Gegeben sei

f(y(/n/)7y(/n/_1)) R y7 x) = 07

wobei X (auch: t) die unabhiingige Variable ist, y (auch: x) die abhingige Variable und

y(x) (auch: z(t)) die gesuchte Funktion ist.
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3.1.2 Fartielle Differentialgleichungen

Man hat mehrere unabhingige Variable x4, ..., x, (z.B. im 3-dimensionalen Raum
1, %2, x3 oder x,y, z oder r, 6, ¢) und eine abhédngige Variable y. Gegeben sei

-1
f(yz(:lzi,,ﬂyfgzl—iﬂ?_lv 7y'£;7y;a L1y eeey xn) =0.

Hierbei ist
EC I N
Ein Beispiel ist
y™ e
i dxy’ 0101y’ Oxh

Derartige Differentialgleichungen finden typische Anwendungen in der Quantenme-
chanik (mehrdimensional) oder Hydrodynamik (mehrdimensional). Ein anderes Bei-
spiel ist die Poisson-Gleichung aus der Elektrodynamik,

3.1.3 Gewohnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Diese Differentialgleichungen sind zuriickfiihrbar auf ein System gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen. Allgemein ist die gewohnliche Differentialgleichung hoherer Ord-
nung

f(y(/n/))y(n_l)7 "'7y/7y’x) = 0

mit Anfangsbedingungen
y(zo) =yo, w1 =9, Yp1=y"Y
zurlickfiihrbar auf ein System von N gewohnlichen Differentialgleichungen
YI=Y0 Y2=V1, o Yn—1=Yn 2

0= f(yizfla Yn—1,Yn—25---, Y2, Y1, Yo, J))

Ein Beispiel ist Newtons Gesetz mit einer unabhingigen Variablen t. Die gewohnliche
Differentialgleichung 2. Ordnung
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md = F(v,x,t)

ist quivalent zu einem System von 2 gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ord-
nung, ndmlich

wobei x und v zwei abhingige Variablen sind.
Im 3-dimensionalen Fall hat man ein System von 3 Differentialgleichungen 2. Ordnung
m@ = F(¥,Z,1),

welches dquivalent zu einem System von 6 gewohnlichen Differentialgleichungen 1.
Ordnung ist, ndmlich

8
I
=
<y
I

ol
—~
=
\.&l
~
SN~—

3.1.4 Existenz, Eindeutigkeit

Gegeben sei die Anfangswertaufgabe

y'(@) = flzy@), ()

y(xo) = o

Satz (Picard, Lindelof). Die Funktion f = f(z,y) sei stetig auf dem Quader
Q={(z,y) e R*M| |z —zo| <a und |y —yo| <b}.

Ferner gelte mit Konstanten M, L > 0 die sogenannte Lifschitz-Bedingung ':

I[f(z,y)]| <M Y(z,y) €Q,

||f(xa?7)_f(xay)||SLH?AJ_?JH V($,@,($,Q)EQ.

Dann gilt: Die Anfangswertaufgabe (*) besitzt eine eindeutig bestimmte Losung y(x),
die mindestens im Intervall [z — €, zg + €] mit € = min {a,b/M } definiert ist.

Hinreichend fiir die Lifschitz-Bedingung ist:
of . . .
By stetig (auf ganzem Gebiet),
Y

d.h. y stetig, stetig differenzierbar.
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3.2 Beispiele / Losungstechniken gewohnlicher Differenti-

algleichungen 1. und 2. Ordnung

3.2.1 Einfiihrung

Gesuchte Funktion y(x) mit

/

y' = f(x),y(x0) = vo

Differentialschreibweise

Formale Losung
Y 4~ T ~ g~
W dy= [ f(@)dz

Yy —yo = F(x) — F(xo)

Gesuchte Funktion x(t) mit

& = g(t), 2(to) = o

4 = g(t)

dx = g(t)dt

Jor dF = [, g(B)dt

x—xz9=G(t) — G(ty)

Stammfunktion: F’(z) = f(x) G'(t) = g(t)
A
X=X T
XO"
| | >
I | "
ty ty=t

Abbildung 3.1: Losung einer Differentialgleichung

Abbildung 3.1 zeigt eine schematische Skizze der folgenden Rechnung.



T = g(t)a l‘(lfo):x‘o

x(t) = wo+ (o)At + %&i(to)AtQ + ...
i—f = iﬁ(to)—i—%fé(to)At—k...
= g(t)+e
Ime = 0
At—0
lim — = d_x
At—0 At dt

N N N
rT—1x9 = in —Ti_1 = ZAQH = Zg(ti—l)Ati +e;
i=1 i—1

i=1
N N
lim (z —x9) = lim E g(ti—1)At; = lim E Az,
N—o00 N—o0 “ N—oo
At;—0 At;—01=1 At;—01=1

t T
Behauptung : < / g(t)dt = / de & x—x0=G(t)—G(to)
to xo

Definition des Integrals! Stammfunktion

Kurzschreibweise: dz = g(t)dt G'(t) = g(t)
Beispiel: &(t) = f(x)

Zur Veranschaulichung siehe wiederum Abbildung 3.1!

Az =x; —xi—1 = &—1(t0) At

Ati = ti — ti,1 = A:L’l

_
f(@iz1)
ei = e;/f(zi-1)

Ansatz:

N
1 ~
t—toz E?}:lAti ZZ Ami—ei
i=1
lim

f(xifl)
limN*,OO
At;—0 ]Avt?j%
*d
flaw =[] 5 o t—ty=2
© ) (l‘)
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Kurzschreibweise:

dzr

dt = —

f(x)

Beispiel: Radioaktiver Zerfall
=—— N(typ) = No
N _ N AN __dt
a T N T
/NdN oo Y tdt (¢ — t0)
— =10 —/ = — _— = - —

Ny N gNo to T 0

N(t) = No - exp(—(t —to))
Beweis dass

xT

N
F(x) — F(xo) = f(x)dz = lim Zf(a:,;_l)Ax,,;

- N—o0
o Axr—0 i=1

Zu zeigen:



Fla) = [sa)+ [ f(rv)daf}/

z+Azx x
_ AliIEoA%c / f(:y)dx—/ f(a:)da:]

0

N+1 N
s | g B stsa - S stean
x;—0 1= 1=

1
lim — lim TN )AT N1
Az—0 Az N —o00 f( ) +
A$¢—>0

= f(zn)

3.2.2 Allgemeinerer Fall; Trennung der Variablen
&= f(z)g(t) [Spezialfall von f(z,1t)]

Richtungsfeld hiingt von zwei Variablen ab.

Gleiche Technik, hier aber gleich in Differentialschreibweise die Trennung der Va-
riablen:
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dx

B o
dx
@) = g(t)dt

Beispiel: Luftreibungskraftmit zeitlich variabler Dichte.

Fp

mo = —Cp puv? vo = v(to)

po to
plt) = 222
CD U2

— = ot —
mpoot

po = p(to)

Y

1+ %potomln%

Beispiel: Zwei Korper / Newton’sche Kraft (Lineares Problem).

mi T
e —m @

ma

my =mao=m, x9=2x(lo),
Gm? . Gm
T2 < T=ET |
Gm .
—2x—2$
i 2_i2Gm
™ dt «x
ti2Gm
todt X
2Gm  2G'm
.2 2
t) — i2(ty) = -
B (0) - #(to) = T 2
1 1
v§+2Gm<———>
€T ZTo
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2
3 (@77 =2y
2372
Oder : z°
Aber: 2z —0
23/2
i

2Gm
x
2Gm
x

+V2Gmdt
t

J

+vV2Gm(t — to)

Trennung der Variablen

+

= P [T ) e a = e
= gGTth (3. Kepler’sches Gesetz)
= vy —o00; Also:xg=c¢
= 63/2:|:\/gGTmt r>>¢€¢ ok
9Gm ,
Gm? 27r
= 5 V= —
r t
422
2 _
V=0
_ Gm
o
_ G_m 2
 A4x?

Falls Stammfunktion(en) bekannt, Losung durch unbestimmte Integration:

dy

dz
Jo
y

f(x)
/f(a:)da:
F(z)+C

Spater Anfangsbedingungen festlegen:

y(ro) = o
y = F(z)—F(zo) +vo
=C Yo — F(zo)
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Losung komplexerer Differentialgleichungen meist durch Computer, schrittweise Ver-
fahren, siehe oben.

3.3 Lineare Differentialgleichungen

3.3.1 [.Ordnung

y(zo) = yo
a(z)y homogen

! a(z)y + b(z) inhomogen
ay +b  inhomogen, konstante Koeflizienten
"= Ag+ b System inhomogener DGLen mit konst. Koeff. (Vektor ¢, Matrix A)

QR
I

Hiufig: Exponentialansatz
(i) Variation der Konstanten:

Lose homogene Gleichung

y(x) = yo-exp </x:a(f)d§>

A(z); A(z)=a(z)

Losungsansatz fiir inhomogene Gleichung:

Einsetzen:
y'(x) = (k) exp(A(x)) + c(z) - a(z) - exp(A(z))
= a(x)-c(z) - exp(A(z)) + b(x)
= d(z) = b(x)-exp(—A(z))
Anfangsbedingungen:

T = X, y(ﬂ?o) = Yo, C(J?o) = Yo
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@) = w+ [ @) ep(-A@)E
y(z) = [yo—l- / " b(F) - exp(— A(E)dF| - exp(A(z))

(i) Verwendung einer speziellen inhomogenen Losung

y'h () Spezielle Losung der inhomogenen Gleichung
yhom () Allgemeine Losung der homogenen Gleichung

= yh(z) + yhom(x) Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung
Probe:

(™) + (™) = a(@)(y"™ +y™) + b(x)

Mit y(z¢) = yo wird die spezielle Losung festgelegt.

Beispiel:
y o= y+1 y(xo0) = wo
ynh = 1 (einfache spezielle Lsg.)
yhom = c.exp(z)
=y(r) = c-exp(z)—1
y(lxg) = c-exp(zo) —1=1yo
=c¢ = (1+wyo)- exp(—xo)
=y(x) = (1+yo)- exp(z —x)—1

Anmerkung: Falls inhomogener Teil b(z) = b1(x) + bz(x)[+...]: “Rate” spezielle
Losung von y’ = a(x)y + b;(z); yih.

Losung: y(z) = "™ (z) 4+ yi"" () + yi*" (z)

3.3.2 Hoherer Ordnung (konstante Koeffizienten)
Beispiel: vy’ = cy c>0

Ansatz: y = yo - exp(ax)

a® yo exp(ax) = cyo exp(ax)
a?=¢ a=+c
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Linearitét: y; Losung, yo Losung = y; + y2 Losung.

Allgemeine Losung: y(x) = by - exp(++/cx) + ba - exp(—+y/cx)
Anfangs-/Randbedingungen: y(z 01 = yo1, ¥(zo2) = yo2 legen by, by fest.
Inhomogen: y” = cy + b(x)

Variation der Konstanten

Beispiel: '’ = cy c>0

Ansatz: y = Acos(ax) + Bsin(ax)
—Aa? cos(ax) — Ba?sin(ax) = —cAcos(ax) — cBsin(ax)

=4+vc = «
y(r) = Acos(yex)+ Bsin(ycx)
Anfangs-/Randbedingungen: Z.B. y(0) = 4; y (% : g) =B

Allgemein:

y(ro1) = wyo1 = Acos(v/cxo1) + Bsin(yv/cxor)
y(J?OQ) Yo2 = ACOS(\/EJ)OQ) + B Sin(\/EJ?OQ)

Exponentialansatz hier auch sinnvoller — Komplexe Zahlen.

3.3.3 Komplexe Zahlen, oder: Mehr iiber den harmonischen Oszillator

mi = —kx  Exponentialansatz? 1 = exp(at)

(o[" + %) exp(at) =0

o = :l:\/—ﬁ ::I:z'\/ﬁ = +iw
m m

1 =+/—1 imaginire Einheit

Allgemeine Losung:

x(t) = c1 exp(+iwt) + cg exp(—iwt) ?

Was bedeuten diese Ausdriicke?

61



cosx + isinx = cos(—x) = cos(z), sin(—z) = —sin(x)
(c1 + ¢2) cos(wt) +i(c1 — c2) sin(wt)

B

~

~—
[

z(t) = —% exp (—%t) [...] +exp (—%t) [—w(er + o) sin(wt) + iw(er — c2) cos(wt)]
J?(t():O) = (1 +C=xg=C=2xyg—C1
j?(f,o ZO) = —%(cl +Cg)+iw(61 —CQ) =9
= iw( ) = v+ —
w(cy —c2) = 1o meo
i(cr—c) = 24 10

Graphik: Losung in komplexer Ebene:

. Vo T Xo
i(cp —x = —4 ——
(e1 0) w+2mw
. (Vo r Xo
1 —T = —1 ——|———)
(e1 0) (w 2m w
v
c = xo—i(—o-i-L@)
w 2m w
v
S
w 2m w

fiir » = 0 schon vorgerechnet!

Mehr iiber komplexe Zahlen: Die komplexen Zahlen sind eine Erweiterung des K orpers
der reellen Zahlen R.

C = {(@ylz,yeR}
z = x+iy, x =Re(z), y=Im(z)

Ein Korper ist eine Menge (K, +, -) mit 2 bindren Verkniipfungen zwischen Elementen
der Menge. Die Verkniipfungen geniigen folgenden Forderungen: Kommutativitit K,
Assoziativitidt A, Existenz des neutralem Elements N, Existenz des inverses Elements
I und Distributivitit D.
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K(4),A(4) : z1+22 = (314 32) +i(y1 + 42)

K(-),A() 21+ 22 = 1122 — Y1y2 + i(T1y2 + T2y1)
N(+) 0+ 0i
N() : 1404
I(+) @ —z—iy
I(-) 1' :$12—Zy21: 2$1 5 1 zyl 2
r1 + 1 — Y1 T — i T — Y
D(+,") Rechenregel reeller Zahlen

Definition: Z = = — 7y konjugiert-komplex zu z

Spiegelung an x-Achse

2Z=2a?+y?=|2/> Betragvon z

Polarkoordinaten:

= rcos¢
= rsing
z = r(cos¢+ising)
Taylorentwicklung ¢ = 0:
_ * ¢t ¢°
COS¢ = ]. — ? —+ E — a :l:
: _ ¢* ¢
sing = qﬁ—g—i—aq:...
© 2?2 2% ot
e = +a+ B + 31 + ar +
i @
= 1+Z¢—§—Z§+I+ y—
e = cosp+ising Eulerformel

Jede komplexe Zahl lésst sich darstellen als

2 = re'?

r: Betrag von z (r > 0); ¢: Phase oder Argument von z

|z| = rle®| = r(cos® ¢ + sin? ¢) = r

Merke: [¢?| =1
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€i® = cosp —ising = e ¢
Beweis:

—io 1 1 cos ¢ — isin ¢
e =—= =

e cos¢+ising  cos?¢+sin® ¢

Merke:

Re(z) cosgp 1

Im(z) sing tang

Multiplikation komplexer Zahlen in Polardarstellung

ih1 gig2
i(p1+d2)

Z1 22 = riro e

T1Tro €
= r1ra(cos ¢1 + isin ¢1)(cos ¢a + @ sin ¢o)
= 7179 [COS 1 COS g — sin ¢ sin ¢o + i(Sin @1 cos Pa + cos ¢1 sin ¢s)]

Addition.étheoreme 7o [COS(qf)l + d)z) + ’iSiIl(Qﬁl + C/)Q)]

Wurzeln auf dem Einheitskreis

(2n/3)z, T

(4n/3)z4

64



2= le @) =13 =1

r°o = 1=>r=1
3o — cos(3¢)+isin(3¢)=1+0-i
=3¢ = 0,27, 4nm,...
27 Am
:> = O;_;_7"'
¢ 33
Allgemein:
ZTl — 1
ng = 0,2m4m, ..
¢ = 072_7T74_7T7"'
non

(n-te Einheitswurzeln)

Beispiel: Geddmpfter harmonischer Oszillator mit dusserer Kraft

mi = -—ri—kx+ F(t) z(to) = o, v(to) = vo

r.k > 0, F(t) = Fyexp(iwpt)

(Inhomogene Differentialgleichung, linear mit konstanten Koeffizienten)
(1) allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung finden.

Exponentialansatz: x(t) = cexp(at)

k
ca? explat) + T ca exp(at) + — ¢ exp(at) =0
m m

k
2+ at+—=0 (quadratische Gleichung)
m m

T / 7“2 k
B L / 4km
o 2m

Fall 1: Starke Dampfung (Kriechfall)
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r k

om > wo = oy /9
{E(to) = X9 =2¢C1 +Co
(exponentiell abklingende Lsgn., reell) z(tg) = wo=alc1 + o)

Fall 2: Schwache Diampfung (Schwingfall)

r Ik
vy = — <wy= —
2m m

r 4km
= 14 1
*1/2 2m< ! 72 )
r .
= T Ve

Frequenzverringerung durch Dampfung!
Grenzfall v = wy: Keine Schwingung mehr.

Losung:

x(t) = c1 exp(aat) + co exp(ast)
= exp(—t)E(t)
Z(t) = c1 exp(iwt) + ¢ exp(—iwt)
w?=wi—7"

= (c1 + ¢2) cos(wt) +i(c1 — ¢2) sin(wt)
(ii) Inhomogene Differentialgleichung, “Raten” einer speziellen Losung.

Wiederum Ansatz:

!
Py
o~
=

Fy exp(iwpt)

20 exp(iwpt)

0
—

~
=

Einsetzen in die Differentialgleichung:

mzo(—w%) exp(iwpt) = —iwprzg exp(iwpt) — kzp exp(iwrt) + Fy exp(iwpt)
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F() F/m

Z == =
0 k—mwi +irwp w2 —wi + 2iywp
A
B % w%—wF—Zi'ywp) A
Wi —wh) + il mr?
7’2
2
A = rexp(ip) mit ¢ =arctan ;—2 ng
0 F
Losung:
iwt iwt FO —i¢p jiwpt
z(t) = exp(—t) [cre™! + c2e™t] + —e Petr
mr
= exp(—7t) [c1e™ + cpe™t] + -0 [cos(wpt — @) + isin(wpt — ¢)]
mr
Randbedingungen:
z(t) = exp(—t) [cre™" + cpe™'] + 0 gilwrt=a)

mr

ISy
—~
~
~

— exp(—'yt) [Clezwt + cze““t} + Z'wF_Oez(wtha) + e~ Tiw [Clezwt + 02€zwt]
mr

F .
xo=2(0) =c1 +ca + 20 e
mr

. . .y
vo = 2(0) = —=y(c1 + ¢2) + iw(cr + o) + szm—(;e e

Eigenschaften:

e Gedidmpfte Eigenschwingung w = /w3 — ~2 klingt ab

e Erzwungene Schwingung w r mit Phasenverschiebung o gegeniiber erregender
Kraft

e Resonanz: r minimal fiir w p = wp (ohne Ddmpfung: co) = Amplitude F/(mr)
maximal!

e Phasenverschiebung tan ¢ = 2ywr /(w3 — w?)
Fiir w? > w% ¢ >0  (Nachlaufen)
Firw} <w? ¢ <0 (Vorlauf)
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—ri —kx + F(t) r.k>0; F(t) = Fyexp(iwpt)
k r

m T 2m
2 2
Wy — 7 (v < wo)

exp(—'yt) [Clezwt + C2ezwt} + m_(;et(wpt—@
2w
arctan | ———5
Wy — W

(wh — wi)® + 477w

L = 2(ed - wh)(-2ur) + 87
4wt + wp (872 — 4wd)
0 = 4w +8y? — 4w
wp = wi-29t=uw’—9"

Fo/(mr)

0.1

0.05
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3.3.4 Allgemeine lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten

N
(Z aiDi> y=0  ylzo) =
=0

Ansatz: y(x) = cexp(at)

dh,
Differentialoperator D" : D"y 2
dzh
Dy =y’
D% =y
N
Z a; o =0 Polynom n. Grades
=0

Beispiel:

y//+5y/+4y _
a®+5a+4
(a+4)(atl) =

y(x) = cre”™™ + coe ™4

3.3.5 Losung von Differentialgleichungen (Zusammenfassung)

(1) Direkte Integration

Trennung der Variablen wenn separabel

e Stammfunktion muss berechenbar sein
e Komplexe nichtlineare Differentialgleichungen losbar

Integrierender Faktor / mehrfache Integrale

(2) Losung mit Ansatz

e Exponentialfunktion
e Reihenentwicklung

— Taylorreihen

— Andere Funktionen (Besselfunktionen, Hermite-Polynome, Fourierreihen,
Legendre-Polynome
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e Laplace-Transformation

(3) Numerische Integration
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Kapitel 4

Kurven-, Fldchen-,
Volumenintegrale

e Arbeitsintegral | Fds (Kurvenintegral)

e Triigheitsmoment I des starren Korpers T = 1w?, I = [r?dm

4.1 Einfiihrung / Erinnerung

e NG

XO X

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung eines Integrals

Integral < Grenzwert einer endlichen Summe fiir N — oo
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Beispiel (A):

Va

: /2 12 g,/
J\}linoo da’ Zij + hm ZA@/ dy

Ayi—0 ;r _>01 1
/ 'Qdm/ dy’ +/ dx/ z?dy’
ym zy

3 +Z 3 3 =@ +y*)=Va

(Volumen unter Paraboloid f(x,y) = x2 + 32 iiber rechteckiger Grundfléiche)

X X'

Elementare Berechnung: f(x,y) = const fiir #2 + y? = r?
Ringfliche A; = 2mrArh = 2nrAr; f (2% + y?)

Beispiel (B):

| N
1 Z 2mri ATy - 12

VB ~
Vg = 1 A}EnooZZﬂr?’An ——/ 3 dr!
Ar;—01=1
T 4

= St = St 2ty 4y
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Unterschied? Grenzen! V4 # Vi
Volumen hier tiber kreisformiger Grundflache.

Wie konnen wir Beispiel (B) direkt ausrechnen?
Yy z Yy T
Va :/ / a:'zdx’dy'—l-/ / y"?dy'da’
o Jo o Jo

v

Grenzen : Entweder 0 <y <12 —a2
Dann 0 <z <r
Oder 0 <z <yr2—y2
Dann 0 <y<r

Grenzen konnen voneinander abhéngen je nach Integrationsgebiet!!!
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VB

/ / x'de'dy' + / / y'de'dy’
0 Jo 0 Jo

T 1 3 T
/ § /r2 — y’2 dy' +/ y/2 /r2 — y/Qdy/
0 0

y =rsing = dy =rcosodd

/2 1 /2
Vg = / §r4 cos* pdo + / r*sin? ¢ cos? ¢ de
0 0

Nebenrechnung:

Also:

17

w/2 /2
/0 cos? pdp = %/0 (sin? ¢ + cos? ¢)dp = 35 = %
71'/2 71'/2
.2 2 _ 2, 4 _T_ 4
/0 sin“ ¢ cos qbdqb—/o (cos” ¢ — cos™ ¢)d¢ 1 /cos pdo

/2 w/2
/ cos* ¢ do = [sin ¢ cos? qﬂ 3/2 +3 / sin? ¢ cos? ¢ do
0 0

u' =cos ¢ v=cos® ¢

u=sin ¢ v'=—3cos ¢sin ¢
37_[_ 7T‘/2

=— — 3/ cos® ¢ do
4 0

/2 3

4 m
= d = —
/0 cos” ¢ do 16

w/2
.9 9 T 37T T
d == — = —
:>/0 sin“ ¢ cos” ¢ do 1 16-16
m
= VB = §7"4

Neues Beispiel zum Ansatz zur Berechnung der Ringfléche:

AA

r+Ar (7"+Ar)2—9c/2
/ dx'dy’

\/rzfz’z (z<r)

(x>7r)

r r+Ar r
/ V(r+Ar)?2 — 22dx’ + / V(r+ Ar)?2 — 22da’ — / V2 — z2dy’
0 r 0
r+Ar r
(r+ Ar)2 — 22dz’ — / V2 — x2dy’
0

0
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Ar

Ar

Nebenrechnung:

a a 22 /2
/ \/a2—x2dﬂc=a/ 1——2dﬂc:a2/ cos® ¢ do
0 0 a 0

r=asing = dr=acospdp

2 /2
= a_/ (cos® ¢ + sin? p)dp = a2’
2 s 4

Also:

AA = 4 [(r + AT‘)2z —r —}
= 2mrAr + wAr?

AA dA .
= — = lim |2ar+7Ar| =2ar
0 —~—

€

im —
Ar—0 Ar dr Ar—

Rechtfertigung fiir Kurzschreibweise

dA = 2mrdr oder
AA = 21rAr+ O(Ar?)
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Trigheitsmoment Kugel:

Abbildung 4.2: Die Geometrie zur Berechnung des Trigheitsmoments der Kugel.

I = /r2dm

R R -2y
= p/ / / (2% + y*)dxdydz
o Jo 0

Besser: Zylinderkoordinaten

Statt dV = (22 + y?)dzdydz jetzt dV = 2mrdrdz.

R EFZ R[4V
I = 2/ / r? . 2mrdrdz = 47rp/ {—} dz
o Jo o L4]o
R 23 5 F
= wp/ (R* — 2%)%dz = 7p {R‘lz —2R*Z + —]
0 3 51,

8 2
5 2
TpR° - MR

15 5 ’

wobei im letzten Schritt die Beziehung M = 4?“ pR3 verwendet wurde.

Wie in Kugelkoordinaten?

Kernradius in Sternsystemen:

Definition: r2 = & [ R%dm

1
r? = Mp///(xQ + % + 23 dxdydz

(Homogene Kugel, p konstant)
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Kugelkoordinaten:

Statt (2% + y? + 2?)dxdydz jetzt dV = 47 R*dR

QN

1 R 4
= —p-4 R*R = —pR°/M
" M’ 7T/0 5 PR

3
= —R? 4.1
1 4.1)

wobei im letzten Schritt wieder M = %’r pR3 verwendet wurde.

Was aber tun wenn der Integrand nicht einfach, z.B.

/ / / (R% — 2%)dxdydz Kugelkoordinaten

Wie wandelt man das Integral um?

Wie wandelt man allgemein dzdydz = X dadbdc um?

4.2 Vektoranalysis

4.2.1 Einfiihrung, Ableitungen

Definition: Ein Vektorraum iiber einem Korper S ist eine abelsche Gruppe (V, +) zu-
sammen mit einer skalaren Multiplikation - : S x V' — V.

Gegeben seien Vektoren A, B, C € V (z. B. R?), Skalare m,n € S (z. B. R)
Es gilt:

1) Kommutativgesetz: A+ B =B+ A, mA = Am
2) Assoziativgesetz: A+ (B+C) = A+ (B+C), m(nA) = (mn)A
3) Distributivgesetz: (m + n)A = mA+nA, m(A+ B)=mA+mB

Nebenbemerkung V wird von einem Satz linear unabhéngiger Basisvektoren €y, ..., €x
aufgespannt (3, ¢;€; =0 = ¢; = 0).

Ableitung einer vektorwertigen Funktion:

7(t) = (e ", 2cos(3t),2sin(3t))
Do (fdy Ay ey ds
dt o \dt’dt’dt) dt * 4t Y dt ”
auch: dif = dxé, + dyé, + dzé,
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Beispiel: Berechnung von ¢ und @ auf obiger Bahnkurve:

dT’
U= d_:f = (—e™",—6sin(3t), 6 cos(3t))
d*r dv
a = Eg = d_: = (e7", —18cos(3t), —18sin(3t))
d_.'
M= [ s
|5](t=0) = /37
@ = (e +324)"?
@ = /325
Kurvenintegrale:
Geleistete Arbeit W = F - A7
Was wenn ' = F(t), 7=(t)?
A
_>
YINT Fy
> —>
F, Ary
Yol >
0 AT,
| |
| | >
Xo XN
R = (xN7yNaZN)a QTN:J?(T), 5 Afi:FL_ﬁ—l
Afy @ +¢&: lim 0
At;,  dtle=r_, €5 A G T
al AN
= 1l FAF, = li F (=L 16 ) At
W A?B(}; " A%IBOZ; ’ (Ati —|—e,) b
T S
T
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Rechnung

S
I

T
/ (—e " 4 108 sin(3¢) cos(3t) — 108 sin(3¢) cos(3t)dt)
0

m.
= m(e*QT - 1)

4.2.2 Vektoranalysis, Skalar-/Vektorprodukt

Definition: Vektor- oder Kreuzprodukt

Gegeben sei ein Vektorraum V. Das Vektorprodukt ist eine bilineare ' Abbildung
VxV—=V.

Definition auf Basisvektoren reicht aus:

Qy
1
s
S
@
S
Sl
1
[]=
Sa
D

oy
>
SH
I
-
i1
N
=)
&
S
=
&y
>
N

Beispiel: Definition fiir die Basisvektoren im R

€; N\ é}‘ = €k, 1,],kzyklisch
e; N 5j = —é} A €;
ene; = 0

Auch: € N\ €j = €;1€%

€i;%: vollstindig antisymmetrischer Tensor
€iji = Ofallsnicht¢ # j # k

€;5, = 1 falls 4, j, k zyklisch

€ijr = —1 sonst

Darstellung des Kreuzproduktes im R3:

1

()\151 +)\252)/\5 = )\1(51 /\E)-F)\Q(C_ig /\g)
(f/\()\161+)\252) = )\1(6/\ g1)+)\2(d/\ gg)
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QL
>
Sl
I

€3

(a1ba — aszby) (€1 A €2)

€1

=¥
+ (agbs — asbs) (€2 A €3)

€

——

+ (azbi —a1bs) (€3 A é1)

Kurzschreibweise als “Determinante’:

€1 €2 €3
aANb=| a1 as a3
by by b3
Auch €1 = €y, 2 = €y, 3 =€,
_____________ ,
| /
| /
. ,
b/ | ’
|
, be sin® )/
d\ | /
|
! o
>

Dy

Bedeutung des Kreuzproduktes als gewichtete Fliche:

Beispiel : @
b

Polarkoordinaten: by =

b
an

SHRY
(1|

S
\

Fliiche des Parallelogramms A = |a@ A b)|

(a,0,0)

(b1,b2,0)

bcos @

bsin ¢

(0,0, A)

a-by—0-b; =absing

Das Vorzeichen hédngt von der Drehrichtung ab!
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dy
dx

—y

4.2.3 Darstellung von Flichenelementen in beliebigen Koordinaten

o dr

y=const dx ‘y:const

Formal : 7= (m)
Yy

ar

y=const dy r=const

Betrachte : dr dr und dr ‘

dx
A A I
dx y=const a @ N 0 T
dx
dx
ar | dy | [0\ 2
dy x=const a % - 1 o
dy
dr = (dzéy, dyé))
Aufgespannte Fliche:
dA = dF| AdF| = dzé, Adye, = drdyé,
y xr
|dA| = dxdy=dA

Allgemeine Koordinaten:

Ox
_— x(s,t) @' B ot |8
- \y(s,t))’ otls @’
otls
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dA = dr Adr
t=const

= ( dsé, + dsey) A (%dté}c + @dté'y>

ot ot
ox 8y 8y ox\
= (e

s=const

5‘5 ot ds ot N €y) dsdt

Jy

_ 88
oz
ot

Qs
Jy

ot

S5

_ } (z,y)
(s, t)

—_———
171

dsdt e,

Die Fldche bei Integration iiber ein endliches Volumen soll nicht von den Koordinaten
abhéingen:

//dmdy—//‘ ‘ddt
Die Grenzen miissen umgerechnet werden!
yﬂ
R
y
X
X >

Beispiel: Kreisfldche

R R2—y? R
4/ / drdy = 4/ vV R? — y2dy
0o Jo 0

/2
= 4R? / cos® ¢ do
y=Rsin ¢ 0
dy=Rcos ¢ do

/2
= 2R2/ (sin2¢ + cos? ¢) dp = TR?
0
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Polarkoordinaten:

r = 7rcoso
y = rsing
% % cos ¢ sin ¢
= =T
g—z 9 —rsing rcos¢
szy
= 4/ / dxdy = 4/ / r dodr
= 2777 = 7R?

Vergleiche: Elementare Betrachtung von Flidchenelementen

dx

rd®
dy dx

Beispiel 1: Stromung durch eine Halbkugelfldache

\/

Kugelkoordinaten

8

r cos ¢ sin f

rsin ¢ sin

= rcosf
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dA = dF| AdF

¢ r,0

B oxr . dy . 0z oxr . oy ., 0z .

= <86d96x+ 80d96y+ 80d962> <8¢d¢em+a¢d¢ey+a¢d¢ez)
o o o oy

- 90 9¢ | . | 00 09 | . a9 0¢ | -

T loy oy |CT oz 0z | o 0z |
00  0¢ 00 I¢ 00 0¢
rcos¢cosf —rsin¢gsind rcos¢cosf —rsingsind

= €, — €y
rsin¢cosf  rcos¢sinf —7rsind 0

rsingcosf +rcos¢sinb
+ gz
—rsind 0

= r?sinfcosfé, + r’singsin® 6 ey + 2 cos ¢psin® 0 €,

= 7?2 \/sin2 6 cos? 0 + sin? psin® 0 + cos? psin 6
= r?sinfdodo

27 pm/2 . 27 /2 /2
A= / / |[dA| = / / r? sin 0dfdd = 47Tr2/ sin 0df = 27r?
o Jo o Jo 0

Fluf3 durch Halbkugelfliche:

dF = 7-dA
Annahme: ¥ = v é,
. 27 pm/2 «—Halbkugel
F = /17-dA:/ / 2 sin 6 cos 6 - v dOdep
o Jo

/2
= 272 - v/ sin @ cos 6 df
0

1
= 27r7"2~v/ 2dz =7r? v
0

z=sin 0
dz=cos 0 df

Gleich Fliache durch Kreis!
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Beispiel 2: Flu durch Halbkugelflache mit

cos ¢sin 6
=wv | sin¢gsinf
cosf

<y

Il

4
=<y

= wcos¢sinf e, +vsingsind ey, +vcosbe,

F = /a-dA’:jfa-dA’:/a-dA’
A

2
= / / - (cospsinb e, +vsingsinb é, +vcosb é,) dodo
2
= our? / / (0052 ¢ sin® 0 + sin? ¢ sin® 0 + sin 6 cos? 9) dfde
o Jo
w/2
= or?. 27r/ sinf df = 2mrv
0

Der FluB durch die Vollkugelfléiche wire 477 2v. Der FluB hat die Einheit [cm3s—1].

4.2.4 Volumenelemente / Volumenintegrale

Wir beginnen wieder mit dem Fldchenelement (am Beispiel von Kugelkoordinaten)

7? = .13(7”, 05 ¢) é’if + y(ra 0) ¢) gy + Z(T7 97 (b) 52
r = rcos¢sinf
= rsin¢gsind
z = rcosb
4.2)
dA = dF| AdF
T, r,0
ox dy 0z ox
= —dbéey, + ——dbe, + —dbe, d d do e,
(ae 90" " 96 6) (&pd) ¢¢ey ¢¢6>
g & &
_ |9z 9y 09z
- a0 g‘é a0
dr 0y 0z
o9 09 09

= (7“2 sin @ cos 0 €, + 12 sin ¢sin? 0 €y + 2 cos ¢ sin? 6 é’x) dbde

Behauptung: = €,

85



€y)-€; = 1 vollstindig antisymmetrisch

é)-é = —1l=-—¢,-¢,

(mE)-e: by by by | (EnAE,)-E.
—_———

@ €2 €3 Einheitsvolumen
-
N C
-
anb 1
N
b
o
—~ >
a
(Ei/\ b) -¢ = absina-ccosf3

= abc fur a:g, 6=0

dr' = (dx €, + dyé, + e e)

Aufgespanntes Volumen:

dV = dA.dr

)-df’

- (df‘ Adif
x,y Y,z

= dxdydz (€ Néy)- e,
—_—— —

Einheitsvolumen

Allgemein:



Wir bilden ein Volumenelement durch das Spatprodukt
Adr

) -dr
¢ T,0 0,¢
dy 0z Oor 0Oz Oz Oy

— o |e| 9 90| o 90 90|, .90 9

99 0¢ o 0 dp 09
ox . oy . , 0z,
. (Edrem + Edrey + Edre,z)
dy 0Oz Or Oz or Oy

dv| 90 96 | dy| 96 06 | 02| 00 o6
= \arl oy 02| a5 02 0z |Tar| oz oy || %rdode

o6 ¢ o ¢ 0 0
oxr Oy 0z
or Or Or
_ | 9z 9y 0z
= | 96 29 og |drdode
or Oy 0z
96 96 0o

Jacobi—Determinante

Anwendung auf Kugelkoordinaten:

dv dA - dit

0,¢
= (r2 sinf cosf &, + 12 sin ¢ sin? @ ey + 2 cos ¢sin? 0 e}) dfde
-(cos ¢sinf €, + singsinf e, + cosh e, ) dr
= (7“2 sin 6 cos? 0 4 12 sin? ¢ sin® 0 4 12 cos? ¢ sin® 9) drdfd¢
= 7r?sinfdrdfde
4.3 Zusammenfassung
1) Kurvenintegral:

7Fo= 7(t) = (z(t),y(t), 2(t))
A7 = Ft)dt = (&9, )

T ta =
/ F.-dr = / F- @dt
~ t dt

Anmerkung: F kann auch eine skalare Funktion sein.
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2) Flachenintegral:

(s, )
ro= F(Svt): y(sat)
z(s,t)
dA = dF| ANdF
t s
& & e
to S2
P — 7. 0z Oy 0z
]iF dA = /t1 /le 5% Ot of dsdt
dz Oy 0z
Os 0Os Os

Anmerkung: F kann auch eine skalare Funktion sein.

3) Volumenintegral:

x(s,t,u)
Fo= st = | ylstu)
z(s,t,u)
v = (dr )-dF
to
/ Fdv / / / 0.y, 2)| 4 dtdu
\4 t1 S t u)

Anmerkung: Wir haben nur Beispiele mit skalarer Funktion F' gerechnet.

Beispiel 1: Kurvenintegral

Arbeit entlang einer Kurve 7(¢):

I "
ro — =gt €, + vzt ey

F f—

2
U = —glé,+ v, e,
a

=
I
T
STl
Q
=L
-
. O\w
l
|
&
3
\

Beispiel 2: Flichenintegral
FluB durch eine Parabelfliche y(z) = 2
Fliche 0 < s,t < 2
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3.5

25

1.5

0.5

y(x)
05 15
0<s,t<2
s x(s,t)
F(s,t) = sé,+sPe,+te.=| s2 | = yst)
t z(s,t)
I N
U= em+§sey: 58
0
F = *dﬁ—22*+1* 0z 0y 0z
B “ho o \ T2 Bs 9s 0s
r Oy 0z
ot ot ot
2 42 1 €y €y €
= // (e}—i—isé'y) 1 2s 0 |dsdt
0 70 0 0 1

2 2 1
/ / (e} + 25 é'y> (2s €, —€y) dsdt
o Jo
1
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Beispiel 3a: Volumenintegral
Schwerpunkt der Fliche unter einer Parabel y = 22 fiir0 < z < 1
Betrachte Korper der konstanten Dichte p mit Dicke Az.

o= 2 =L 5 _ L[5
s = i /rdm = /rdxdydz =7 /rdxdydz
+Az/2 AZ 1 1AZ
_ _ 35, _ &
Tsg = V/ / /AZ/2 rdzdydr = v /o r’dx 1V
+Az/2 Az [tat 1 Az
sy = dzdydr = — Zde ="
o v///w““ V/OQx 10V

+Az/2
Tsy = —/ / / zdzdydr =0
Az/2
+Az/2 1 1
vV = —// / dzdydx:Az/ 22dr = = Az
Az/2 0 3

= rgrz—

1’ rsy—ﬁv rsz; =0

Beispiel 3b: Volumenintegral, Trigheitsmoment
Kugel:

z=rcosb

I = p (x2 + y2) dxdydz

R pVR2-22 v R2—22—y2
Ll

0
2m
/ / / r?—z ) 2 sin Odrdfdé
0
R 27
= p/ / / r 51119 — sin 6 cos? 9) drdfde
o Jo

7"5 R T
= p[g]o {—cos@—i—gcos GL-ZW

=

Il
b

[}
(e}

[}

8m
= —__)HR°
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Drehende starre Kreisscheibe:

Mg

l g (Schwerkraft)

Iw=1- % (Drehimpuls)

R+AR

/p (932 + y2) dxdydz = pAy/ r22mrdr
R

1
2mpAy - [(R+ AR)* — R*]
2mpAy - RPAR
R+AR
/pdxdydz = pAy/ 2nrdr = 2wpAy - RAR

R
MgrR?*  (Trigheitsmoment)

Angreifendes Drehmoment M durch Schwerkraft:

Damit

= _MRg gz
RyANF =rFé&, = —MggRo €s

N
I

AL =M= —MpggRo €

Berechnung durch Integration
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0 Rcos ¢

7 = Ro+R=| Ro | + 0
0 Rsin ¢
= Rcos¢pé, — Ryéy + Rsinge,
Gravitationskraft : dFF = —Am ge,
Drehmoment : dM = 7AdF

. R+AR p2m
Gesamt : M = / / dM
0 0

= pgAy/ (Ro €z + Rcos¢é€y) RARdo

= 2mpgRyérRARAy
MgrRoygé,
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