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1 Felder

1.1 Feldbegriff

Wikipedia sagt: Ein Feld ordnet jedem Punkt eines Raumes eine messbare phy-
sikalische Eigenschaft (Feldgrofie) zu. Feld A: A(7,t) = A(x1, x2, v3,t)

Beispiele:
Luft:

e Druck

e Druckgradient = Krifte
Kaffeetasse:

e p = Dichte

e ¢ = Geschwindigkeit

e ' =Temperatur

° F"g = Schwerefeld

e II;; = Viskositétstensor (verbindet Geschwindigkeitskomponenten unter-
schiedlicher Richtungen)

e ¢ = Konzentration (z. B. geloster Zucker)
Tasse:

e Elastizititstensor £ (Verzerrungstensor)
— dadurch kénnen Spannungen auftreten

e Spannungstensor &

Abbildung 1: Kaffetasse
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1.2 Klassifikation
1.2.1 Skalare Felder

Hierbei ist die Feldgrofie ein Skalar: A(7,t)

e Beispiel: Dichte p, Ladungsdichte p, Temperatur T', Konzentration ¢, Gra-
vitationspotential @, elektrisches Potential ®

e Wichtig: Potentialfelder!

1.2.2 Vektor-Felder

Hierbei ist die Feldgrofie ein Vektor.

By
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Beispiel: Fiir uns wichtig sind:
e Elektrisches Feld E

e Magnetisches Feld M

e Gravitations-Feld G

Es gilt: Kraftfelder sind stets Vektorfelder Ist auch einsichtig aus Newtons
Gesetz:

—

m-a=m-t=m-¥=F

e Elektrische Kraft, die auf Testteilchen der Ladung ¢ wirkt, ist

—

F, yel

[
3

e Gravitationskraft, die auf Testteilchen der Masse m wirkt:

—

Fy m-G

Merke:

Kréfte wirken stets zwischen zwei Objekten!
Objekt 1 erzeugt Feld, dieses wirkt auf Objekt 2 und umgekehrt!

Erde — Mond: — Transformation auf reduzierte Koordinaten. Beide kreisen
um einen gemeinsamen Schwerpunkt (= Mittelpunkt des reduzierten Koordina-
tensystems) — Anwendung: Planetenentdeckung durch Radialgeschwindigkeits-
variationen.

Andere Beispiele: Geschwindigkeit ¢/
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Abbildung 2: Fluss durchs Rohr

1.2.3 Tensor-Felder

Hierbei ist die Feldgrofle ein Tensor.

) An(it) An(Rt) Aw@b)
A(F) = Aoy (’F, t) Agg (’F, t) Ass (7?, t)
Ag1(7yt)  Asa(F,t)  Ass(7,t)

e Beispiel: Hydrodynamit: Viskositétstensor II = (II;;) 1<i<3

1<j<3
— durch ,interne“ Reibung (= Viskositéit) gibt es eine Wechselwirkung
verschiedener Geschwindigkeitskomponenten — Geschwindigkeitsénderung

in Spannungstensor Z = (0y;), Deformationstensor E = (e;;) (Verzer-
rungsfaktor — Deformierung in eine Richtung bewirkt Verformung in eine
andere)

e Merke:

Tensor-Felder sind oft verkniipft mit
Materialeigenschaften (Ziéhigkeit, Verformbarkeit, etc.)

e Anmerkung: In relativistisch-kovarianter Formulierung werden aus den
vier Maxwell-Gleichungen zwei Tensor-Gleichungen.

e Anmerkung: Diese Reihe ldsst sich beliebig fortsetzen auf Tensoren 3., 4.,
... Ordnung.

Fragen:

1. Welche Zusammenhénge bestehen zwischen den Feldern?

2. Kann ich Feldgréfen voneinander ,,ableiten® bzw. ineinander ,,iiberleiten*?
Wenn ja, wie geht das?

3. Wie veréndern sich die Felder mit der Zeit?
— Ubergang von Elektrostatik zu Elektrodynamik.
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1.3 Relationen zwischen Feldgrofien: Differential- /Integraloperatoren
Intuitiv und qualitativ kennen wir schon viele Relationen. Beispiel:

Stromt Material durch die Oberfldche in ein gegebenes

Volumen ein, so muss die Masse/Dichte im Inneren zunchmen.

Abbildung 3: Kugel

Volumen V', Masse My in V, Oberfliche A, Normalenvektor 77 zu A, Fluss

J=p-0
. OMy 0 B dp
%dA-n-(pv)—W—at/vdV p—/vdV 51
A(V)

GauBlscher Satz: 7{ dA -7 (pU :/ dV|div(pt
oo

A(V)

Stromt Material gleichméfig durch ein Rohr,
so ist die Masse im Rohr zeitlich konstant.

pU My
pT
pU = Fluss

Abbildung 4:

Intuitiv stellen wir den Zusammenhang mit Divergenz des Flusses her:

d
div(p?) = Kontinuitétsgleichung: div(p?) = _d_i
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© -

Abbildung 5: Kreisstromung (links) und Scherstromung (rechts)

A

Beispiel: Wirbelstromungen (Abflussrohr / Kaffeetasse beim Umriihren) Hier
ist die Rotation eine wichtige Grofle. Die Stromung ist nicht divergent!

Jedem dieser ,Begriffe/Vorstellungen“ kann man einen Differentialoperator zu-
ordnen (bzw. einen Integralsatz).

Divergenz +— div-Operator

Rotation +— rot-Operator

Operator: Abbildungsvorschrift, die ein(e) Grofie/Funktion/Feld einer/einem
neuen Grofle/Funktion/Feld zuordnet.

Wichtiges Beispiel: Felder von Punktquellen: Gravitations-/Elektrisches Feld.

e Massen/Ladungen erzeugen Felder

e Feldliniendichte (dh. Feldstirke) nimmt mit zunehmenden Ab-
stand ab

wo [ ——

O

* Testteilchen m, q

Abbildung 6: Kraftfeld mit Probeteilchen m, ¢

Fiir Punktteilchen gilt:

— — mM'f_"
g = m-G=-G R
. - 1 ¢-Qr7
Fo = ¢ E= r
© q dmeg 12 71
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e Fluss durch Kugeloberfliche bleibt gleich
e An jeder Ladung @ sind N Feldlinien verankert
1

e Geometrie: Dichte muss mit 5 abnehmen

Im Kontinuumsbild:

e Masseverteilungen p erzeugen Gravitationsfelder G

e Ladungsverteilungen p erzeugen elektrische Felder E

Die Skalarfelder p und p

sind die Quellen der VektorfelderG und E.
Die Skalarfelder p und p

erzeugen auch Skalarfelder, die Potentiale®und®.

Zwischen Quellfeldern, Potentialfeldern und Kraftfeldern besteht ein en-
ger Zusammenhang. Diesen gilt es mathematisch zu beschreiben.

Skalar Vektor Skalar

— Quelle == Kraftfeld =— Potential<=—

div grad & = -2

—

2=divE E=-grad ®
(Divergenz) (Gradient)

Abbildung 7: Skizze mit Beispiel (elektrische Ladung), Zusammenhang p, E und
P

Beachte: Die verschiedenen Darstellungen sind gleichwertig. Verwende fiir Be-
rechnungen die Grofle, die am besten Darstellbar ist. Beispiel: Ist man am E-Feld
interessiert, so ist es manchmal einfacher, erst das Potential ® zu berechnen und
dann den Gradienten zu bilden, als E direkt aus der Ladungsverteilung durch
Integratioin zu gewinnen (Skalarfeld vs. Vektorfeld).



2 VEKTORANALYSIS 1: DIFFERENTIALOPERATOREN 10

Ziel: Formulierung der Maxwell-Gleichungen.

divE = 14 rotE =0 - B
€0
= = = 1 =
divB=0 rotB=puo-j + 5FE
@

Differentielle Form der Maxwell-Gleichungen

Elektrostatik: divE = r rotE =0 E =0
€0
Magnetostatik: divB = 0 rotB = ,uof E=0

Quellen: p = Ladungsdichte, j: Stromdichte
Kopplungsgroflen: ¢g = elektrische Feldkonstante, o = magnetische Feldkon-
stante

Darstellung aus den Potentialen:

E = —grad® div grad®

B =rotA rot rotA = o j
Achtung: Trotz des unterschiedlichen Aussehens sind beide Abhéngigkeiten dqui-
valent! Am besten zeigt man dies unter Verwendung der ,, Nabla“-Schreibweise.
® = elektrisches Potential, A = (magnetisches) Vektorpotential

2 Vektoranalysis 1: Differentialoperatoren

2.1 Partielle Ableitungen

Sei A(7,t) ein Feld im Ortsraum 7 = (21, 22, x3). Wir wollen wissen, wie sich A
als Funktion des Ortes veridndert.

Dazu betrachten wir die Verédnderung entlang der drei Raumrichtungen geson-
dert, dh. wir betrachten die Verénderung in jeweils einer Koordinate und lassen
die beiden anderen dabei konstant.

— Berechnung der partiellen Ableitung

Etwa Ableitung nach xz1:

. Az + Az, 0, 23) — A1, T2, 23) 0A
lim = —
Az —0 AIl 8(E1

partielle Ableitung in 1-Richtung

Beachte: Wir verwenden das Symbol ,,0“ anstelle von ,d“. Das Symbol ,d*
werden wir fiir das totale Differential verwenden.
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Vereinfachte Schreibweisen:

0

6—1.1:8351:81

8114 ist ein Differentialoperator angewandt auf das Feld A.
£

1. Beispiel: Potentialfeld.

Ableitung nach x;:

0
(a3 + a3 +ad)7?

—(P(xla Z2, x3)

Oz O0x1
1
= —plftad+ad) T 2n)
. —X1 - —1.131
(@} +a3+a3)F |7

Ableitungen nach zo bzw. z3 analog.

2. Beispiel: Vektorfeld.
A'(’F) = x1€1 + To€sy + T3€3
Ableitung nach x;:

or 0

duy  Ory

—

(1‘151 + $2€2 + ],‘353) = €1
Ableitungen nach zo bzw. z3 analog.

3. Beispiel: Vektorfeld

Bll‘g — Bgl‘l
Ableitung nach x;:
T/ - 81(32.233 — Bgl‘g) 0
A
88 ) _ 01(Bzxy — Bizz) | = B3
1 81(31:52 — BQ!El) —BQ

Es gilt:

partielle Ableitung von Skalar gibt Skalar
partielle Ableitung von Vektor gibt Vektor (wird auf jede Komponente angewandt)
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Es gelten die ,iiblichen Rechenregeln fiir Ableitungen:

Linearitdt: 0i(aA + bB) = ad; A + b0; B
Produktregel: 0;(A-B) =(0;A)B + A(0;B)

Beachte: Die Produktregel gilt auch fiir Vektoren:
B A)-B+ A (8;B)
B) = (0;A) x B+ Ax (8;B)

0(A-B) = (8
Di(A x

Satz: Besitzt Feld A(7) stetige partielle Ableitungen bis mindestens 2. Ordnung,
so ist die Reihenfolge der Ableitungen beliebig!

A 9PA
6:&({9%]‘ o a:rjaxi

< A stetig

Definition: hohere partielle Ableitungen

oA [0 [ 0 oA
6$in...8l’il B 8$in 81’1‘"_1 8xi1

Achtung: Es kénnen gemischte Ableitungen auftreten!

Kettenregel: (auch hier Abweichung von ,normalen® Regeln)
— ,Normale“ Kettenregel fiir Funktionen einer veréinderlichen: f(z(t))

df (z(t)) _ df(z) dx(t)
dt dx dt

—Sei A = A(z(t),y(t)), dann ist Differenzenquotient in At:

A(x(t + At), y(t + At)) — A(z(t), y(t))

At
o Ax(t+ A, y(t 4+ At)) — Az, y + Ay) + Az, y + Ay) — A(x(t),y(t)
— < —
_ AltAzy+Ay) - Alz,y+Ay) Az Ay +Ay) — Alw,y) Ay
N Az At Ay At

Wobei Az = x(t + At) — x(t), dh x(t + At) = + Az.

— Im Limes At — 0 gehen auch Az — 0 und Ay — 0. Es folgt:

dA().y®) () 9Ade  09Ady
dt CAt—0 At Oz dt Oy dt

— Allgemein:
dA(z1 (t), 22(t), - n(t) o~ OA da;
dt - L= Qx; dt

=1
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dA
Oft nennt man n die ,totale Ableitung® und

dA " 9A
dA = Ed = ; B_avidxi das ,totale Differential“.

2.2 Gradient
2.2.1 Richtungsableitung

Bisher haben wir Ableitungen entlang der Koordinatenachsen betrachtet. Nun
wollen wir die Anderung des Feldes ® entlang einer bestimmten Richtung @ be-
rechnen. (@ ist Skalarfeld! ® = ®(x1, 29, x3))

Wir betrachten die Anderung entlang einer Geraden ¢ durch den Punkt &, mit
Richtung a:

g:Z(s) =Ty + sd = €1(vo1 + sa1) + €2(wo2 + saz) + €3(xo3 + sas)

s ist der Geradenparamter.

Kettenregel:

d® d_ "
e d—@(xo—i—sa)

0P ditl o0 d{EQ + = o0 d$3
83:1 ds 83:2 ds Oxs ds

oD oD oD
T * oz > o, s
02
o ; ox; i

Formal lésst sich dieser Ausdruck als Skalarprodukt (= inneres Produkt) zweier
Vektoren auffassen:

d<I>(s)
ds

—Zalel Zeja@ Za@@ eleJ Zaﬁ@

6

a vo

Der Vektor V ist der »Nabla“-Operator. Er ist ein Differentialoperator:
- o 90 0
¥ = (

— Y ——,—— | = €101 + €205 + €30
921 Oy 3553) 101 202 303
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Achtung: Produkte sind nicht mehr vertauschbar. V ist ein Operator, er ,,tut®
etwas an dem was unmittelbar rechts davon steht:

Ve £ OV
V-A £ AV
VxA #* AxV

Merkregel: Vo ist nsatt, PV ist noch ,Hhungrig®.

2.2.2 Gradient

Es gilt: .
grad® := Vo

Dieser Vektor heifit Gradient des Feldes ®.

Wichtig: Es gilt

grad ®(Z) steht immer senkrecht auf der
Niveauflidche des Feldes ® im Punkt Z.

Die Niveaufliche ist definiert durch ®(z1,z2,2x3) = A = const.

Lege Kurve 7(s) = (z1(s), x2(s), z3(s) durch Niveaufliche; definiere Tangential-
vektor T, im Punkt # an Kurve #(s). (Beachte: Es gibt unendlich viele Kurven
7(s) in der Niveaufldche, also unendlich viele Tangentialvektoren. Diese Span-
nen eine Tangentialebene auf.)

Niveauflache & = A

Abbildung 8: Niveaufldche

Weil ®(#(s)) = A = const, gilt

dd 8‘1’ dl‘l 8‘1’ d.]?g 8(1) dl‘g =3 =
ds Oxy ds * Oxy ds * Oxs ds v 0
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V® - T = 0 bedeutet V@ 1 T

Gleichzeitig gibt Vo die Richtung und den

Betrag der grofiten Anderung von @ an.

Fiir beliebige Richtungen a gilt:

dd = - -
— =V®.-d=|V®P|-|d|-cosa o = Winkel zwischen V® und @

Wiéhle @ als Einheitsvektor |@] = 1, mit | cos o] < 1 folgt sofort

dd
ds

ﬁ@}

2.2.3 Wichtige Anwendung: Konservative Krifte

Das totale Differential einer differenzierbaren Funktion ®(x1,z2, x3) kann man
mit Hilfe des Gradienten ausdriicken:

“~ 09 -
dd = —dx; =V - dr
Ist eine Kraft proportional zum Gradienten eines skalaren Feldes, dann nennt

man sie konservative Kraft. Die entlang eines Weges geleistete Arbeit héingt
nur von den Endpunkten ab, nicht von der speziellen Form der Trajektorie!

Es gilt: Arbeit = Kraft x Weg

s

3
. ®
AW = F - di = V(1,72 73) - dif = = Y %dxi = —do
i=1 O

Fiir das Wegintegral

2

2 2
/dW:/dfoﬁ:_/dcp:—q>|§=—q>(2)+<1>(1)
1 1

1

Insbesondere gilt fiir einen geschlossenen Weg, dass das Arbeitsintegral ver-

schwindet:
7{ dW =0

2.3 Divergenz
Wie wende ich den ﬁ—Operator auf Vektoren an? Es gibt zwei Moglichkeiten:

1. Inneres Produkt (Skalarprodukt)
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2. AuBeres Produkt (Kreuzprodukt)

V.-A=divA = Divergenz von A
V x A = rotA = Rotation von A

Die Divergenz eines Vektorfeldes A ist

.o = - 0A1 0Ay 0A;
divA=vV - A=214222 4 705
v v 8x1 + awg + 8x3

Das zugeordnete Feld heifit ,, Quellenfeld*.

Beispiele:
e konstantes Feld A: divA =V -4 =0
e Zentralfeld A = v T

5o n (27 02 | D73
8x1 awg 8%3 o

Interpretation ger Divergenz als lokale Quellstérke:
Teilchenstrom j = pt’ durch Volumen dV = dxidxadrs

dV = dxidzradzxs

Abbildung 9: Teilchenstrom durch dV'

16

Frage: Wie veréindert sich die Teilchenzahl im Volumen dV durch den Strom j?

— Addiere den Nettofluss durch alle sechs Teilflichen!

1. Relevant ist immer der Anteil senkrecht zur Oberfliache!

jiL = j n, 7 = Normale zur Fliche dF
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i
JL
dF
R
€n

Abbildung 10:

Anzahl der Teilchen, die pro Zeiteinheit durch dF' stromen:

ON

= A dF
ot "

<y

2. Bilanzgleichung in x;-Richtung:
Wieviele Teilchen bleiben vom Stromungsanteil in z1-Richtung in AV zuriick?

ON
Zustrom - Abstrom = — =
ot x1—Richtung
N ON -
ot T1,T2,T3 ot r1+Azx203

= j1 (],‘1, $2,$3)A$2A$3 — jl(xl + Aa:l, o, afg)AJ?QJ?g =

. L A ‘
_ Ji(zr, 2, x3) i(;ﬁ + Az, 22, 23) - Az AzoArs
1

i
8%1

. Axl AJ?QAJ?g

T1T223

Darstellung des Differentialquotienten durch Ableitung. Beachte Vorzeichen!

3. Mit allen anderen Richtung:

ON

dj1 | Oj2  Oj3
at o T

T1Tows |:8!E1 axg 8%3

divy

:| Aa?lAZ‘QAJ?g

Gleichzeitig ist N = p- AV = pAxy, Axo, Axg

8,0 8j1 8]2 8j3 = 2 o T
= 8t <8I1 t or, 8I2 81‘3 Zaz]z =V ] le]
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Kontinuitétsgleichung der Hydrodynamik

NB: Elektrostatik: E(Z,t) = Vektorfeld der elektrischen Feldstéirke
divE(Z,t) = Quellenfeld der elektrischen Feldstéirke
Ladungen sind Ausgangspunkte (dh. Quellen) des E-Feldes.

q 1
= divE(Z,t) = — - p mit p = Ladungsdichte
€0

Wichtig:
Laplace-Operator:
div grad® = V - VO = V2@ = Ad
0? 0? 0?

_|__

A= 4 &
8I%+8I% Bz

Kommt oft vor in Wellengleichung, Diffusionsgleichung, Potentialtheorie, ...

Wichtig: Wirbelfelder sind quellenfrei!

divi@x ) = V-(@xa)=
. 51 52 53 (91 62 63
= Vi|lw wy w3 |=|w wy w3|=
T To I3 1 To T3

= 81 (UJQl‘g — W3$2) —|—82 (ngl - wll‘g) +83 (wll‘g - WQJ:l) =0

const in xq const in xo const in r3

Solche Felder nennt man solenoidal.

2.4 Einschub 1: Determinanten

1. Definition

aip  aiz a3 -0 Aip
az1 Q22 Q23 - A2p
a1 sz 433 - 3n | = § €af..wllad@2p ** * Anw
. Pla,S,...,w]
an1  Ap2  Gp3 e Gnn
e Pla, f3,...,w] sind alle moglichen Permutationen der n Indizes o, 3, - - -, w.

e Es gibt n! Permutationen.

| 41 falls [af...w] gerade Permutation von [1,2,--- ,n]
Cap..w —1 falls [a8...w] ungerade Permutation von [1,2,--- ,n]

e 1. Index: Zeile und 2. Index: Spalte (a;;)
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2. Fiir uns relevant: 3 x 3—Determinanten

ailr a2 ais
a1 @22 (23 | = 011022033 —011023032+012G23031 —012021033+0A13G21032— 013022031
a3l asz as3

\><

d .:f

/>< \E

Abbildung 11: Sarrus-Regel

3. Merkregel:

4. Determinantenentwicklungssatz (Laplace-Entwicklung)

,otreicht man bei einer n-Determinante die Zeile ¢ und Spalte j weg, so erhilt
man eine (n—1)-Determinante, den sogenannten Minor M;; von a;;. Man nennt
das Produkt Cj; = (—1)”‘jMij den Kofaktor von a;;. Es gilt

a1l aiz - QAln
Ay Az v A2, i -
= > aiCy = > aiCy
j=1 =1
a a,4 e a W_/ . .
31 32 3n Entwicklung nach i—ter Zeile Entwicklung nach j—ter Spalte

5. Beispiel: 3-Determinante:

aix a2 ais
Q21 Q22 G23 | = A11
azyp asz ass

a21 a2
as;  as2

a21  a23
as1 ass

22  A23
aszz2 as3

— a2 + a3

= (11022033 — 011023032 + A12023031 — 12021033 + 013021032 — G13022031

6. Eigenschaften

e Det = 0, wenn eine Zeile oder eine Spalte verschwindet oder zwei Zeilen
oder zwei Spalten gleich oder proportional sind

e Multipliziert man alle Elemente einer Spalte/Zeile mit Konstate k, so gilt
Det ~» k - Det

e Vertauscht man zwei Zeilen/Spalten, so dndert sich das Vorzeichen: Det ~~
—Det

e Det andert sich nicht, wenn alle Zeilen mit Spalten vertauscht werden:
a;j ~ aj; oder zu einer Zeile/Spalte das Vielfache einer anderen Zei-
le/Spalte addiert wird
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7. Wichtig fiir uns: Das Kreuzprodukt lisst sich mit Hilfe von Determinan-
ten darstellen:

3 3 3
axb= E a;€; X E bj€; = E a;bj(&; x €5)
i=1 7j=1 i,7=1
Es gilt:
€1 X €3 = &3 €3 X €1 = & €y X €3 = €1

(Die Basisvektoren €7, €3, €3 bilden ein Orthonormalsystem.) Also ist

axb = a1b2€3 — albggg + a2b3€1 — a2b1€3 + a3b1€2 - agbgél =
= 51(&2[)3 — a3b2) + 52(&3()1 - albg) + €3(&1b2 — agbl) =
€1 € €3
= ap Gz as
by by b3

2.5 Einschub 2: Levi-Civita- und Kronecker-Symbole

1. Einsteinsche Summenregel:

3
a= E a;i€; = a;€;
i=1

Uber gleiche Indizes wird summiert.

2. Skalarprodukt der Einheitsvektoren:

O 1 fallsi=j
€T T 0 fallsi#£j

Kronecker-Delta
€; stehen paarweise aufeinander senkrecht. Beispiel:

a-b= aiej . bjej = aibj(ei . ej) = aibjdij = aibi

3. Spatprodukt der Einheitsvektoren

Der Levi-Civita-Tensor ist ein total antisymmetrischer Tensor 3. Stufe.

+1 fiir gerade Permutationen aus [123] : [123], [312], [231]
€;jk =4 —1 fiir ungerade Permutationen aus [123] : [213], [132], [321]
0 sonst, dh. wenn ein oder mehrere Indizes gleich sind
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Spatprodukt gibt das Volumen an, das von (€1, ¢és,¢e3) aufgespannt wird. Es
verschwindet, falls ein oder mehrere Indizes gleich sind. Es gilt:

€1 € €3
axb= ay az a3z | = aibjé'k * €ijk
b1 ba b3

Motivierung dieser Schreibweise: Es gilt

c?:aié'i und b:bj_'j

Weiterhin gilt:

€1 X € = €3 €y X €] = —€3
€9 X 53 = €1 e: = —51
€3 X €1 = _’2 €1 X € —52

Man erkennt neun Kombinationen von ¢ und j: 3 mal 0, 3 mal —1 und 3 mal
+1 (Vorzeichen). Das sind die gleichen Eigenschaften wie die des Levi-Civita-
Tensors! Also ist

ax Z;: (aié'i) X (bjé'j) = aibj . (e_; X é}) = aibjeijké'k
Auflerdem gilt:
@ x (bx & = (a:€;) x [(b;&]) X (ckr)] = @i X [bjcremel] =

= a;bjcrejri€iimEm = aibjCrejRIEMiEm

= d X (b X 6) = aibjckeijkemilé’m

4. Darstellung von ¢;;;, aus 0yp,:

01i 015 Ok
€ijk = | 02; 025 O
03; 035 O3k

Beweis durch einsetzen.

Ferner gilt:

€ijk€lmn = | 051 Ojm  Ojn
Okt Okm  Okn

Beweis durch einsetzen. AuBlerdem ist €;, = €;jx€123.
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5. Niitzliche Beziehungen:
CosCliani = Op0 5 = OO
€ijk€Lik = 204
€ijk€ijk = 6
eijkéjk =0
030k = ik
6ij5ij = (S”’ =5

2.6 Rotation

Definition: Rotation ist das duflere Produkt des Differentialoperators V mit
einem Vektor A:

B L €1 € €3
rotA = VXxA=| 01 0 03 |= Gijke_;'ajAk =
Ay Ay Az
= € (82A3 — 03A — 2) + 52(83147 — 81A3) + 53(81142 — 82141)

Interpretation: rot A misst die , Wirbelstérke“ vom Vektorfeld Ain jedem Raum-
punkt.

Physikalische Interpretation der Rotation
Betrachte Vektorfeld ff, das nur von x7 und xo2 abhéngt:
rotA =V x A = (81 Ay — 0rA;)3

zeigt nur in 3-Richtung im kartesischen Koordinatensystem.

Betrachte Linienintegral von A entlang eines geschlossenen Weges C':

%da?- A
C

Weg C = C1 4+ Cy + Cs + Cy.

Fiir Cy gilt: zo = x99 = const = daxy =0

z10+AT

/dfz‘i’z / dml -Al(xl,xlo)
Cy x10
Taylor-Entwicklung liefert:
0A
Aq(x1,210) = Ar(210, 220) + 8—1 “(z1 — 210)
T1 (z10,220)
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(w10, T20 + Az2) (10 + Azq, T90 + Ag)
Cs
04 Ax'g
Cy
4
(@10, T20) Axy (x10 + Ay, x90)

Abbildung 12: Weg entlang eines Vierecks

Damit gilt:
z10+AT 9A
/df?' A = 1 [A1(210,220) + 8—1 (z1 — xlO)‘|
Tl 210,220
Cy T10
1 0A
= Ai(x10,720) - Azy + 3 8—1 - (Azy)?
Z1 (z10,220)

Integration entlang Cs: xo = x990 + Axs = const und x1 geht von x19 + Axy

nach x1g.
10

= / / d!El . A1 (!El, xlo)

r10+Axy
Taylor-Entwicklung erglbt
0A 0A
Ar (1, 220 +Ax2) = Ai(210,T20) + e k (w1 —710) + 8—1 Ay
Z1 l(210,220) L2 |(210,220)
Achtung: Es tritt ein Glied in Azs auf!
Integration:
10
/df . A' = / dﬂl‘lAl(l‘l, Top + AJ?Q) ~
T10+Azy
1 0A 0A
~ —Al(irl(),xg()) . A:El — 5 8—1 (A(El)Q — 8—1 Awleg
1 (z10,220) T2 (z10,220)
Die Wege C] + C3 zusammen ergeben:
0A
/dmA—i—/d ! Az Azo
8:52 (z10,%20)
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Analog: Wege Cy und Cy

/da:A—i—/da:A + — 043
8x1

Al‘lAJ)Q
10,720

Alle vier Wege: C = C1 +Co + C3 + Cy

]{dfﬁ'
@

Der Fehler aus der Taylor-Entwicklung verschwindet im Grenziibergang Ax; —
0 und Azs — 0. Der Ausdruck in Klammern auf der rechten Seite ldsst sich als
die 3-Komponente von (V x A) identifizieren!

Es folgt:

0A2

8(E1

] Axl, AZL’Q

(z10,720) (z10,220)

lim ¢ di A = V x A ) Jim / dF;
C—0

C

C ist der Weg, der die Fliche F einschliefit. Die Grofle dF3 = dxidxo ist das
von dz1,dxs aufgespannte Flachenelement.

Rotation:

o

faz
e3(V x 4) = Cl}«“nio de3

Fiir beliebig orientierte Fldchenelemente dF und deren Koordinaten gilt

lim ¢ dZA = (V x A) lim [ dF
Cc—0 F—0
C F

Interpretation:

Die GréBe V x A im Punkt 7 ist das

Linienintegral von A entlang eines geschlossenen Weges, geteilt durch
die Flache, die von dem Weg eingeschlossen wird, im Limat,

dass Wegléange und eingeschlossene Flache verschwinden.

Achtung: Der Operator Rotation gibt keine Auskunft {iber Zirkulation auf ma-
kroskopischen Skalen!

Beispiel: Geschwindigkeitsfeld v mit konstanter Rotationsbewegung um den
Ursprung (starre Rotation).
V=W X T ="
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G =weé3 AN T =T;¢
€1 € €3
= U= 0 0 w |=wré —wre]
xr1 X2 X3
€1 € €3
ﬁ XU = ﬁ X ((Ij X :f) = 81 82 83 = 5381W£E1 + 53820)%2 = e}(w + w) = 2(4]53

—wxry wxry 0

rot ¥ misst also die ,, Wirbelstérke“ von v.

Beispiel: Rotation konservativer Kraftfelder:
A=V® —r10ot A=V x VO
Sei @ zweimal stetig differenzierbar:
B €1 € €3
rot A = o O 03 =
NP 0P 03P

= ¢ (8283(1) — 8382(1)) + 52(8381(1) — 8382‘1)) + 53(8182(1) — 8281(1)) =

Gradientenfelder sind stets wirbelfrei.
Allgemein gilt
Quellfelder sind stets wirbelfrei.
Wirbelfelder sind stets quellfrei

2.7 Differentialrelationen und Zusammenfassung

Nabla-Operator: V= €;0;

Gradient: grad & = Vo = €;0; P
Divergenz: divA=V A= 0; A;
Rotation: rot A=V x A = €ijk€i0; Ak

Laplace-Operator: div grad ® = V-Vh=Ad = 0;0;®

div rot A = 6_: (V x A) = 0 falls A zweimal stetig differenzierbar
rot gfad ®=Vx (V@) = 0 falls ® zweimal stetig differenzierbar
div A = Y A_’z 0 A jst quellfrei
rot A=V x A =0« A ist wirbelfrei
Weitere Beziehungen:
Vx(PA) = (B)=A+d(V-A)
Vx (®A) = (V) x A+ ®(V x A)
V- (AxB) = B-(VxA) —A-(VxB)
V x (A x B) ANVB)—B(V-A)+ (B-V)A—(A-V)B
Vx(VxA) = V(V-4) —AA
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Spezielle Falle:
divi = V-7=3

rot ¥ = V x

1 -7

d— = —&
ST =

3 Integralsitze

3.1 Der Stokesche Satz

In Kapitel 2.4 hatten wir gesehen, dass sich die Rotation eines Vektorfeldes A
darstellen ldsst als Verhéltnis von Wegintegral von A entlang eines geschlossenen
Weges C' zur eingeschlossenen Fliche dF im Limit das C' — 0 und dF — 0:

lim ¢ ditA = (V x A) lim [ dF
C—0 F—0
C

Diese Identitdt konnen wir ausnutzen, um den Stokeschen Satz fiir endliche,
geschlossene Kurven C' und endliche Flachen F' herzuleiten.
Der vollstandige Beweis ist schwierig und soll hier nur kurz umrissen werden:

(i) Fiir beliebige, infinitesimale, ebene Flichenelemente dF' gilt

(VxA)-dF = lim ¢ di- A
C—0
C

(ii) Bei nebeneinander liegenden Flichenelementen heben sich die Anteile der
gemeinsamen Grenzenauf:

(V x A)dF, + (V x A)dF, = 7{ di- A

(iii) Beliebige geschlossene Kurven sind im Allgemeinen nicht eben, sie kénnen
allerdings durch beliebig viele ebene Fliachenelemente approximiert werden. Also
ist das Integral iiber die Randkurve C' die Summe iiber die Berandung der
Flichenelemente dF;. Die Summe der ,inneren Réander ist gleich Null.

fazi=y faz i
C i:lci

(iv) Ubergang n — oo und dF; — 0:
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dF1 dF2
\/ dFl + dF2
C C
' ? Ch+ Oy

Abbildung 13:

Abbildung 14:

Satz von Stokes

(C = OF heift C ist Randkurve von F')

%df%:o
C

/d:?- Ve = ®(2) — d(1)

Wichtig: Ist A= ﬁ@, so gilt

weil fiir Potentialfeld

fiir geschlossene Kurve ®(2) = ®(1), also § dZV® = 0 und damit V x A.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

— —

A ist konservatives Kraftfeld < A = V® < fda'c'- A=0eVxA=0
@

27
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Beispiel: Elektrisches Feld E = —V®. Das elektrische Feld ist wirbelfrei (Maxwell-
Gleichung):

xE=0

<

Beispiel: Amperesches Gesetz )
Idee: Berechne Magnetfeld von Tonenstrahl, der durch Rohr mit Offnungsfliche

F=7nR?

Abbildung 15: F = Fliche der Rohréffnung, Iipr = || I dﬁj = Gesamtstrom
durch Rohr/Leiter, C7, Cy = Wege entlang denen B integriert wird

F flieft.

Amperesches Gesetz: Das Integral des Magnetfeldes entlang eines geschlos-
senen Weges C' ist proportional zum Stromfluss durch die Fliache F', die von C'

begrenzt wird.
fdf'EZNO'Itot:NO'/dﬁ'j
@ F

Anwendung des Stokeschen Satzes:

Vergleiche Flachenelemente:

uo/dﬁ.;:/dﬁ(exm
F F

6)(3’:/1,0]

Stréme erzeugen das magnetische Feld (Maxwell-Gleichung)
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Beispiel 2: Magnetfeld eines stromdurchflossenen Drahtes B
Betrachte Feld um unendlich langen, leitenden Draht mit Stromfluss I = Ié,
entlang der z-Achse.

~i
Il
~

D

Abbildung 16:

e Wihle Zylinder-Koordinaten, denn es gilt (Physik-Vorlesung)

e B zeigt stets entlang e, (dh. tangential zum Ortsvektor 7 — Biot-Savartsches
Gesetz (Siehe auch Kap. 4.2)

e Wihle daher Weg C, sodass C' in der Ebene senkrecht zu I liegt

Damit gilt
2m
%df-E:/BRdgp:%R-B
0
mit
dZ = Rdy
di-B = Rdyé,- Bé,
= BRdyp(€yey)
1
= BRdy
Weg = Kreis mit Radius R

Aus Stokeschem Satz:

Zusammen:

= I
2mRB = po - I |— B:B.QPZQMLR.%
T




3 INTEGRALSATZE 30

Die Stérke des Magnetfeldes eines stromdurchflossenen Drahtes nimmt mit der
Entfernung vom Draht wie % ab.

3.2 Der Gaullsche Satz

In Kapitel 2.3 hatten wir die Divergenz eines Vektorfeldes A interpretiert als
lokale Quellstirke:

Der Fluss durch die Oberfliche S eines Volumenelements dV' ist gleich der Di-
vergenz von A in dV im Limit dv,S — 0:

V-A-dV =1lim ¢ dF - A
S—0
S

Es gilt: Der Fluss durch die gemeinsame Beriihrfliche zweier benachbarten Vo-
lumenelemente liefert keinen Beitrag zur Summe.

|
avi dVa !
/
= l >
1
/
e ! o N
- 1 7R
e
= l ==
77777777777777 . _
= s e
= 0 =
o N - T
. dFy =

gemeinsame Fliche

Abbildung 17: A-dFy + A-dFy =0

ﬁg.dvlw.gm:fdﬁ.m]{dﬁ.g: 7{ iF - A
Sa

Sl SI+S2

Man kann jedes beliebige Volumen V' durch differentielle Volumenelemente dV;

annihern. .
vy
i=1

Nur die Anteile der freien Oberflache liefern Beitriage. Es gilt:

Gauflscher Satz
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Beispiel 1: Volumenberechnung mit Gaufl
Betrachte Ortsvektor 7 = (r1, 12, x3) € R3:

Oy | Oy | Ors
8x1 6%2 8%3

= 7{ dﬁ-f:/dV(ﬁ-F):s-/dvzgv
%

S=0V \4

V.= =3

Fiir Kugeloberfliache gilt: 7+ 7 = R = const. Der Betrag des Flidchenelementes
dF = |dF| = R?sin0d0dyp

in sphérischen Koordinaten (siehe Vorlesungsskript Spurzem & Just, Kapitel
4.2.3).

2
= / dF .7 = dF(ﬁ-F’)://R-RQSianHdgp

——

S=oV 0 0 d(cos )
27 +1

= //R3d(cos 0)dp =27 -2 R?
0 -1

AT 4 .
= |V = ?R Volumen einer Kugel

Beispiel 2: Punktladung 1
Punktladung ¢ im Ursprung. Elektrisches Feld:

o qer
B = L,
(") 4rr2’

777& 0, €) = 1
Divergenz von E:

= = 1 0/, . q\ ,
V~E—m§(rsm€7a—2)—0 fiir r #£0

Die Divergenz verschwindet also fiir 7 # 0.

Oberflichenintegral iiber beliebig grofie Kugelschale S = 9V, die den Ursprung
enthélt:

2w

S B q q .
/ dF(ni- FE) = / mdF://47rr2r231n0d0d<p=q
00

S=0V S=0V
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Gibt es einen Widerspruch zwischen V - E = 0Vr # 0 und fs:av dF - E = q?
Antwort: Nein, da Singularitdt im Ursprung! Ndhert man die Punktladung im
Zentrum durch eine kontinuierliche Ladungsverteilung an, etwa durch

ol

p(r) =q (w) e,

™

s0 ,stimmt* der GauBsche Satz wieder fiir alle r (siche Ubungsaufgabe 4.4):
[ v =a

Im Grenzwert w — oo geht p(r) in eine Punktladung im Ursprung iiber. (Zur
mathematischen Beschreibung von Punkt-Objekten/Singularitiiten, siche Kapi-
tel 4.1.)

Beispiel 3: Kontinuitétsgleichung
Betrachte Anderung der Masse im Volumen V:

oM D Y
ot _8t/dv p(r’t)_/ ot
1% 1%

(Vertauschung von 9, und [ dV!)

Die Masse éndert sich aber auch, wenn Materie durch die Oberfliche S = 9V
hinein- oder hinausflief3t:

%—Af = / dF (it - pi) “2° — / dvV - (pv)

S=0V \4

Es folgt die Kontinuititsgleichung:

op =, o
a-l—V(pv)—O

3.3 Modifikationen des Gaufischen Satzes

Allgemein gilt: Der GauB3sche Satz verkniipft Volumenintegrale mit Oberfléchen-
integrale.

Er verkniipft die Ableitung eines Feldes in einem
Gebiet mit den Werten des Feldes auf dem Rand des Gebietes.

Zwei weitere ,, Anwendungen*:

e auf Skalarfeldern

e auf Vektorfeldern mit dulerem Produkt
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/ dVVe = / dF®
Vv S=0V
Gauflscher Satz fiir Skalarfelder

/dvvxzf: / dF x A
1% S=0V
Gauflscher Satz fiir Rotation

Symbolische Schreibweise:

wobel 0... sein kann:

e -A (GauBscher Satz fiir Divergenz)
e & (Gaufscher Satz fiir Skalarfelder)

e x A (GauBscher Satz fiir Rotation)

Nebenbemerkung: Alle hier diskutierten Integralsitze lassen sich auf den ver-
allgemeinerten Stokeschen Satz fiir Differentialformen zuriickfithren.

/ w = / dw
oS S
Stokescher Satz

w = p-Form auf (p + 1)-dimensionalem Gebiet S. dw = duBeres Differential von
w (ist (p + 1)-Form). 8S = Rand von S (= p-dimensional).

Beispiel: 0-Form: Funktion f(Z): Stokes = Hauptsatz der Integralrechnung
1- Form:

w = aidry + asdxo + azdrs = a - dx
dw = (82&3 — (93&2)d$2 A dxs + (83&1 — 81&3)6[333 Adzxy + (81&2 — 82&1)6[331 Adry =
= rota-d¥

S = Fliche; 9S = Rand der Fliche. Also:

/w:/dw:> /a-de/rota-dﬁ
S

oS as S

2-Form:

w = aidrs A drs + asdxs N dry + azdry ANdre = a - dF
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dw = (81@1 + 82@2 + 83&3)d$1 A d.]?g A d.]?g =diva- -dV
S = Volumen, 9S = Oberfliche. Also:

/w:/dwi
a8 S

= /(aldxg Adzxs + asdxs A dxy + agdxy A dxs) L /(81a1 + Ogas + Osasz)dxy A dxo A dxs
av v

= /Hﬁz/div&-dV Gaul
oV Vv

Der Fall p = 3 hat im R3 keinen Sinn.

3.4 Partielle Integration mit dem Gaufischen Satz und
Greenschen Satz

Zur Erinnerung:

/flfzdx = fify — /f{Fde+const

F:
mitf':%undfngé:%

Partielle Integration ist die Uberleitung des Integrals [ fifedz in ein anderes,
nimlich [ f{Fodx. Ziel: Vereinfachung!

Giiltigkeit, weil

dFy,  d dfy

* fife = fl%z_x(leQ)_FQE

* F(x) = /%dm = f(z) + const

Nebenbei: Auch die ,,Umkehrung® gilt:
fla)= & / £(§)de
dx

Fiir das bestimmte Integral gilt

b b
/f1f2d$ = f1F2|Z —/f{dew
a a

Partielle Integration macht Sinn, wenn sich f]F, leichter integrieren lisst als

fif!
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Seien ® und ¥ zwei Skalarfelder: Was ist

/ dVOVU?
14
OVY = V(PU) — UVP
Es folgt:

/ VOV = / [V(®0) -0V = / dF (®W) — / PATAAV )
N—— ——
1% 1% * F=0V x(GauB) 1%

Oft kann man V' so wihlen, dass auf der Oberfliiche F' = 9V eines der beiden
Felder ® und ¥ verschwindet. (Etwa bei r — 00.)
Dann gilt

/ AVOVY = — / AVIV
1% 1%

Weitere Beispiele (siche auch Grofimann, Kapitel 6.3.2):

/dvqﬁ-ff = —/dvﬁ-ﬁqw / dF - ®A

\% \% F=0V
/dV PAY = — /dV Vo .-V + P AVA 2. Form des Greenschen Satzes
\% \% F=0V

/dwfxﬁ@ = +/dV<WxA’— dEF x DA

\% F=0V

Greenscher Integralsatz: Betrachte den Ausdruck @AV — WAP: Es gilt

V- (®VY) = V&.VU + SAT
V- (UV®) = VU.VO+ VAP
= /dV[(I)A\I/ — VAP = /dvﬁ BV — UVD)
14 1%

Es folgt mit Gaufl

/ AV [PAY — UAD] = / dF7i - [®VY — UV ]
1% F=0V

Greenscher Satz
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Beispiel: Punktladung 2
Wir betrachten erneut Punktladungen und die dazugehorigen Potentiale und
Felder. Wir wissen: Punktladung ¢d(7) fiihrt zu Potential

Greenscher Satz: ¥ =1, = 1

/dVAg - / i e = / dF i -4
r T r
v 5=0V S=0V

1. ﬁ% =—q5

2. i="=L

3. dF = R%?sin¥dddyp in Kugelkoordinaten
Damit:

2 ™ Lo
v i 277 _[=
/ an.V;——q//slnﬁdﬁdgoR = —
5=V 0 0 — -

Dieses Beispiel ist analog zum Beispiel 2 in Kapitel 3.2 wenn man bedenkt, dass
in der Elektrostatik gilt
EaV

=R

4 Diracsche )-Funktion, Greensche Funktionen,
Potentiale

4.1 Diracsche §-Funktion

Bei der bisherigen Betrachtung von Punktladungen oder Punktmassen mussten
wir feststellen, dass wir das Volumenintegral nicht direkt l6sen konnten (siehe
die Beispiele ,,Punktladung® in 3.2 und 3.4). Wir mussten das Volumenintegral
in ein Oberfldchenintegral tiberfithren, um eine Lésung zu finden.

Jetzt wollen wir versuchen, f dV selbst zu losen, dh. wir suchen eine Funktion
0, fiir die gilt:

/ dV [Punktladung] = Ladung der Punktladung
v

/ dV [Punktmasse] = Masse der Punktmasse
%
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é/qu-é(F):q & /de-(S(F):m
v v

Definierende Eigenschaften der d-Funktion:

dzé(x — x0) f(z) = f(z0)

(Def.1)

Nach ihrem ,,Erfinder” P. A. M. Dirac wird die Funktion Diracsche §-Funktion
genannt.

Klarstellung: ¢ ist eigentlich keine Funktion im eigentlichen Sinne, sie gehort
zu einer Klasse der ,verallgemeinerten Funktionen®, auch Distribution genannt.

Distributionen sind stetige, lineare Funktionale iiber einem Raum von beliebig
oft differenzierbaren Testfunktionen mit kompaktem Tréger (dh. die aulerhalb
eines beschrénkten Gebietes verschwinden).

Nach (Def.1) kommt § nur unter Integralen vor und ist nur unter solchen sinnvoll
definiert. Will man mit ¢ weitergehend rechnen, sollte man eine zweite Definition
betrachten.

Definition iiber Grenzwertbildung stetiger Funkionen:

d(z)ist eine Funktion mit positiver Fliche,

welche bei z = 0 auf € — 0 breite Bereiche konzentriert ist

und den Wert / dzd(xz) =1 hat.

(Def.2)
€
€
€ /\ jk
Flache =1 Flache =1 Flache =1

Abbildung 18: Veranschaulichung der §-Funktion mit € — 0

Es ist klar: Viele verschiedene Funktionen erfiillen (Def.2). Es gibt folglich viele
Darstellungen der d-Funktion!
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Beispiele:

= -, sin? (2) e—0
T € . .

o(x)
§(x) = Jfer-e~ T e—0
6(x)
o(x)

=Lsin(Z) =5 [ dkcos(kr) =5 [ dke™*® €—0

et et

Niitzliche Relation fiir Fourier-Transformation (Siehe Kapitel 6):

/dk etkr — 2o (x)

1 1
5@):8957_&:—895—& e— 0
1+e % 1+ee
1 e 1 ika—clk] _ L / ika_—elk|
6(x)_wx2+52_27r/dk e =5 dk - e""e e—0

Man kann die Darstellung wéhlen, die fiir das betrachtete Problem am besten
ist. Allgemein gilt: Fiir jede ,, wohldefinierte“ Funktion g(x), die sich iiber al-
le z integrieren lésst und fiir die das Integral ungleich 0 ist, kann man eine
Darstellung von § gewinnen:

/dxg(x):C = 5(3:):%-9(5) e—0

Rechenregeln: Im Eindimensionalen:

o(—z) = d(x)
0(ax) = ﬁd(x)
§(z? —a?) = ﬁ[&(m—a)—l—d(x—i—a)]

Allgemein gilt:
1

' ()]

wobei z,, die Nullstellen von f(x) sind.

S(f(x) = S — )

Ableitung der d-Funktion:

/dxf(a:)é’(a: —x9) = —f'(z0)

Dies ergibt sich aus der partiellen Integration:

/dxf(x)é(x —x0) = f(2)d(x — x0) —/dxf’(x)d(x — )

—f'(zo)
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—x8'(x) = 6(z) denn /dx[—a:é’(x)] = Z—i =1

/dx&(x —a)di(x —b) =0(a—0b)
Im Dreidimensionalen:

O —710) = 6(x — 20)0(y — Y0)0(z — 20)

(in kartesischen Koordinaten)

4.2 Singulire Dichtefunktion

Eine der Hauptanwendungen in der Physik: Beschreibung von singuldren Dich-
teverteilungen mit 4:

Die Dichte einer Punktmasse mg bei 7 ist
p(7) = mg - 6(F — 7o) Die Ladungsdichte einer Punktladung go bei 7 ist
p(F) = qo - 6(7" = 7o

Beispiel 1: Punktladung 3
Nun kénnen wir endlich das Volumenintegral selbst 16sen:

/dV p(r) = /dV(JO 6(r— 7o) =

/dfﬁ /dfﬁz/dfﬂ:s qo - 6(x1 — 210)6(w2 — 20)d (23 — T30) = qo

Achtung: Die Funktion § ist dimensionsbehaftet! Wegen [ dz16(x1) = 1 und
weil dz; die Dimension einer Lange hat, muss gelten: § hat Dimension Linge!!
Damit hat go - (7 — 70) = qod(x1 — x10)0(z2 — x20)d(x3 — x30) die Dimension
einer Ladungsdichte, so wie es sein soll.

Beispiel 2: bewegte Punktladung

Ladung qo auf Trajektorie 7 (t):

Ladungsdichte (7, t) = qo - 6(7 — 7o (t))
Stromdichte: j(7,t) = p - T = qo - To(t) - 6(F — 7o (t))

Beispiel 3: Superposition von Ladungen
Die Ladungsdichte von N Punktladungen go an den Stellen 7 ist

N
DR
i=1
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Die Gesamtladung ist

N

Q= [avotn = [ Sas—r) =Y q [ava-i) =a-N
\4 14

v i=1 i=1

Superpositionsprinzip: Jede kontinuierliche Ladungsverteilung lésst sich als Su-
perposition von unendlich vielen, infinitesimal kleinen Punktladung darstellen:

o) = / & (7)o (7 — )

v

Beispiel 4: unendlich diinner Leiter

Frage: Stellen Sie die Ladungsverteilung eines unendlich diinnen, stromdurch-
flossenen Drahtes dar.

— Das Volumenintegral geht in ein Wegintegral entlang des Drahtes iiber!

Javom L [asns)

\%4 L

Die Grofle s parametrisiert den Weg L entlang des Drahtes, A hat die Dimension
Ladung/Léngeneinheit.

1) Draht auf x1-Achse: Ansatz: p(r) = Aod(x2)d(x3)

Damit gilt:
/de(F) = /dxl/dxg/dxgp(F) = /dxl)\o v

Gleichzeitig gilt aber auch:

ds = (dz? + dx3 + dx%)% =dxy

= /de(F) = /ds)\(s) = /dml)\o v

Man sieht, der Ansatz war korrekt.

2) Draht auf Diagonale 1 = x4:
Wieder der Ansatz: p(r) = Agd(x1 — 22)0(z3)

= /de(f’) = /dml/dmg/dxg “Aol(x1 — x2)d(x3) = /dxlx\o

Aber das Differential ist

ds = \/dx% +dx3 + da3 = \/dx% + da? = V2dxy

= /de(F) = /ds)\(s) = /dml\/@))\ Widerspruch!
Problem: Der Ansatz ist falsch! Er muss lauten:

p(7) = V2 X 6(x1 — x2)6(3)
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Allgemeiner Ansatz:
p(7) = AX- 6(L(T 5))

L(7, s) beschreibt den ,Weg“ entlang des Drahtes. Im Allgemeinen (dh. gebo-
gener Draht) ist A eine Funktion des Ortes: A(7).

3) Draht auf Parabel xo = Cx? in der x3-Ebene: Siehe Hausaufgabe 6.4.

4.3 Greens Funktion und Potentiale

Erinnern wir uns an Beispiel ,,Punktladung 2* in Kapitel 3.4:
Fiir die Skalarfunktion ¥ = 1 und ® = % gilt der Greensche Satz (bzw. GauB):

/dVAg = /dﬁﬁ(g):q / dF -~ = —g / ar- L =
T T T T

v 5=V 5=V S=av
27w
1 1,5 .
= —q dF - — = —q —r°sinfdfdd¢ = —4ng
r r
5=V 0 0

fiir eine Kugelschale S, wobei 7 = 7/r.

Fiir eine Punktladung —4mg im Ursprung gilt ebenfalls:

/dV (—dmq - 4(F)) = —4mq
%

Das heift, es gilt

1
Wir haben gezeigt, dass die Funktion ¢(7) = Z—;% die Losung der Poisson-
Gleichung
Ag(r) = 6(F)
ist.

Eine Funktion g, die Ag = ¢ erfiillt, nennt man Greens Funktion.

NB: Dies lisst sich auf allgemeine Differential-Operatoren D vom Sturm-Liouvilleschen
Typ verallgemeinern. Eine Losung der Gleichung Dg(z, z) = §(x — z) nennt man
Greens Funktion.

4.4 Potentiale
Es gilt: Losungen der Poisson-Gleichung

AD(F) = p(7)
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nennt man Potentiale.

Wir erinnern uns: Zu skalaren Potentialfeldern gehtren konservative Vektorfel-

der! o
) p=Ad o YisE i

(Es gilt automatisch V x E = —V x V& = 0.)

Mit Hilfe der Greenschen Funktion kéonnen wir das Potential einer beliebigen
Ladungsverteilung gewinnen:

Es gilt Ag(7,7) = 6(F — 7). Gesucht: @, sodass AP(7) = p(7)

Es gilt:
o) = / & p(7)3(7 — )

v

Dh. p(7) ist Superposition von beliebig vielen ,, Punktladungen.

A ist linear, dh. wir kénnen uns auch das Potential ®(7) als Integral iiber die
Betriage der einzelnen ,,Punktladungen® vorstellen, entsprechend gewichtet mit

—

der lokalen Ladungsdichte p(7)

Damit 1ost

die Gleichung A® = p.
Fiir elektrische Potentiale / Ladungen / Felder gilt:

€0
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5 Krummlinige, orthonormale Koordinatensys-
teme

Ziel: Darstellung von Vektoren und Vektoroperatoren in beliebigen Koordina-
tensystemen.

5.1 Konstruktion der Basisvektoren

Beispiel 1: E-Feld. Kartesische Koordinaten:

= q 1‘151 +Z‘2€2 +Z‘3€3
E= = 2 2 2\2
dmeo (z1 + 23 +23)2
Kugelkoordinaten:
Fo_1&
4dmeq 2

Eigenschaften des Basissystems ¢ = {q1, ¢, G5}
e Orthogonal: ¢1 L ¢ L g3

e Linge auf 1 normiert: |¢1| = || = |g5] =1

= Orthogonal:

QX @ = G3
P2 X @3 =q1
BXq =G

und rechtshdndig:

qi X G :€ijk(7k‘

Frage: Wie transformiere ich von {é}, &, €3} nach {q1, ¢, ¢5}?
Fiir einen beliebigen Vektor

- - Lo - . ~
T1€1 + Te€y + T3€3 = u1q1 + u2q2 + usqs

Was ist der Zusammenhang zwischen den Koordinaten (x1, z2, x3) und (ug, ug, ug)?

= Drei Gleichungen mit drei Unbekannten:

1 = x1(u1, ug, us) ur = ui (1, 2, 3)
o = x2(u1, ug, us) up = ua(z1, 22, 3)
x3 = w3(u1, uz, us) ug = us(xy, 2, 3)

Dieses System hat genau dann eine Losung,
wenn die Jacobi-Determinante ungleich null ist:

6:[:1 6:[:1 8901

ou ou ou

&v; &vg 8.7:2 . 8(I1,I2,ZE3) 0
81&2 81&2 6U3
OJzg  OJzz  Ozg
8u1 8u2 8u3

8(“17 U2, 'LL3)



5 KRUMMLINIGE, ORTHONORMALE KOORDINATENSYSTEME 44

Konstruktion der neuen Basisvektoren:
Finde geeignete Darstellung der Koordinaten (x1, x2, 3) in den neuen Variablen

(Ul , U2, u?)) .
Kurvenscharen:

1. Nehme Orstvektor

—

7= (ur, uz, ug) = o1 (w1, u2, uz)€r + x2(u1, u2, uz)és + x3(u1, u2, uz)es

2. Halte zwei Koordinaten fest und lasse die dritte laufen:

7 = 71 (U1, u20, U30)
7 = T2 (u10, U2, U30)
7 = 73(u10, U20, U3)

Abbildung 19:

3. Idealerweise: Konstruiere Kurvenscharen so, ass sie sich jeweils im rechten
Winkel schneiden.

Tangentialvektoren: In jedem Punkt P lassen sich Tangentenvektoren finden.
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Diese bilden die neue Basis.

1

— g = 1 or _ |07
1= = 7 9uy P = Ou || p
=g = ~ 20 mit Normierung: ho = | 2=
2 =0 = ho Ous P g 2 = Ous P
R _ | a7
3_q3_ h3 3U3 P h3_ 8u3 P

Beispiel 2: Linien konstanter Koordinaten im zylindrischen System (z1, x2, x3) —

(R, ¢, 2)
x 3 z-Linie
p-Linie
P 2 R-Linie
)
Tl

Abbildung 20: R—, ¢—, z—Linie im Punkt P (Bsp: ¢-Linie: nur ¢ liuft, R, z sind
konstant.)

Linien konstanter Koordinaten im Kugelsystem: (z1, z2,23) — (1,0, ¢)

x

Lini r-Linie
-Linie

<

€2

@-Linie
1

Abbildung 21: R—,0—, ¢—Linien im Punkt P
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5.2 Darstellung von Vektoren in der neuen Basis

Vektor:
A

A€y + Agéy + Agés in é-Basis

Aqz + Asdy + Az in ¢Basis

Allgemein gilt:

Die Komponenten (A;, As, A3) ergeben sich aus der

Projektion des Vektors A auf die Basisvektoren:

42:(4.6’2) A2:(4.§2):hi2(4'68_1;)

— —

S| A=A Q)G+ A @)@+ (A 3)E

Darstellung des Ortsvektors: Achtung:

Im Allgemeinen ist das Basisystem
{q1, @, @3} vom Ort abhéingig!
dh. in verschiedenen Punkten P konnen die

{(Tl, Q2, (Tg} in verschiedene Richtungen zeigen

Es gilt: Die Komponenten (u1, ug, u3) des Ortsvektors 7 erhalte ich stets durch
Projektion auf die entsprechenden Basisvektoren.

7= (7 GG = uiG

Achtung: Unterscheide zwischen blofler Verwendung krummliniger Koordina-
ten (Vektor nach wie vor im é-System) und der Darstellung des Vektors im
q-System!

Beispiel 3: Vektor A im kartesischen System {€1,€,¢e5}:

A= 57 = bx1€1 + broes + Hx3és

Komponenten: (5x1, 5x2, 5x3) oder (5 sin 6 cos p, 5rsin 0 sin ¢, 5 cos ) (bzgl.
{6’17 €2) 53})

Derselbe Vektor A in Kugelkoordinaten {g., G, Jo}:

—

A=57-q

Komponenten: (5r,0,0) oder (5(x% + 23 + x%)%,0,0) (bzgl. {Gr, Go, G })-
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Beispiel 4: Kartesische Koordinaten: ¢ = {€1, &, €3}

7= (Fé&)é& + (Fgg)gg + (F€3)€3 = 21€1 + X2€5 + x3€3

Beispiel 5: Kugelkoordinaten: (z,y,z) — (1,0, ¢)

=

r:(x2+y2+z2)

x =rsinfcosp ,
. . = (jos_1 -z T
y =rsinfsinp ¥ (22+4y2)2
z =rcosl . B
0 = cos —
(x24y2+22)2
z z
€, A
Er
| |
| |
— \,
0 ro 0 T ¢
| |
¥ NN [ Y ¥ o~ v, Y
~_ s ~. 7
777777777 ~v [ —
T

Abbildung 22: Die Basisvektoren (€., €y, €,) hédngen vom Ort ab!

Neue Basisvektoren = Tangenten im Punkt 7

T rsin 0 cos ¢
y | = rsinfsing
z rcos 0

=
I

o sin 6 cos ¢
r: —7 = sinfsingp
or .
cosf

sin 6 cos
7y sin 0 sin
cos 6

7 cos 6 cos p
= | rcosfsinyp

9
90 —rsinf

47
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1 oF cos fsin p
ho =1 und Qo= ——= = | cosfcosyp
hg 00 .
—sin6
9 rsinf(— sin ¢)
@ : —7 = rsinf cos
Oy 0
1 o7 [ —Sinw
e =1 und o = = cos
® ® h4p 8@ 0
Ortsvektor:
F=("G) @+ (7 q9) do + (7 p) o =T+ €r

Beispiel 6: Zylinderkoordinaten

L[ fBeose _ R=(a®+y?)}
7= | Rsing mit .
- (p = arctan (5)

I

Abbildung 23:
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__1ar_ [ o

QR_E%: su(;cp und hr =1

Gy = %g—:: = _(:(S)(i;‘.ngacp und hy,=R
@Z%gz § und h,=1

Ortsvektor:

(G L7

49

Achtung: Beim differenzieren ist zu beachten, dass Koordinatenlinien keine fes-
ten Geraden sind. Die Basisvektoren dndern ihre Richtung und miissen ebenfalls

differenziert werden:

- = 04; 0G;
Fiir A = A, gilt: 9,4 = 0;(Aif}) = — - @, + A; - —
Z Z 8Uj 8Uj

Beispiel 7: Geschwindigkeiten in kartesischen Koordinaten

L dg d - dey de;
U= Er(t) : ul(t)OE(xl €)= d—tl e+ d_tl
—~

0, da €1 =const.

us und ug analog.
= ﬂ(t) = &1€1 + T9€o + T3€3

Beispiel 8: Keplerbewegung

Planeten beschreiben Ellipsenbahnen (mit Sonne in einem Brennpunkt). Zylin-

derkoordinaten mit z = 0:

dr

ZEZR@)'QR+RU)'QR

7(t) = R(t) - qrn — 7(t)

¢r L Gr und dz = 0 (Ebene) = Es muss gelten: ¢r o

Rechnung zeigt:
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Drehimpuls:
L = m-7x70
= m-(R(t)qr) x (R(1)dr + R(D)()d,)
= mR*(t)¢(t) - Gr X Gp = mR*()p(t)q.
~——

=q=

Also steht I senkrecht zur Bahnebene!

Beschleunigung;:

d*rF  dv

ar _ 2
il = (R— R§)qr + (R$ + 2Rp)E,

Zentralkraft: F oc g! (-Komponente muss verschwinden.)
= Ry+2Rp =0
Da der Drehimpuls eine Erhaltungsgrofie ist, folgt das 2. Kepler-Gesetz:

Verbindungslinie Sonne-Planet iiberstreicht
in gleichen Zeiten gleiche Flichen

5.3 Verschiebungsvektor, Bogen-, Flichen- und Volumen-
elemente

Verschiebungsvektor dr
Fiir das Differential in Richtung der u;-Koordinatenlinie gilt:

dry = hiduy - (71

Die Grofle hidu; ist die lineare Niherung eines kleinen Bogenabschnittes entlang
der u;-Linie (bei festgehaltenem us = ugp und us = uso.
Allgemein gilt:
dr' = dry + drs + drs =
= hlquiqi + hadua@e + hadusgs

Beispiel 9: Zylinderkoordinaten:
dr' = hidu1qy + hodusgs + hsdusqs = dRqr + Rd(p(j:p + dzq,

Bogenlange:

ds = |dFf) = \/(dP)? = \/(h1du1)? + (hodus)? + (hadus)?

Bedingung fiir letzte Umformung: ¢; sind orthogonal, dh §; - ¢; = d;;.
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Abbildung 24:

Beispiel 10: Linge eines spiralformig gewickelten Drahtes
Zylinderradius: Ry, Ganghohe: 27z, Zahl der Windungen: 8
Lénge des Drahtes L:

B 27
L = /dSZ/dgo\/R%—l—zg=16W\/R8+z§
A 0

1671'20 R2
= —2 +1dz = 16m\/ R2 + 22
20

0

Wegen z = 2o = dz = zpdp und dp = (j_j

RQ
= ds= \/(dR)Q FRYdp)? + (d2)? = /RS + 2o = |70 +1d2

=0

5.3.1 Flichenelement dF

Koordinatenfliche 7= 72 (u1, u2, usp)

d.ﬁlg = hldul(ﬁ X thUQ(jQ = hlhgduldUQ((jl X (j:;) = hlhgduldl@q—é

dF:ij = hihjduiduj o eijk(j'k

5.3.2 Volumenelement dV
Aus Spatprodukt:

dV = hld’ul(ﬁ o (thUQ(TQ X hgd’u,gtjg)
= hphohsduydusdus - [CTl : (CT2 X CZ’))]
N———

=1 im Orthonormalsystem
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52

Abbildung 25: Die Vektoren ¢; stehen paarweise senkrecht aufeinander: ¢; x §; =

€ijk Gk

Beispiel 11:

Kartesische Koordinaten: dV = dxidxodxs
Zylinderkoordinaten: dV = RdRdpdz
Kugelkoordinaten: dV = r? sin drdfdyp

5.4 Differentialoperatoren

5.4.1 Nabla

Fiir die Komponenten im g-System gilt (dh jeweils Projektion auf ¢1, g2, ¢3):

- 1 or ~ ox; x 1 0
firl: ¢§-V=——_.
ir @1V I 0 Z

Ouq 8@ " ouy
(%) ergibt sich aus der Kettenregel:

3

0 0® Ox;
a—lq)(xl(uhu%u:%) $2(u17u27u3),$3(u17u27u3 2; 851

fir 2 und 3 analog. Es folgt:

3‘|>Ql

. 811,1'

Nabla

5.4.2 Gradient

3‘|>Ql
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Beispiel 12
Nabla kartesisch:

6‘1’(1‘1,1‘2,333) = [_’181:61 + _'Qaixz + ~38%3] O (21,22, 23)
Nabla zylindrisch:
TR, p,2) = |fyp + oy + g = PR 6:2)
Nabla kugelig:
T00,0.5) = |15y + iy 200

Wichtige Identitét: Setze ® = u;

Es folgt die Darstellung der Basisvektoren:

gj = hj - Vu;

5.4.3 Rotation

3
Z Aid;
zgl
Z Azhzﬁuz

=1

rot A=V x A = V x

= V x

3
Produktregel Z

3 €iindh P
ij
- - ha =2 (Ashy)
gz:l Iuhshy o,

In Determinantenschreibweise gilt:

V(Aihi) x Vu; + Aih; V % (Vi)
—_———

53
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1 hiqy  haga  h3@s
_e Bi Bi Bi
U1 U2 us3

huhzhs hiAi1  haAs  hsAs

Beispiel 13: Auch in krummlinigen Koordinaten gilt rot grad & = 0.

higi  haq>  hsgs
A _ 1 P p) p)
Rl = G| B G Ow
811,1 811.2 811.3

D S P i T S e i BT
o h1h2h3 @ 8’(1,2811,3 8U38U,2 % 8U18U3 8U38U1

= 0

5.4.4 Divergenz

Sei B
A=A100 + A + A3

Betrachte zunéchst nur Anteil von A;q;:

(g2 x g3) - Ad]

. [hghg(ﬁ’u,g X ﬁu@ - Aq]

(hahsAy) - (Vug x Vug) + hohs A1V - (Vug X Vus)

(hahsAy) - (Vug x Vus) +hahsA1[Vus - (V X Vug) —Vus - (V x Vus)]
MR -z -

a1 =0 =0
hohg

—

V- (i4) =

< < < <

O =
= hohs A
thgv( 2h3Ay)

3

Zusammen:

0
9 (hihsAs) + 5‘—u3(h1h2A3)

5.4.5 Laplace

Mit
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Einsetzen in obige Formel:
1 0 [ hahs 0D 0 (hihs 0D 0 ([ hihy 00
A@ = — | — —_ —_ —_ —_ _
(U17U27U3) h1h2h3 |:8U1 < h1 8’&1) u 8’&2 < h2 8’&2) u 8’&3 ( h3 8U3>:|

Beispiel 14: Zentralpotential in Kugelkoordinaten
Keine Winkelabhéngigkeit: mit hy = 1,ho =7, hg = rsinf

1 0 [r?sind 0
AP = TQSinﬁa{ 1 §}¢

19,0\, (9 20
= r—za(’ﬁ)@—(aﬁa)q’

6 Fourier-Analysis

Inhalt des Kapitels:

e Vektor- und Funktionenraume
e Fourier-Reihen
e Diskrete Fourier-Reihen

e Fourier-Transformationen

6.1 Vektor- und Funktionen-Riume
Beispiel: Vektoren

e Jeder Vektorraum l&sst sich durch einen Satz linear unabhéngiger Basis-
vektoren aufspannen: {€7, s, €3, ...}
Diese sind oft paarweise senkrecht und auf 1 normiert: Orthonormal-
System

e Jeder beliebige Vektor ldsst sich in die Beitrége der jeweiligen Basisvekto-
ren zerlegen:
T=x1€1 + x0€9 + T3€3 + ...

e Linge des Vektors (im orthonormalen System):
17 = (a2 + a3 + 23 +...)?
e n-dimensionaler euklidischer Raum:
R'"=RxRxRx---

Damit ist der Abstand zweier Punkte ', ¢

[N

dZ,9) =17 -9 = [(z1 —n)* + (2 —92)> + .. ]
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e Das Skalarprodukt zweier Vektoren lésst sich durch die Komponenten aus-
driicken:?
n
Foj=(x,y) =) ziti
i=1

Diese niitzlichen Eigenschaften wollen wir auf Funktionenrdume iibertragen!

Defintion: Vektorraum
Betrachte Elemente z € X (Vektoren) und a € A (Skalare). Wenn gilt

la) zyeX=>zxt+yelANzt+y=y+zx
1b) VeXmitz+0=z€X

(Kommutative Addition und neutrales Element)

Ve e X, a € A:ax € X mit

\]

l-x=x (neutrales Element der Multiplikation)

= W

)

) alz+y)=oar+ay
) (a+f)r=ax+ px
5)  a(fz) = (af)z

dann heifit X Vektorraum iiber A.

Funktionen-Riume

Als erstes: Definiere Skalarprodukt (wird zum Testen der Orthogonalitit von

Funktionen gebraucht):
9= [ daf (@g(o)
X

f,g : Funktionen (konnen komplex sein)

(Analog zu (f,g) = >_1, fF¢; bei n-dimensionalen Vektorrdumen.)

Damit erhalten wir eine Norm (— Absténde, metrischer Raum):

A=V (f, f) = (X/dxlf(x) ’

Achtung: Wir betrachten nur Funktionen mit || f|| < oco! (Raum der quadratisch
integrablen Funktionen)

»Abstinde* zweier Funktionen:

(NI

Afg)=11f —gll =T —9.F—9) /dwlf ()]
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Orthogonalitéit: Zwei Funktionen sind orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt ver-
schwindet!

(fi9)=0&fLlg

Lineare Unabhéngigkeit: Funktionen, die zueinander orthogonal sind, sind line-
ar unabhéngig.

Orthonormalsystem: Die Funktionen 1, 2, ..., ¢, bilden ein Orthonormalsys-
tem, wenn sie paarweise senkrecht aufeinander stehen und jeweils die ,,Lange*
1 haben: ||¢;|| =1 Vi. Damit sind sie die Basis-Funktionen des Raumes.

,Beliebige* Funktionen f lassen sich durch Superposition der Basis-Funktionen
(mit geeigneten Gewichten: Komponenten) darstellen:

f = Zci%

Wie im ,normalen® Vektorraum erhalte ich die Koeffizienten durch ,,Projektion*
von f auf die jeweilige Basis-Funktion.

Projektion i Skalarprodukt:

(i ) =D ci(winpi) = Y edigllpsl1” = eallepil|”
- ,

J
(i, f)
I3 2

wobei im Orthonormalsystem ||p;]|? = 1 ist.

= C; =

Es gilt:
f= Z%‘(%‘,f)

Konvergenz

Die grofie Frage ist, konvergieren diese Summen? Wenn ja, unter welchen Be-
dingungen?
Es gibt drei Arten von Konvergenz:

Punktweise Konvergenz:
Fiir alle # konvergiert die Folge der Partialsummen f,(z) = Y. | c;pi(x) gegen

f():

lim f,(z) = f(2)

n—oo
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Fast-tiberall-Konvergenz:
Das ganze gilt fiir fast alle Punkte x € X, das heifit bis auf eine Menge vom
MaB null (einzelne Unstetigkeitsstellen etwa).

Konvergenz im Mittel:
Es gilt: der Abstand von f,, und f verschwindet iiber das betrachtete Intervall
gemittelt:

Tim [|f — £ =0
— Methode der kleinsten Fehlerquadrate:

m/

2

=2 e |pe

A (
A

wird minimal genau dann, wenn ¢; = [ dz f(z)p; ()
A

) — Z cipi()
i=1

Parseval’sche Identiiten

Parseval 1:
£11? = Z (i, f)I? = Z leif®
Parseval 2: l
(fvg):Z(fvgol <)017 ZC*d
Beweis:
WP =(f) =

Zci%azcj‘ﬂj ZC Cj 3017% Z|C7|2
i J

(f9) = [ Docen Y digs | =D cidi(pi,e;) ch —Z (f, i), 9)
j i i

Selbst wenn die Folge der Partialsummen f,, nicht im Mittel konvergiert, ist sie
trotzdem beschrdnkt und es gilt die Besselsche Ungleichung

D lal* < IfIP
A

(Wir betrachten ja nur quadratisch integrable Funktionen, fiir die gilt: ||f|| =
1
([ dz|f(z)[*)2 < oo.

Theorem von Riesz und Fischer Falls fiir Koeflizientenfolge {¢;} die Sum-
me > |c;|? konvergiert, dann existiert auch eine Funktion f(z) fiir die gilt:

> cpilx) — f(x)
i=1

=0

lim
n—oo
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6.2 Fourier-Reihen

Ziel: Darstellung und Zerlegung einer beliebigen periodischen Funktion f(¢) in
ihre Frequenzanteile.

= f(t) = % + Z an, cos(wpt) + Z by, sin(wy,t)
n=1 n=1

Jeder Term oszilliert mit der Frequenz w,, = 2;—0”, einem ganzzahlig Vielfachen

27

der Grundfrequenz wy = T
Tp ist die Periode der Funktion f(t):

ft) = ft+nTy)  n=[0,+1,+2,..]

8(t)

To

Abbildung 26: Graph von f(t)

Aber: Auch fiir nicht-periodische Funktionen lisst sich im Intervall Tj eine Fou-
rierdarstellung finden. Dies gilt jedoch dann nur in 7y und nicht aulerhalb.

Zu zeigen: Die Funktionen {1, cos (2775—0"75) ,sin (2773—0"75)} mit n = 1,2, ... bilden
ein orthonormales Basissystem fiir Tp-periodische Funktionen mit dem Skalar-
produkt

9 To
(f.9) = 7 [ dt f0rg(0)
0
0
Fiir n #£ 0 gilt:
to+To to+To
dt sin 27r—nt = / dt cos 27T—nt =
To ) Ty )
to to

(Positive und negative Anteile heben sich im Intervall Ty jeweils weg.)
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TN

e e

1o

(]

SOOI D

Abbildung 27: Die Fourier-Reihe stimmt mit f(¢) nur im Intervall Ty berein.

n = 0: Das sin-Integral ist immer noch 0, jedoch das cos-Integral liefert den
Wert Tj:
to+To

dt cos(0) = t|°TT =Ty

to
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6.2.1 Orthogonalititsrelationen

to+To 5 5
1) / dt sin (%t) cos (%on ) =
i

o
to+To sin (2#(;:-m) t) + sin (271'(7;;0—m) t)
dt

—0
2
to
to+To 9 5
2) / dt sin <%Ont> sin <;—;nt> =
to
fot To cos (L(?;m)t) — cos (72”('}:7”)1?) T,
= dt = 5n’m -
/ 2 ' 9
to
to+To 9 9
3) / dt cos <%Ont) cos <;_:1 ) =
to
to+To coS (271'(7%0—m) t) + cos (2#(7111:-m) t) T,
= dt = 5n’m e
2 2

to
Berechnung der Koeflizienten a,, und b,:

Die Koeflizienten ergeben sich aus der Projektion der Funktionen auf die jewei-
lige Basisfunktion:

an = (f(t),cos(?—?t)) n=0,1,2,...
b, = (f(t),sin(?—jt)) n=1,2,...

Dabei gilt:
9 to+To
= = dt- f(t) -1
ag T ft)
to
9 to+To 9
an = T / dt f(t) cos (%Ont)
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Test: Setze Fourier-Darstellung von f(t) ein:

9 to+To
a, = T / dt | =2 + Zamcos (—t) mesm< )1 - COS <T0t
to
to+T0o )
2 / gt ag 27mt n 27Tmt 27Tnt n
= — —cos | — Ay €cOS | ——1t ) cos | —
T() 2 T() T() TO
o , m=1
=0 =5, Ea,
L nm 2 m
i b, sin —27Tmt cos —27Tmt cos 271-—nt =
m=1 " TO TO TO a
=0
2 T
= ?Oén’mgoam = 5n,mam = Gn

6.2.2 Einige Hinweise

1. Die Lage des Integrationsintervalles Ty lasst sich auf der reellen Achse be-
liebig verschieben. (Man kann also die Lage so wihlen, dass die Rechnung
moglichst einfach wird.)

2. Fiir ungerade Funktionen sind die geraden Fourierkoeflizienten a,, gleich
nulll Denn fiir symmetrische Integrationsintervalle um den Ursprung ver-
schwinden antisymmetrische Integranden:

“+a
/ dz[ungerade Funktion] = 0

—a

WEeil cos gerade ist, gilt:

/ dx[ungerade Funktion] - cos(z) = / dx[ungerade Funktion] =0

3. Fiir gerade Funktionen sind die ungeraden Fourierkoeffizienten b,, gleich
null. Denn sin ist ungerade, und es gilt:

+a ta
/ dx[gerade Funktion] - sin(z) = / dzungerade Funktion] = 0

4. Die Bildung der Fourier-Reihe ist eine lineare Operation. Fiir zwei Funk-
tionen f und g und Skalar « gilt:

FR(f+9)
FR(af)

FR(f) + FR(g)
aFR(f)
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6.2.3 Beispiel: Fourier-Reihe von sin z:
e sinx ist ungerade, also verschwinden alle a,,
e nur der Koeffizient by = 1 # 0 (denn fo% dz sin(nx) sin(x) = w0y, )

e die Koeffizienten der Fourier-Reihe nennt man oft Spektrum der Funktion:
hier ist nur die 1. Frequenz angeregt.

bn

n
1 2 3 4 5
Abbildung 28:
Beispiel: Fourier-Reihe von f(z) =z fir —7 <z <
e Periode Ty = 27
f(z)
0 m 2m §37r 4m x

Abbildung 29:

e Die Funktion f(x) ist antisymmetrisch, das heiit a,, = 0!



6 FOURIER-ANALYSIS 64

e Sinus-Koeffizienten:

]. g art.1nt. ]-
bp>o0 = —/ dzx z-sin(nz) * Lint ——ux cos(nx)

T 1 T
+—/ dz cos(nz) =
_.onm )

o nw
—_———
=0
2 2
— _Z . =Z(=1 n+1
ncos(nﬂ') n( )
e Damit gilt
Fr(D =223 T sinna)
=2 2 .sin
2 sin(nx
b
2 —
n
—1t e
/

Abbildung 30:

6.2.4 Beispiel: Fourier-Reihe der ,,Rechteckskurve*

| 1 firo<t<mw
f(t)_{—l firm<t<2m

e Periode Ty = 27
e f(x) ist wieder ungerade, also verschwinden die a,,

e Was sind die b,,7

/dtf sin(nt) /dtl sin(nt) /dt )sin(nt) =

2T

bn

s

= E( cos(nt))

- E( cos(nt))

0 T

o 1 n+1 n+1] n4_7r fﬁrn:1,3,5,...
- E[(_l) F1H1= (D" =g fiir n = 2,4,6, ...
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bn
4
1,27 nm
1 —+
° ° °

Abbildung 31: Spektrum zu f(x)

6.2.5 Beispiel: Losung der Wellengleichung mit Fourier-Ansatz

e Betrachte schwingende Saite, die an den Punkten x = 0,z = L einge-
spannt ist. Thre Auslenkung u(x,t) wird beschrieben durch die partielle

DGL

o, o

o Ox?
mit den Randbedingungen w(0,t) = u(L,t) =0 Vit € Ry (c ist Material-
konstante).

e Fourier-Ansatz:

1a) u(w,t) = ibk(t) sin (”Lﬁ)

L
1b)  mit b (t) = %/ dxu(z,t) - sin (W—ix>
0

Es gibt keine cos-Anteile, da u(x,t) ungerade ist. Dies sieht man, wenn
man u(z,t) ins Intervall [—L, 0] fortgesetzt wird. Wegen sin(0) = 0 und
sin(km) =0 Vk erfiillt die sin-Reihe automatisch die Randbedingungen.
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e Einsetzen des Ansatzes in die Wellengleichung:
Pu  0? & wkx = [02br(t) rkx
L N _— 31 _— = 31 _—
S 72 =~ 2 321 by (t) sin ( T ) kgﬂ { By ] sin ( 7 )

%u 0? mkx 0? wkx
) 2 _ 2 : 2 _
RS : a2 =Cam E bk(t)sm( ) E c bk < T > =

e Vergleich der einzelnen Fourier-Moden liefert eine gewthnliche DGL fiir

bk(t) 2 2 2
d _ 2 k
@bk(t) = —c bk( )

mit allgemeiner Losung (siehe Skript Spurzem & Just, Seite 60ff.)

bi(t) = br(0) - cos (dzrt) T Lbi (0) sin (ckLwt)

ckm
bi(0) , ek
= bi(t) = br(0) - cos(wgt) + —= - sin(wy,t) mit wg =
Wik L
Test durch Einsetzen: (b, = —w?by, mit Integrationskonstanten by (0) und
bk (0))
; . ‘ br(0) B
br(t) = e [bk(O) cos(wgt) + o sin(wgt)| =
—wiby (0) sin(wgt) + by (0) cos(wyt)
br(t) = —wi-b(0)cos(wit) — wiby(0) sin(wyt) =
= —w? [bk(O) cos(wyt) — b];(o) sin(wkt)] —wibg (1)
k

e Nach Konstruktion erfiillt

Sy wkx
Zbk cos wkt sm< > kz_: -sin wkt -sin (T)

die Wellengleichung fiir beliebige Wahl der Integrationskonstanten by (0)
und bg(0) mit den Randbedingungen u(0,t¢) = u(L,t) = 0.

e Wie erhiilt man die Integrationskonstanten by, (0) und bz (0)? Dazu benétigt
man die Anfangswerte, an denen man die Funktion bei ¢ = 0 auswerten
kann: Gegeben seien ug(z) = u(x,t = 0) und @g(x) = @(z,t = 0). Einset-
zen der Losungsformel:

1) Z b (0) - 1 - sin(wgt) +0
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Das heifit, die Integrationskonstanten by (0) stellen sich als Fourierkoeffi-
zienten von u(x,t = 0) = ug(x) dar!

d . [ 7mkx
2) dt Zwkbk - sin(wgt) - sin (T) +
. Tk
+ b.(0) - t) - si bi(
; % (0) - cos(wit) sm< ) Z i ( sm( T >

Das heiBt, die Integrationskonstanten by, (0) sind die Fourier-Koeffizienten
von Lu(z,t = 0)! Da Fourier-Koeffizienten, gilt 1b):

L
2 . [ 7Tkzx
2b) bi(0) = Z/dxuo(x) -sin <T>
0
2 / k
; . . (Tkx
br(0) = Z/dxuo(x) - sin <T>
0
Die Darstellungen 1a,b) und 2a,b) sind fquivalent!
e Grund- und Obertone: Die Saite schwingt mit den Frequenzen wy = CkT’T

Die Schwingung k& = 1 mit Frequenz w; = F nennt man Grundton, die
zu k > 1 gehorigen Schwingungen Obertine oder auch harmonische Ober-
schwingungen. Harmonisch, weil wy, ein ganzzahliges Vielfaches von wy ist.
(Der Klang eines Instrumentes etwa wird durch die Anzahl und Stérke
(Amplitude) der horbaren Oberschwingungen bestimmt.)

e Klang einer Saite &ndert sich mit dem Ort an dem sie gezupft wird. Be-
trachte die speziellen Anfangsbedingungen

== - U fir 0 <x <z
uo(?) =\ Lo ~ug firxzg <ax <L

L— )
Es folgt:

u(z,t) = i %O/deuo(a:).sin (7}&) -cos (wyt) - sin (ﬁ—ﬁx)

L
(x) = %/dm%umin(ﬂkx)+%/dm%uosin (W—ix> =...=
0

L
2ugL?  sin (Zhzo) Qugl? X sin (’T’”O) ‘ . (mkx
N R = ol 2] cos (wxt) sin [ ——

I
™

Das heif3t:

Z Ay () cos(wgt)

_ ugL?  sin (ZEZ0) kg
mit Aule) = S =z & 0\ T




6 FOURIER-ANALYSIS 68

e Die Amplitue der k-ten Oberschwingung am Ort x ist Ay (z). Das Ampli-
tudenverhéltnis zur Grundschwingung ist

Ap 1 sin (Theo) sin ()

Ay k% sin () sin (Z2)

Fiir g = % gilt:

ﬁ B 1 sin (%k) sin(%) __sin (%) sin (%) B
A k2 sin (%) sin (Z2) T2 sin (Z2) B

I f.. .
I unger
i ) ir ungerades k

0 fiir gerades k
= (-1 sin(7£=)

[ Ak

Fiir g = % gilt
ﬁ_isin(%’“) sin (7R2) B 0 w an(=52) fir kK =3n;n € N
Ap k2 sin (%) sin(Z%) (_klz) g:;(,r_g) sonst

Beispiel: Ableitung der Fourier-Reihe

Die Sdgezahn-Funktion (Beispiel 3) hat iiberall die Ableitung 1, aufler an den
Stellen x = +m, £37, 57, ..., dort springt die Funktion. Das heif3t: Im Inter-
vall -1 < & < 7 gilt fir f(z) =z, L f(z)=1.

Frage: Was macht die Fourier-Reihe FR(f")?

Es gilt:
=y
FR(f)=2 Z — sin(nz)
n=1
Ableitung:
%FR(f) =2 z:(—l)"Jrl cos(nx)

n=1
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[Ag|

q
[ ]
N

Abbildung 33: Jede 3. Harmonische verschwindet

Aber: Diese Reihe konvergiert nicht! Das ist leicht zu erkennen, wenn man etwa
z = 0 einsetzt.

Es tritt also die wichtige Frage auf, wann die Fourier-Reihe konvergiert!

6.2.6 Konvergenz

Riemann-Lebesgue-Lemma: Fiir alle integrablen Funktionen gilt:
b b
lim [ dz f(x)sin(nz) = lim [ dz f(x)cos(nz) =0

n—oo
a a

Anschaulich: Je schneller sin(nz) und cos(nx) oszillieren, um so glatter (und
grader) wird f(z) im Oszillationsintervall 2. Das heifit, die positiven und ne-
gativen Beitrage im Oszillationsintervall gleichen sich immer besser aus.

Folglich miissen die Fourier-Koeffizienten fiir hohe Indizes verschwinden:

lim a, = lim b, =0

n—oo n—oo
Dies ist die notwendige Bedingung fiir Konvergenz. Frage: Was sind hinreichen-

de Bedingungen?

Satz 1: Fiir jede Funktion f, deren Norm beschriankt ist, das heif3t

1

il = ( [ aelsp) <.

konvergiert die Fourier-Reihe FR(f) im Mittel. Es gilt lim,,—o ||fn — f]| = 0.

ao n n )
fn = 5 + kz_l ay, cos(kx) + kZ_l by, sin(kx)



6 FOURIER-ANALYSIS 70

Satz 2 (Theorem von Riesz und Fischer): Wenn fiir gegebene Koeffizientenfol-
gen {a,}, {b,} die unendliche Reihe

ag >
7 ;CL +b2

konvergiert, dann konvergiert auch die entsprechende Fourier-Reihe im Mittel
gegen die Funktion f(x):
IFR(f) = fll=0

Bemerkung: Gibt es Fourier-Reihen fiir unstetige Funktionen, dann konvergie-
ren sie an den Unstetigkeitsstellen auf einen Wert zwischen den Sprungwerten.
Weitere Konvergenzkriterien findet man in der angegebenen Literatur (etwa
Lang & Pucker, Kapitel 13.2).

6.2.7 Komplexe Form der Fourier-Reihe

Winkelfunktionen kann man durch Exponentialfunktionen mit imaginidren Ar-
gumenten ausdriicken:
cosf = (ew + e_w)

(67:9 _ e—w)

sinf =

S e

Fiir die allgemeine Fourier-Reihe folgt:

oo oo
a .
ft) = ?0 + Z ap, cos(wpt) + Z by, sin(wyt)
n=1 n=1
: _ 27
mit w,, = Ty
a = a >
_ 0 n wnt —zwn n m;,, —zwnt
= f(t)_7+27(e ZQ_ )
n=1 n=1
oo
_ @ Cl_n b_n Twnt an _ b_n —twnt
=5 T2 <2+2i>e 2 2
n=1
=cCn =C_n
90 n=>0
Z cpe™rt mit ¢, = “”;ibf firn >0
n=—oo a 'n‘glbfn n < O
Wobei
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Achtung: Die ¢, sind nun auch fiir negative Indizes (Frequenzen) definiert.
Es gibt zwei Moglichkeiten, sie zu berechnen: 1) Aus den a,,, b, oder 2) aus den
Orthogonalitdtsrelationen:

to+To
dt e“nte=wmt — 5 . T

to

Berechne ¢,, aus Projektion von f auf e~ *n?:

+oo
ft) = Z cpetent

n=-—o00
to+tTo to+To o
= / dt f(t)eiw”t = / dt - Z Cmeiwmt . efiwnt
to to m=—o00
to+To

oo

= [ et =g,

n—=—oo tO

OmncmTo
1 to+To
= o= / dt f(t)e it
0

to

Eigenschaften:
1) Reelle Funktionen:

fla)=[f"x) e = &,
Cp+Cop = 2R€(Cn)

[
b, = i(cn —c_n)=—2Im(cy)
2) Imaginére Funktionen:
fle)y=f"(x)=ec = =,
Gn = Cp+c_p=21 Im(cn)
bn = i(en —c—n) = 2i Re(cp)

3) Gerade Funktionen:
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4) Ungerade Funktionen:

f@)=—f(-z) & cn = —coy
a, = 0
b, = 2ic,

Der grofle Vorteil der komplexen Darstellung (exponentielle Form) zeigt sich bei
der Behandlung von Differentialgleichungen. Alle Terme koénnen gleich behan-
delt werden, und es gibt keine gemischten sin — cos —Terme.

Beispiel: Inhomogene, lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten
Koeflizienten.

dt?

Ist d(t) periodisch, dann lidsst sich ein Fourier-Ansatz machen:

—+oo
§ Dneiwnt

n=—oo

<Ad—2+Bd +C)f():d(t)

mit bekanntem w,, und

1T -
D, == [ dtd(t)e ™"
=T (t)e

Mache #hnlichen Ansatz fiir f(t):

0o
§ Fn eiwnt

Einsetzen in DGL:
d2 twnt - twpt
(Adt2 + B -l- C) n_gioo FLe n:%oo D,e

Vorteil: DGL wird zur algebraischen Gleichung:

oo

Z (—wiA + iw, B + C) F, = i D

n=—oo n=—oo
Komponentenweise muss gelten:
(—w?A +iw,B+ C)F, =D,

-D,

Fp=——n
- w2A—iwB-C

Lésung:
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6.3 Diskrete Fourier-Reihe

Meist hat man die Funktionswerte nur an diskreten (oft #quidistanten) Punk-

ten vorliegen (etwa als Messpunkte aus einem Experiment) und nicht als kon-
tinuierliche Funktion. Das gilt insbesondere wenn wir digitale Messapparaturen
verwenden, oder Signale am Computer verarbeiten.

Wir miissen also den kontinuierlichen Ansatz zur Berechnung der Fourier-Komponenten
in einen diskreten iiberfithren.

f(t)

1234567

Abbildung 34: Illustration

Wir kennen Werte der Funktion f(t) an 2N Stiitzstellen:

Tok,. .
fe = [(tr); tk—ﬁfurk—o,l,Q,...,QN 1

Bisher:
= i MNmax .
f(t) = E Cnezwnt fk} — Z Cnelwntk
n=- n=0
To : - N1 ,
Cp = TLO f dt f(t)e_zwnt Cp = ﬁ Z f‘ke—zwntk
0 k=0

(Nmaz ist noch unspezifiziert.)

Fiir das weite Vorgehen benétigen wir eine Orthogonalititsrelatioin. Dazu gehen
wir von der bisherigen Integralrelation aus, und versuchen eine Entsprechung
fiir diskrete, endliche Summen zu finden.

To 2N—1
dt 67;0)7Lt677;wnLt — 5an0 E eiwntk efiw'mtk :?

0 k=0
Es gilt:
2N—-1 2N—-1

, » o . 2mn Tok
E elwnth g=iwmty E ezN(n m)k mit w,, = Loty =
k=0 k=0 To 2N
1— ei?ﬂ'(nfm) 2N—1 1 — 2N

1—ein (n—m)
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Da n und m ganze Zahlen sind, ist der Zéhler (oben) immer Null. Die Summe
verschwindet also, auler wenn auch der Nenner (unten) Null ist. Das ist der
Fall, wenn n —m = 0,£2N,+4N, .. ..

Wir beschranken n,,qq, so dass gilt: 0 < n,m < nee = 2N — 1. Es folgt: Der
Nenner wird Null nur wenn n = m! Der Wert fiir n = m kommt vom Einsetzen
in die urspriingliche Gleichung:

2N-1 - 2N-1
Zexp i—(n—m)k :Zl:2N
=0 Noe—— =0
Damit gilt:
2N-1
Z eiwntke—iwmtk — 5n’m2N
k=0

= Orthogonalitdtsrelation.

Nun konnen wir die Koeffizienten berechnen:
2N -1 2N -1 2N -1
§ e—wntk fk — § e—zwntk § Cmezwmtk —
k=0 k=0 m=0

2N—-1 2N-—-1

E Cm E eiwﬂltk efiwntk —
m= k=0

2N -1
= > cm0um2N = 2N
m=0
A
_ —twnty
=cp = 5N Z fre k
k=0
Insgesamt:
+oo _ 2N -1 ,
f(t) — Z Cnezwn fk — Z cnezwntk
n=-—oo n=0
Ty , - L 2N<1 ‘
Cn = Tio [ dt f(t)etent Cn =55 2 fee nts
0 k=0
Matrix-Schreibweise:
) o 2mn T
Mnk — ezwntk — elﬁnk wegen w, = T und tk = ﬁ
0
1 *
= fe=cu My und ¢, = mMnkfk

und die Orthogonalitétsrelation ist

MM, = 6pm2N



6 FOURIER-ANALYSIS (0]

Diese Matrix-Darstellung lédsst sich leicht auf dem Computer implementieren.
Aber Achtung: Der Aufwand ist quadratisch in 2n! — (2N)?
Schneller: FFT (Fast Fourier Transformation). Hier ist der Aufwand N log N.

6.3.1 Fast Fourier Transformation (FFT)

Losung der diskreten Fourier-Reihe: Multiplikation von N-quadratischer Matrix
mit Vektor: Zur Berechnung der Matrix ist der Aufwand N2.

Aber: Kann mit FFT auf Nlog N reduziert werden! Wir brauchen die Werte
M1, = et Die e™nt sind komplexe Einheitswurzeln. Sie kénnen héchstens
N verschiedene Werte annehmen:

27, 27,
en ikn _ en i(kn modN) — an modN

. 27
mit z =eN".

Technisch geht es also um die Polynome der Form

N-1
P(z) = Z frz"
k=0

denn
1 1=
_ * _ kn
Cp = NMnkfk = N ; 2" fi,

Wir wihlen n als Potenz von 2: N € {2,4,8,16,32,...}. Es gilt:

P(z) = [fo + f2z2 s f4z4 4o fN—2ZN_2] 4
+2 [fi+ 322+ fs25 -+ o2V
= Py(2%) + zPu(2%)

(Zerlegung in gerade und ungerade Anteile.)

Jetzt kann man die P,(2?) und P,(2?) rekursiv aus den z%, 2%, ... aufbauen.

= Aufwand N log, N anstelle N?!

Beispiel: Einfaches Kosinus-Signal: f(t) = cos(t).
,Standard“-Fourier-Reihe: ¢; = ¢_; = % (ebene Wellen von links und rechts
kommend, siehe Abbildung 35). Tabelle:

|

k|10 1 2 3
ty | 0 w/2 w 3mw/2
il 0 -1 0
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F(t)=cos(t)

[SEE=-c

|
3
B
3
vl

2m

1L

Abbildung 35: Sampling an vier Stiitzstellen

. 3 I
Matrix M,,,, = e*2""™

11 1 1
1 ¢ =1 —
M=11 1 1 4
1 —i =1
co 11 11 1 0
1 er | 1|1 - -1 o | [ 2
T =gy Mak = 1711 1 1 1 11710
cs 1 i =1 —i 0 3

co = ¢ =0und ¢; = % stimmt mit reguldrer Fourier-Reihe tiberein. Aber:

c3 = 3 gibt keinen Sinn, da cost (mit w = 1) keine w = 3

Cn

[N

|
*

S

2 3 o

Abbildung 36: Spektrum

Diese Extra-Komponente (Extra-Frequenz) nennt man Alias.
Der Alias rithrt daher, dass die Funktionen cost und cos 3t an den Stiitzstellen
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0,%,m, 37”) genau dieselben Werte haben!
Um den Alias bei w = 3 loszuwerden, miissen wir ofters samplen. Bei 8 Stiitz-

stellen ergibt sich folgendes Spektrum: Siehe Abbildung 37.

Cn

N[
B
B

(@)
—
[\]
w
N
I
&
3

Abbildung 37:

Der Alias bei w = 3 ist weg, aber er erscheint neu bei w = 7! Er erscheint, weil
die Funktionen cost und cos7t an den Stiitzstellen (0, %, % 3™ 7 5m 3m Tm)

mom 3w o 5w s
540920 40" T4 Ty g
gleiche Werte haben.

Sampling Theorem: Um ein Signal richtig darstellen zu kénnen, muss man
es mindestens mit einer Frequenz samplen, die doppelt so grof} ist wie der hochs-
te Frequenzanteils des Signals (Nyquist-Frequenz). Die diskrete Fourier-Reihe
(Spektrum) ist dann bis zur halben Sampling-Frequenz verlisslich.

Beispiel: Das Signal f(¢) = cost + cos 3t benotigt mindestens 6 Stiitzstellen in-
nerhalb der Periode Ty = 27. Das Spektrum ist dann bis w = 3 verlasslich.

Positive und negative Frequenzen: Die Summation muss nicht bei n =0
beginnen. Das Signal ist periodisch, wir benttigen lediglich 2N hintereinander

liegende Stiitzpunkte:
2N+np—1

fk _ c ei?ﬂ'ntk
= E n

n=ngo

Die Elemente der Matrix M, sind dieselben. Sie sind lediglich nur ny Stellen
verschoben.

Wir lassen die Summation von —N bis +(N + 1) laufen, das heifit wie bei der
Integralreihe erhalten wir negative Frequenzen. Der Spektrale Anteil bei w =7
war eigentlich der ,, Alias“ der , tatséchlichen Komponente bei w = —1. Dieser
Anteil wird verschoben durch Anderung von ng in der Matrix M,,,,.

Fiir die symmetrische Darstellung gilt:



6 FOURIER-ANALYSIS 78

=l

12 3145 6 7
| |

—-4-3-2-10 1 2 3

4

Abbildung 38: Negative Frequenzen

N-1 —ity, ith
Z i2nnt, _ € e ettt
fk - Cp€ = +
n=—N

= ‘t
5 cos ty,

Das gilt nicht nur an den Stiitzstellen ¢t = ¢,,, sondern die diskrete Fourier-Reihe
stellt den wahren Wert f(t) = cost

6.4 Fourier-Transformation

Die Fourier-Reihe wird definiert durch das Gleichungspaar

+o0o
f(t): Z Cneiwkt

k=—o0
+To/2
%k =7 / dt f(t)e "wnt
=T 2
mit wg, = @
To

Wir haben den Geltungsbereich symmetrisch um den Ursprung gewihlt. Das
Signal f(t) ist periodisch mit der Periode Tj.
Wie kénnen wir nicht-periodische Signale verabrieten? — Fourier-Transformation.
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Betrachte dazu die Reihe fiir T — oo: Abbildung

AN

ol

- —_——=
| |
I i
2 2
T0—>OO

Abbildung 39:

Im Limit Ty — oo gehen die diskreten Frequenzen wy in einen kontinuierlichen

Frequenzparameter iiber:
27k

W= — —w
k T -

Die Schrittweite Aw zwischen den diskreten Frequenzen geht in das Differential

dw tiber:

Nun konnen wir in die Fourier-Reihe einsetzen:

o +To/2

= 3 |5 [ drsmerier| et

Al Y
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Ersetze & durch &%:
To P2
+To/2

AW - .
= > Gre | [ arpmeee

k==o0 —Ty/2

Im Limit Ty — oo wird die Summe zum Integral:
1 “+o0 “+o0
fit)y=— / dw €™t / dr f(r)e” ™™
2

(Den Ausdruck in den eckigen Klammern nennt man Fourier- Transformierte

von f(t).)

Damit erhalten wir folgendes Gleichungspaar (in Analogie zur Fourier-Reihe):

+o00o
F(W)ZVLQ_W / dt f(t)e= !

+o00
ft) = \/%_ﬂ_ / dw F(t)et®?

Um die Gleichungen symmetrisch zu machen, haben wir den Normierungsfaktor
1

Var
Operatorschreibweise:

Flw) = FIf®)
ft) = FUF(W)

1 i
F = — dt et
V2T /

—+o0

1 .
Fl = — dw eT™?
\/277/

6.4.1 Orthogonalitit

Als erstes miissen wir testen, ob wir fiir die Fourier-Transformation eine Ortho-
gonalitétsrelation finden konnen, analog zur Fourier-Reihe, bei der gilt:

+To/2
dt ei(wn—wm)t = TO . (Sn'm

—To/2
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Wenn F(w) existiert, dann gilt:
+0o0 1 +oo
fi) = / dr f(r) | — / dw e (t=7)
2

Aus der Defintion der §-Funktion wissen wir

Das heif3t, es muss gelten:
T
— / dw T = §(¢ — 1)
21

bzw. (vertauschen der Variablen):
L
5 / dt '@~ = §(w — ')

Die Funktion e™* steht senkrecht“ auf allen anderen Funktionen e~*
man iiber alle ¢ integriert und wenn gilt w # w'.

Bemerkung: Die obigen Definitionen sind nicht streng definiert, da die J-Funktionen
nicht im Integral stehen. Das heifit, sie stellen eine verkiirzte Notation dar und

gelten eigentlich nur in Integralen.

't
", wenn

Existenz
Dazu miissen wir zwei Bedingungen priifen:

1. Existiert das Transformationsintegral f(t) — F(w)

2. Liefert die Riicktransformation wieder f(¢)?

Zu 1.: Die Bedingung lautet, dass das Integral
+oo
/ dt e™t f(t)

nicht divergiert. Wegen || = 1| gilt:

+oo “+o0 ‘
/ dte= = f(1)| < / dt | £(1)] < oo

Gilt
+ oo

/dt|f(t)| < 0

—0o0
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heifit f(t) absolut integrabel und die Funktion F(w) existiert.

Zu 2.: Fiir alle stetigen Funktionen gilt auflerdem, dass die Riicktransformation
von F'(w) immer f(t) liefert. Das muss nicht an Unstetigkeitsstellen gelten!
An Unstetigkeitsstellen liefert

+oo +oo +oo
0= [arso) |5n [ dwee) = [arf) o) = 57+

Das heifit, die Vorwiirts- und Riickwirtstransformation (F~[F[f(¢)]]) liefert
den Mittelwert des Funktionswertes links und rechts der Sprungstelle. Das kann
falsch sein.

Beispiel:
fL fiir ¢ S to

f(t):{ fr fiir t > to
Es gilt: f(to) = f1, die Fourier-Transformation
1
FAFO,y, = 360+ F)
liefert den falschen Wert!
£ FAFf(

. -
__..__—— S~—

Abbildung 40:

6.4.2 Beispiel: Fourier-Transformierte eines Rechteck-Pulses
1 fir —L<t<+Z
= 2 2
1) { 0 sonst
Es gilt:
+oo
/ dt|f(t)] =T < oo — f(t) ist absolut integrabel

— 00

+T/2

1 , 1 —e it
F - —iwt - =
= F(w) o / dte o < = )

—T/2

+T/2 _ /2 [sin(wT/2)]

_1/2 m w
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Abbildung 41:

F(w
+ 3# .....
Abbildung 42:
Fléche unter F'(w): Inverse FT bei t = 0:
“+o0
/ dw F(w) = V2m - f(0)
Fiir Rechteckpuls:
+oo
/ dw F(w) = V2m

6.4.3 Beispiel: Fourier-Transformierte der /-Funktion

f(t) = 0(t) hat eine Unstetigkeitsstelle bei ¢ = 0. Es ist

+ oo + oo

/dt|f(t)|: /dté(t):l

— 0o — 00

83
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also ist f absolut integrabel. F(w):

+oo
Plw) = \/Lz_ﬂ / dt e~ 5(t) = 2\/1%

Umkehr-Funktion:

—+oo
eiwt

- N
fl[F(w)]—m_ d Nor

5(t)

Um den ,,0-Peak® zu erzeugen, braucht man alle Frequenzen im Fourier-Raum

ft) F(w)
Fft)=F(w)=(2m)""

Abbildung 43:

zu gleichen Anteilen!

6.4.4 Beispiel: Periodische Funktionen

Formal gibt es keine F'T von periodischen Funktionen, da das Integral

+ oo

/ dt e ™ f(t)

— 0o

nicht ausgewertet werden kann. Diese ,,Beschrankung® entfillt, wenn man die
d-Funktionen auBerhalb von Integralen zulésst.
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Betrachte f(t) = sint:

+oo
Flfl = F(w)z\/%/dte_“tsint:

“+o0o
_ L —iwt i it —it\ | _
= m/dt@ [22, (e e )]_
+oo

1 1 X ,
_ dt |: it(w+1) zt(w—l):| —
\/%22’ / ‘ ‘

— 00

= i\/;[é(w +1)—§(w—1)]

Inverse Fourier-Transformation: F ! [F):

+oo
1 )
FUF) = T / dw e™* [z\/g(é(w +1)— 6w — 1)] =
1. . , = ,
= 5 [e”‘ — e‘“} =sint oder = k; cpe'wrt
mit ¢; = % und c_q = —% und ¢ = 0 sonst.
f(t) F(w)

Abbildung 44: Die FT liefert die Fourier-Reihe als Spezialfall!

6.4.5 Beispiel: Fourier-Transformierte einer Gauf3-Funktion

Normalisierte Gauf3-Funktion:

Fldche unter der Kurve:

+o0
« 2,2
A= [ dt —=e "
/ \/Ee
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f(t)
Peak: %

Flache: A =
t
Breite: 1
«
Abbildung 45: Gaufische Glockenfunktion
Mit x = at folgt:
+ oo
A=\rn / dre®
Wende einen Trick an: Betrachte A2!
1 +o00 +oo 1 +oo +oo
A? == / dve ™ / dy eV =2 / dx / dy e~ (@ +v?)
™ T

Weitere Substitution:

(z,y) = (Ryp) 2 +y*=R*  dady = RdRdyp

o 27
1 | 1
=A== [dR [dp-Re™® == .2n. - =1
m N~—— T 2
0 0 (*)
N——
=27
o0 o0 o0 2
2 1 2 1 de 1 o | 1
x)= [ dRRe ™ ® =—= [ dR(-2R)e ™ = -2 [ dR = e B =42
(+) / 2 ( ) 2 dR 2 0 *3
0 0 0

Die Flache unter der Kurve ist also tatsidchlich A = 1.

Fourier-Transformation:

+oo +o00
1 .
P = g [ argee et = O faneniotto

Integration durch quadratische Ergéinzung:

2t 4wt = (o2t +iwt + ) — v = (at + B)% —v = (> + 208t +7) — v
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Gilt, wenn 1.) 2a8t = iwt — = %
2
w

2-)52:’7—>’Y:—m

Damit:

™

+oo
w? iw )2
Fl) = et /dte—(atm) -

1 _ w22 1 / d 2 1 _ w22
= ——¢ 4a ze = ——¢ 4a
™ V2T

Es gilt: Eine Gaufl-Kurve transformiert wieder in eine Gauf}-Kurve im Fourier-

Raum:
«Q 509 1 w?
F|—=e >t ] = ——¢ 12
L/?r V21

6.4.6 Unschirfe-Relation

Im Zeitraum gilt: Die Breite der Verteilung At ~ *.

«
Im Frequenzraum gilt: Die Breite ist Aw =~ 2«a. Das Produkt ist konstant:

AtAw ~ 2
Das heif3t:

e Ein kurzes Zeitsignal (At klein) hat ein breites Frequenzspektrum (Aw
grof) und umgekehrt.

e Allgemein gilt fiir jede Funktion f(¢) mit Breite At, dass die Breite im

— C
Frequenzraum Aw = <5 ist.

e Das gilt auch fiir die Wellenfunktionen der Quantenmechanik — Heisen-
bergsche Unschirferelatioin.
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f(t) F(w)
%
Gauf 1
2T
t

f(t) Flw)

Dirac-0 1

V2r

t

Abbildung 46:

6.5 Einige Eigenschaften der Fourier-Transformation

Translation: Berechne die Fourier-Transformierte der um ¢ ,,verzogerten Funk-
tion* f(t —tp):

—+oo
FU(E— to)] (2m) / dt e~ f(t — to)

+oo
SUbSt-:-’E:t—to (27_‘_)—% / dx e—iw(m—!—to)f(x)

“+oo
= e~h L (27)72 / dtz e™ 7 f(z)

a0
- FI(t=to)) = = F /(1)

Inversion: Was passiert bei t — —t7

“+oo
Flf-n] = (@n / d et f(~t)

“+oo
="' (2m)2 /dxei“””f(a:)

Wenn f(t) rein reell ist, dann gilt
Flf(=t)] = F*(w)
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Gerade und ungerade reelle Funktionen:

f(=)=f1t) < F'(v)=F(w)
f(=t)==f(t) & F(w)=-F()

Spektrum reeller Funktionen: Fiir rein reelle Funktionen gilt:

Der negative Frequenzanteil
enthélt keine (neue) Information:
F(—w) = F*(w)

Dies ist wichtig bei der numerischen Berechnung.

Zeitableitung;:
df i df
1 )
- — 2r) 2 —iwt Y —
T{dt] (ﬂ)?/dte o
part.Int.

400
(277)_% e_i“’tf(t)‘tz _ / dt (—iw)e™ ™ (1)
—
=0, da f(t)—0

+oo
— iw(em) / dt e~ F (1) = iwPF(w)

F [%} — W F(f] = iwF(w)

Ortsableitung: Analog gilt bei Ortsabhingigkeit:

F [%} = ik[f] = ikF(w)

Allgemein gilt:

Die Funktionen e ***+“% gind Eigenfunktionen
(e o]
des linearen Operators — L(0,, ;) = Z[ana;‘ + b,0;]
n=0

Dh. fiir lineare DGLs der Form Lf = g ist ein Fourier-Ansatz

zur Losung stets sinnvoll.

Faltung: Als Faltung zweier Funktionen bezeichnet man die Operation

+o0
) ® g(t) = / dr £(t) - g(t — 7)
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Zur Veranschaulichung gibt es viele Java-Applets etwa bei
http://www.cs.brown.edu/exploratories/freeSoftware/ catalogs/repository Applets.html.
Aus der Faltung im Zeitraum wird eine simple Multiplikation im Frequenzraum
und umgekehrt:

FIf) ® g(t)] = V2rF(w) - G(w)

FOU) - g(t)] = ——

mF(w) ® G(w)

+oo
]‘ / ! !
:E_ZO dw' G(W")F(w —w')

Bzw:
FUPW)- 6] = —=f(t) @ ()

FUF(w) © Gw)] = vVarf(t) - g(t)

Anwendung: Ein Signal f(t) wird durch die Eigenschaften der Messapparatur,
dargestellt durch ¢(t), verfilscht:

Wie kann ich aus der Inversion dieser ,,apparativen Faltung® das urspriingliche
Signal zuriickgewinnen?

7 Partielle Differentialgleichungen

Fiir die Behandlung gewdhnlicher Differentialgleichungen (DGL) siehe Skript
Just & Spurzem, Kapitel 3. Dort wurden folgenden Ansétze zur Losung gewdhn-
licher DGLn diskutiert:

1. Direkte Integration: Trennung der Variablen, Integrierender Faktor

2. Losung mit Ansatz: Exponentialfunktion (bei Wellenphdnomenen, Zer-
fallsgesetz), Reihenentwicklung (Taylorreihe, Fourierreihe, Besselfunktion,
Hermite-Polynome, Legendre-Polynome)

3. Numerische Losungsansétze

Hier sollen partielle DGLn betrachtet werden, als DGLn mit mehreren un-
abhéngigen Variablen (etwa Zeit ¢ und Ort 2 bei Wellen).

Wir betrachten zunéichst DGLn als Eigenwertproblem. Dann behandeln wir als
spezielle Typen elliptische, parabolische und hyperbolische DGLn (2. Ordnung)
und diskutieren verschieden Losungsansétze.
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7.1 Differentialgleichungen als Eigenwertproblem
7.1.1 Eigenvektoren und Eigenwerte von Matrizen
Sei eine Matrix M, ein Vektor ¢, und ein Skalar \,,. Matrix Algebra:

M - vp = Ay - Up

Gilt obige Gleichung, dann heifit v,, Eigenvektor der Matrix M zum FEi-
genwert \p.

Im System der Eigenvektoren ist die Matrix M diagonal.
e Eine n x n-Matrix hat maximal n verschiedene Eigenwerte.

Eigenvektoren konnen iiber die Beziechung det(M — A, - 1) = 0 gefunden
werden.

Hermitische Matrizen, dh. Matrizen fiir die gilt
M = M, (dh. die Matrix ist gleich ihrer komplex konjugierten
und transponierten) haben rein reelle Eigenwerte und die

Eigenvektoren sind orthogonal!

7.1.2 Eigenfunktionen und Eigenwerte von Operatoren

Wie bereits in Kapitel 6.1 diskutiert, lassen sich viele ,Errungenschaften® der
Matrix-Algebra auch auf Operatoren und Funktionenriume iibertragen.

Sei L ein linearer (Differential-) Operator. Wenn gilt
L pon(z) = Anpn(z)
dann ist ¢, (z) eine Eigenfunktion des Operators £ zum Eigenwert \,,.

L kann unendlich viele Eigenwerte haben. Verallgemeinerungen sind moglich
durch Einfithren von positiv definiten Gewichtsfunktionen (w(z) > 0):

Lon(z) = An - w(T) 00 ()

Konstruktion von , Matrix-Elementen“ des Operators £ aus dem Skalarprodukt
mit Eigenfunktionen ¢, (z) und @, (z):

Lym = / dx @) (x)Lom(z)  im Definitionsintervall X
X
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Es gilt:
Der Operator L ist hermitisch,

wenn fiir seineMatrix-Elemente gilt:

Lym =L

mn

Das heif3t:

/ dx oy, () Loom () = / da o - [Lon ()]
X X

Beispiel:
d? Ve

L= @ und Pn =€
d*¢n

= Ly, = 72

= Angpn

Die Funktionen ¢, (z) = exp(++v/A,) sind Eigenfunktionen des Operators j—;
zum Eigenwert A,,.

Fiir hermitische Operatoren gilt:

1) Die Figenwerte sind rein reell.
2) Die Eigenfunktionen sind orthogonal
(bzgl. des verwendeten Skalarprodukts)
3) Die Figenfunktionen bilden ein wollstindiges System,
dh jede Funktion kann nach ihnen entwickelt werden.

Wenn £ hermitisch, dann gilt

Lym — L,*,m =0

/ dx ) Lom —/ dx on[Lom]" =0
X X

/ 0z 94 (@) - Ampm(2) — / 0 Mot (2) = 0
X X

Do — AZ] / 0 0}y (2)pm(z) = 0

X
Fiir n = m gilt
/ 0z 7, () pn () = / 0z | () > 0
X X

ist positiv definit. Es muss gelten ,A, = A} = A, ist rein reelll“
Fiir n # m und A\, # \,,, muss Orthogonalitit gelten:

/ 0 9% () pm (1) = 0
X

(Die Vollstandigkeit der ¢, (z) soll hier nicht bewiesen werden. Siehe dazu die
einschligigen Analysisbiicher.)
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Jede Funktion f(x) ldsst sich aus den ¢, (z) darstellen:

I) = Z Cnﬁon(x)

[y
fX dzx ¢}, (x)‘Pn (x)

mit ¢, =

7.1.3 Sturm-Liouville-Problem

Eine ganz wichtige Gruppe von DGLn 2. Ordnung in der Physik wird durch den
Sturm-Liouville-Operator definiert:

% oz +a@

Sturm-Liouville-Operator

L

Lf(x)+ X w(@)f(x)=0

Sturm-Liouville-Problem
mit p(x),q(x),w(z) rein reelle Funktionen.
Beispiele:

2

d
Laplace-Gleichung: A® =0 = ﬁfﬁ =0 mit p(z) =1,q(zx) =0,w(x) =0

Wichtig:
Sturm-Liouville-Operatoren sind hermitisch!

Das heifit die Eigenwerte sind reell, die Eigenfunktionen orthogonal und das
Eigenfunktionen-System vollstéindig. Beweis durch Einsetzen:

a) / dz @} Loy, =
- / dx o (@ { () xsom(x)} + /X dx @ (2)q(x)om (z)
b) /X dx g [Lepn]" =

— [ om0 0@ + [ aren@aaena
1. Terme: Partielle Integration und a) =b):

= e )| - [ ar ) 2l

= [cpm(x)p(x) e )”X - /X dxd“";”x( Lp(a) 222
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Dann ist die hermitische Bedingung erfiillt fiir EF-Systeme, fiir die gilt

der, (@) ]| _
@l ]| o
o Schwingungsgleichung:

d2
E@n(x) — Anpn(r) =0

mit p(z) = 1,¢q(z) = 0,w(z) = 1.

e Legendre-Gleichung (aus Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten):

(1 —a®)f"(x) — 2zf"(x) + Af(z) = 0
mit p(x) =1 — 22, q(z) = 0,w(x) = 1. Losung: Legendre-Polynome (wichtig fiir
Kugelflichenfunktionen).

e Bessel-Gleichung (Laplace-Gleichung in Zylinderkoordinaten):
2® f"(x) + af'(2) + (z° —n?) f(x) = 0

Umformung liefert

d d 2 _ 2 —
v o )] + @ = hp() =0
Dies ist ein Sturm-Liouville-Problem mit p(z) = z,q(z) = 0,w(zr) = #

Losung: Bessel-Funktionen.

e Hermite-DGL:

% [e"ﬁ%f(x)} +2ne™* f(z) =0

Bzw:
f'(@) = 2z f'(x) + 2nf(z) = 0

mit p(x) = e, q(z) = 0,w(x) = 2n. Losung: Hermite-Polynome:

Hy(z)=1

Hy(z) =2z

Hy(z) = 42* — 2
Hsz(z) = 82° — 122

Losung des quantenmechanischen 1dim Oszillators:
h? d? 1
2% g —mw?2?V(z) = EU
5 T3 (x) + 5w T (z) (x)

Substitution: z := /%% liefert

d2
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2

Ansatz: ¥(z) = exp(—% )u(z). Damit:

2F
u”—2zu'+[%—l}u:0

Die Losung sind Hermite-Polynome mit Eigenwertbedingungen fiir die Energie:

2F 1
n=—-1 = |E,=hw —
" hw (n—|—2)

Die Energieniveaus sind dquidistant und es gibt eine nichtverschwindende kleins-
te Energie (Nullpunktsenergie).
NB: Hermite-Polynome sind durch die Orthogonalitétsrelation

+oo
/ dze™ Hy(2)Hpn (2) = Spm /720

bestimmt. Das entspricht dem Skalarprodukt

—+oo

(f.9) = / dz e~ f*(2)g(x)

mit Gewicht w(z) = e=*".

NB: Die Hermite-Polynome haben eine erzeugende Funktion:

%) hr o .
O(x,h) = ZHn(a:)F = e h H2h
n=0 ’

Daraus folgen Rekursionsformeln:

—Z(I) =2h® = H(z)=2nH, ()

x

oD ,
= 2 —h)® = Hpyi(z)=2zH,(z)— H,(x)

o Laguerre-DGL: Aus dem Skalarprodukt (w = e™7):

“+oo
/ dz e~ *(2)g(z) = (f,9)

erhélt man orthonormale Basisfunktionen L, (x):
+oo

Diese 16sen die Laguerre-DGL:

d —md —x _
e [me Ef] +ne “f(z) =0
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Bzw:

af’(x) + (1 - 2)f () + nf(x) =0

mit p(z) = ze™*, q(z) = 0,w(x) = n.

7.2 Partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung in Ort
und Zeit

7.2.1 Ubersicht

Wir wollen uns hier auf partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung in Raum
und Zeit beschrianken.

NB: partielle DGLn 1. Ordnung sind meist ,,leicht“ zu l6sen: Standardverfahren;
zum Beispiel

Ozu(z,t) = Opu(x,t)

hat als Losung
u(z,t) = f(x —t) fiir beliebige ...

Oder die Dirac-Gleichung

he |
iho, v = L& . VU + fmcv
7

Bzw. in kovarianter Schreibweise mit Dirac-Matrizen y*:
mc
i9, - 2°) =0
( Ty

Die wichtigsten DGL (2. Ordnung im Raum) lassen sich in 3 Typen einteilen:
(siehe http://de.wikipedia.org/wiki/Partielle Differentialgleichungen)

hyperbolische DGLn (z.B. Wellengleichungen)
parabolische DGLn (z.B. Wirmeleitung)
elliptische DGLn (z.B. Poisson-Gleichung)

Anschaulich betrachtet unterscheiden sich diese Typen durch die Art der Aus-
breitung von Stérungen in der Losung.

e hyperbolisch: Schwach geddmpfte Wellen
e parabolisch: Starke Dampfung: Diffusion

e elliptisch: typisch bei der Beschreibung zeitunabhéngiger Probleme, be-
schreiben oft einen Zustand tiefster Energie (dh. kommen aus Variations-
rechnung)

Elliptische partielle DGLn:
Prototyp:
Laplace-Gleichung A® =0
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(In Elektrostatik: beschreibt elektrisches Potential in Gebiet ohne Ladungen.
Wird bestimmt durch Potentialverlauf am Rand des Gebietes. In Wérmeleh-
re: Temperaturverteilung im Gleichgewicht, ohne Quellen in Integrationsgebiet.
Zeitabhingige Losung: Wirmediffusionsgleichung — parabolische DGLn.)

Mit Quellen im Integrationsbereich:
Poisson-Gleichung AP = p(x)

(p(z) =Ladungsdichte)
Beschreiben stationdre Probleme und oft einen Zustand minimaler Energie, dh.
kommen oft aus Variationsrechnungen.
Elliptisch partielle DGLn beschreiben Randwertproblem: Losung ist vollstindig
bestimmt, wenn man

1. Funktionswerte am Rand vorschreibt (Dirichlet)

2. Wert der Ableitung am Rand vorschreibt (Neumann)

Gemischte Randbedingungen moglich (aber niemals beide am selben Punkt).

Dirichlet : f(0A) =

foi=...

<l

Neumann :

Parabolische patielle DGLn:

Parabolische partielle DGLn beschreiben dhnliche Phénomene wie elliptische
Gleichungen, aber im instationdren Fall.

Wichtigste Beispiele:

_ 10f(z,t)
Tk Ot

(Aufheizung/Abkiihlung eines Kérpers im Lauf der Zeit)

Wirmeleitungsgleichung A f(x, t)

Diffusionsgleichung % = 5%( %

¢ =Konzentration, D =Diffusionskoeffizient; wenn D = const, gilt ¢ = D¢’

Anfangs-Randwert-Problem:

Zur vollstéindigen (dh. eindeutigen) Lésung bendtigt man Anfangswerte und
bei beschréinkten Volumen auch Vorgabe von Randwerten (Dirichlet oder Neu-
mann).

Seperation der Variablen fithrt oft zu ,,Untergleichungen“ vom Helmholtz-Typ

Af+ K f=0

Weiteres wichtiges Beispiel:

. 2 -
m@W_LEEA+V@ﬂW
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Schrodingergleichung der Quantenmechanik

Hyperbolische partielle DGLn:
Typisches Beispiel:

Wellengleichung Af = iﬁ
8 & T2 o2

e Beschreibt Wellenphénomene und deren Ausbreitung
e Gleichungen 1. Ordnung sind immer hyperbolisch!

e Im Gegensatz zu parabolischen Gleichungen werden die Losungen von hy-
perbolischen Gleichungen wenig bis garnicht gedampft.

e Anfangs- und Randwert fithren auf Cauchy-Problem: Da 2. Ordnung in ¢
miissen sowohl Funktionswerte als auch deren Ableitungen zum Zeitpunkt
t = 0 bekannt sein. Ist das zu betrachtende Problem rédumlich beschrénkt,
so sind zusétzlich Randwerte zu beachten (siche Hausaufgabe 9.4)

Fazit:

eclliptisch: nur Randwert
eparabolisch: Randwerte und Anfangswerte

ehyperbolisch: Randwerte, Anfangswerte und Ableitung bei t = 0

Jede neue Zeitableitung ,, benotigt“ also weitere Bedingungen zur Darstellung
einer eindeutigen Losung.

7.2.2 Poisson-Gleichung

Wir wollen (wieder einmal) die Poisson-Gleichung betrachten und sie vermittels
Integraltransformation (speziell Fourier-Transformation) losen. Fourier-Trans-

formation deswegen, weil eXp(iEf) FEigenfunktionen des Laplace-Operators sind
(siehe Kasten in Kapitel 6.5).

Potential einer Punktladung ¢:

Fourier-Transformation

liefert algebraische Gleichung:

—K*®(k) = —4rq

Mit der Losung
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Riicktransformation:

1 JOR. o
O(7) = 3/ﬁ%¢@k“m
V2T

00 2
= 21/ /d9/dg@k2sm9k tha cos 6
0 0
= 2/alk/al cos §)etke cos?
T
0

_ 2 > i tkx _ —ikx
N 71'/0 dk ikx (e ¢ )

q2DO sin(kx) ¢
= —— [dk ==
xﬂ/(x) kx T

0

(Bekanntes Potential einer Punktladung.)

7.2.3 Wirmeleitung und Diffusion
Ableitung: Fiir die Energiestromdichte h gilt
h=—k-VT

mit kK =Warmeleitfahigkeit, 7" =Temperatur.

Kontinuitétsgleichung
E+V-i=0 € = innere Energiedichte
Zusammenhang zwischen Temperatur und innerer Energiedichte
E=p-cIl

mit p =Dichte, ¢ =spezifischer Wirmekapazitét.

= é=pcl'=—kAT = |(0 — DA)T(F,1)=0|(x)

mit D = & —Warmelemkoefﬁment

Losung der Gleichung (x) ist ein Anfangswertproblem, dh. wir miissen T'(Z,t =
0) zum Zeitpunkt ¢t = 0 spezifizieren:
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Formale Lésung: (nicht erschrecken, rechne mit A wie mit normaler Zahl!)

T = DAT

dT

— = DAT

dt

dr .

T = dt DA [Integration [ dT und [ dt

T -

In I = (t —to)DA |Anfangswerte Ty = T(Z, tg = 0),to = 0
0
T tDA

Es folgt die formale Losung
T(Z,t) = P2 . T(Z,0)

mit Operator P21 (

Explizite Herleitung durch Reihenentwicklung!)

NB: Wird in der Quantenmechanik hiufig so gemacht (Heisenberg-Bild). Glei-
chung .

th¥ = HU
hat formale Losung

tH

U(7,t) = e ¥(F,0)

Die formale Losung ist korrekt, wie sich an folgendem Beispiel zeigen lésst:

T(Z,0) = To+T; - cos(kZ)
T(Z,t) = ePA[Ty+ Ty cos(kT)]
o) 1 .
= Z m(tDA)” - [To + Ty cos(kT)]
n=0

= {1 +tDA + %(tDA)2 + - | [To + Ty cos(kT)]

t2D?
2
- 1
= Ty + Ty cos(k)[1 + tD(—k?) + §t2D2(—/€2)2 4]

= Ty + Ty cos(kE) + tD(—k>)Ty cos(kT) + (—k)?Ty cos(kE) + - --

= Ty+ T, cos(ki) - DK

Das Ganze funktioniert so gut, weil cos(Ef) Eigenfunktionen des Operators A
sind! (siehe Kapitel 6.5) Némlich zu den Eigenwerten —k>.

Dann sind nicht nur alle Superpositionen von cos(Ef) »wohlbenehmend*“ beziiglich
A, sondern es gilt auch umgekehrt, alle Superpositionen (und Potenzen) von A

—

sind ,gutmiitig® beziiglich cos(kZ)

Funktion (A) - Eigenfunktion = Funktion (Eigenwert) - Eigenfunktion
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Im Allgemeinen wird man versuchen, jede beliebige Anfangsverteilung T'(Z,0)
nach Eigenfunktionen von A zu entwickeln. — Fourierdarstellung.

Damit gilt:

Die Gleichung T'= DAT ist allgemein lsbar.
Die formale Losung ist
T(&,t) = e!PAT(Z,0) mit Anfangswert
L / &Pk TR, 0).
(2m)2
Das heif}t, es gilt

3
1 2 2 P =
T(Z,t) = (g) /dgk e PR LT (|, 0)

T(%,0) =

Praktisch gilt, e!P® muss ,,durchgeschoben® werden, bis es auf ein & trifft. Das
sitzt in exp(ik¥) und liefert so den Wert (—k?), durch den einfach A in e!P4
ersetzt werden muss:

3
1\ 2 P
T(Z,t) = efDA( > /dBke““T(k,O)

2

3
1\2 o
<2_> /dBketDAezk:zT(k,O)
m

3
5 L
< ! > /d3ketD(_k2)ezk‘”T(k,0)

2

Beispiel: Punktférmige Wiarmequelle bei z = 0 zum Zeitpunkt ¢ < 0, in 1dim:

~ 1 .
T(k,0) = E/dm,elkmﬂ)d(x} Fourier-Transformierte

1
= —Ty = const

V2n

Einsetzen:

1 ; T
T(fa t) = \/—2—7(_ /dk e_tDkZlem . \/—20_7(-

_ E/dke—tDkzeikm
2
1 22
— ¢ 4D
VAr D2t

(Fouriertransformierte einer Gaufifunktion!
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Oder iiber Faltungssatz:

_ L g To
T(x,t) = m/dk p Nors
= FUF(k) - G(k)]
mit F(k) = e tDK?

ikx

_ T
und G(k) = Nor
Faltungssatz:
1
FUF(K) - G = 1) @ 9(a) - =

und g(x) =F1

o T(nt) = /dg—e—ﬁ-a(x—g)-—

Die Losung lasst sich auch iiber Greensche Funktionen konstruieren. Fin Bei-
spiel ist in Kusse & Westwig auf Seite 395ff gerechnet.

Fazit:
Verschiedene Wege fiihren zur Losung)!

Wiihle den einfachsten, dir vertrautesten!

7.2.4 Wellengleichung

Ableitung der Kontinuititsgleichung:

1) 6+V-j=0
2)  j=-cVo

wobei j die Teilchenstromdichte und p die Dichte bezeichnet. Die zeitliche Ande-
rung des Teilchenstromes hiingt vom Druckgradienten ab (dh. im idealen Gasfall
vom Dichtegradienten V). Zusammen:

(02 — 2A) o(F, ) =0 (x)

Die Wellengleichung ist eine homogene, lineare DGL 2. Ordnung im Ort und
in der Zeit. Weil 2. Ordnung in der Zeit miissen sowohl o(7,0) als auch o(7,0)
zum Zeitpunkt to = 0 festgelegt werden (Cauchy-Problem).

Formale Losung (betrachte zunéchst 1D: ebene Wellen):

é = (Csar)QQ
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\eraral & __mr-‘-l-):f'})\‘-”-*-ﬁ_ Lo ;fe { i'--m: +‘l\) ‘l CLE)\.U-' q
~y (,,

G ﬁﬁ&vfduu.u‘ Qg

i Uvzre (Sk.',\}eﬁ‘»ﬁr\
)(\;\,,\\-\\ X <

Abbildung 47: Punktférmige Heizquelle bei x =0 und ¢t <0

Wenn dort anstelle von (csd,)? der Term w? dastiinde: § = w?g, dann wiissten
wir die Losung:
Ae—wt + Bewt

Wir machen einen Ansatz wie in 7.2.2 und behaupten die Funktion
o(x,t) = e7"% f(x) + et ()

16st die Gleichung

0= cio"
Nachweis durch Einsetzen:
.. 2 2 tesd 2 tesd
0=00 = (—cs0p)e % 4 (c 0,) et =
—— ——
f(z) g(x)

= @[ ORf () + et 02 a)] =

_ C2 [e—tcsazfu + e+tcsawgu]

S

_ 2«
= c50
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Die formale Losung lautet:

o(x,t) = 7% f(x) + e*'¢:% g (z)
Wichtig:

Der Operator €= ist ein Translationsoperator:
e f(z) = f(z +a)

Nachweis durch Taylorentwicklung;:

=1
> M) =
n!
n=0
o0
n=0
x und a konnen vertauscht werden:

flz+a) = e f(z)

fla+ )

| —

(202)" f(@) = €% f(a)

3

Damit folgt:
o(x,t) = f(x — cst) + gz + cst)

Vorstellung: Zwei ,, Verteilungen®, die mit Schallgeschwindigkeit ¢s nach rechts
bzw. nach links laufen.

Anfangswerte: tg = 0:

o(z,0) = f(z)+g(x)

6(2,0) = —c(f'(2) +9'(2))
f und g kénnen an beliebigen Startvorgaben angepasst werden — Allgemeine
Lésung.

Da e'(ke%) Bigenfunktion von 97 und 92 ist, bietet es sich an, die Funktionen
f und g nach ihnen zu entwickeln.

Fourier-Ansatz:
I ih(z—cst) k(a4cat)
z,t) = dk [a(R)e™==e) 1 p(k)eikietert)]
ofe.t) === [k [alh) (b)
mit w = kecg. Einsetzen zeigt: o(x,t) ist tatsichlich Losung von ().

Alternativer Ansatz: Klassischer Separationsansatz
Betrachte wieder 1D:
07 — c297)o(x,t) =0



7 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 105

Ansatz: Ortsabhingigkeit und Zeitabhéngigkeit lassen sich durch Produktansatz
trennen:

o(z,t) = f(x) - g(t)
Damit:
(0F — c207) f(x)g(t) = 0
fla)-929(t) = g(t) - 207 f ()
1 9g(t) _ 92f(x)
cz g(t) f(x)
Die linke Seite hiingt nicht von x ab, die rechte nicht von t. Es folgt: beide

miissen konstant sein. Die Konstante wihlen wir —k?2.
Wir erhalten zwei Gleichungen:

Gg(t) = ——9(t) = —wiglt) ~wnd  Of(x) = ~k*f(x)
Wir kennen die Losungen:
g(t) = AetT™rt 1 Be~iwnt
f(z) = Ceti*e 4 pe~ike
Zusammen:

oz, t) = f(x)-g@t)=
_ Ace—i-ikx—i-iwkt+ADeikac+iwk.t_|_Bcve+ikm—iwkt+BDe—ikm—iwkt

Dabei sind A, B, C, D von k abhingige Konstanten.

Wir wissen, die Funktionen e***+%rt bilden ein wollstindiges Funktionensys-

tem. Die allgemeine Losung gewinnen wir durch Superposition aller Wellen mit

Wellenvektor k und Frequenz wy, = (ﬁ

400
]' ; .
Q(w,t) = E / dk {a(k)ezk(w—cst) +b(k)elk(w+cst)

Damit haben wir die Losung von Seite 104 wiedergefunden.

Zur Erinnerung: fiir rein reelle o(z, t) gilt:
a(k) = a*(—k) und b(k) =b"(—k)

Beispiel: Wellen im Potentialtopf oder eingespannte, schwingende Seite (siehe
auch Seite 65fF).
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Randbedingung:

0(0,t) = o(L,t)=0

“+o0o
0(0,1) = \/% / dk [a(k)etest 4 b(k)etkest] =

+o0
_ L a _ eikcst _
- \/ﬂ_é dk [a(k) + b(—k)] 0

1 . . . .
Q(L,t) — \/% / dk I:a(k)elkLeszSt+b(k)€lkL€_lkCSt:| _

= —\/12_71_ / dk [a(k‘)eikL + b(—k)eiikL} ethest —

Damit:

a(k) +b(—k) =
a(k)e™ 4 b(—k)e L = 0

Zusammen:

a(k)eikL _ a(k)efikL
Wegen e*l = cos(kL) + isin(kL) muss gelten: sin(kL) < 0. Damit sind nur
spezielle k-Werte zugelassen! kL = nw mit n = 0,+1,+2, ...
Das bedeutet k = =T ist diskret und a(k) und b(k) sind é-Funktionen. Resultat:

“+o0
1 ; .
oz, t) = Nz Z [anemmmt) _a_nemn@fcst)}

n—=—oo

Anfangsbedingungen: Die a, in obiger Losung sind noch unspezifiziert. Dazu
braucht man die Anfangsbedingungen! Wir benotigen zwei Bedingungen: Fiir
o(z,0) und o(z, 0).

Wiihlen wir L = 2L (dh. betrachten wir das doppelte Intervall und setzen
periodisch fort), so kann man obige Gleichung weiter umformulieren:

o) = 5 n,z_oo e =R A gl e

mit go(z + %) = —po(z) und a,, = a*,, fiir rein reelle po(x) gilt:

i m(ay) sin(kn,x)

ﬁ\
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Analog fiir 9o (z):

oo(x) = ¢ (anikjneik"‘” + a_pen?) =
iknx _

(an + a_p)ikyce

2Re(an)iknceik”m =

8- 8- 5l
e [0 o

n

% T; kncRe(ay,) sin(kyx)

Rechnung am konkreten Beispiel: Siehe Seite 65ff.

7.3 Licht — Elektromagnetische Wellen

Maxwell in Materie:

v.-E=L V-B=0
€0
= = = = = 1 - 1 =
VXE:—atB VXB:2 ] —28,5E
c?¢q @

-,

Maxwell im Vakuum (dh. keine Ladungsdichte p, keine Strome j)

—

(H)V-E=0 (3)V-B=0
2 VxE=-0,B (4VxB=LoE

Die Gleichungen sind vollkommen symmetrisch, E und B sind gleichberechtigt.
Wellengleichung fiir E: Elimination von B aus (1) — (4):

V x (2) und Or(4) :

- - o - 1 =

Vx(VxE) = —-9,VxB= C—QaEE

Vx(VxE) = V(V-V)-AE=—-AE
=0(1)

Damit:
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Wellengleichung fiir B (analog):

(Clzaf —A) B=0 (B)

D’Alembert-Operator:

_ 2
O= 0_28t —A
Losung: Wellenansatz:
E(f, t) _ E'Oei(l;a‘c‘:twt)
B(f, t) _ B’Oei(lsa‘c‘iwt)

Einsetzen in (F) liefert

Es folgt die Dispersionsrelation

w2

= k=0

c2

mit k| = 2L und w = 27v (A =Wellenléinge, v =Frequenz) folgt weiterhin

c=\v
Einsetzen in Maxwell-Gleichungen (1) — (4):

(1)
(2)

o]

Eg=0 (3 k-
X E() = wEO (4/) k

Aus (1’) und (3') bzw. (2’) und (4') folgt:
Eo, By L k
E() 1 EO und |E0| = C|B0|

Licht ist also eine Transversalwelle: E L E, Bl l;:, E L B.
Superposition ebener Wellen ergibt allgemeine Losung:

E(f, t) = /d3k [EOJr(k)ei(Eﬂw(k)t) +EO_(k)ei(Ei—w(k)t):|

108



7 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 109

Elektromagnetische Welle

y => ¢y = 3x10%m/s

) //)M/\h\////ﬂ .
Ra & a

Ey(x,t) . Evosin(kx-mt)
B,(x,t) = BZOSin(kx-mi)

med195

Abbildung 48: Licht ist Transversalwelle



