Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden Aspekte der Struktur und Herkunft der Dicken Scheibe der Milch-
strafle untersucht. Von speziellem Interesse war dabei die Frage, ob sich diese ausgedehnte
Komponente der galaktischen Scheibe durch Aufheizung aus einer anfinglich diinnen und kine-
matisch kalten Schicht erkliren 148t, oder ob sie alternativ dazu eine diskrete und eigenstédndige
Struktur darstellt, die wahrend des Kollapses der protogalaktischen Gaswolke in einer kurzen
Phase erhohter Sternentstehungsrate entstanden ist (Kap. 2.4.3). Dazu wurden die Implika-
tionen der wichtigsten Heizungsprozesse auf die Scheibenpopulation der galaktischen Kugel-
sternhaufen betrachtet: Kugelsternhaufen sind relativ fragile Systeme, die sehr vehement auf
Energieiibertrag von auflen reagieren. Entstanden sie in einer diinnen Schicht in der galaktischen
Ebene, dann muf sich ihre Schwerpunktsenergie im Laufe ihres Lebens um ein Vielfaches ihrer
Bindungsenergie erhtht haben, um die beobachtete Verteilung zu erreichen. Daffi Kugelstern-
haufen dies iiberlebt haben, setzt enge Grenzen an die Giiltigkeit und Effizienz der tragenden
Prozesse.

Die zur Beschreibung dieser Phinomene notwendigen mathematischen Hilfsmittel wurden in
Kap. 3 hergeleitet. Die analytische Impulsapproximation erméoglicht es, einen groflen Bereich
von Wechselwirkungsparametern zu erfassen. Thre Giiltigkeit und Genauigkeit konnte durch
Vergleich mit N-Ko6rper-Simulationen nachgewiesen werden.

Kap. 4 behandelt Scheibenheizung durch massive schwarze Lécher im Dunklen Halo unserer
Milchstrafle. Dieser Prozel kann zwar eine Struktur dhnlich der beobachteten Dicken Scheibe
erzeugen; es zeigt sich jedoch, dafl dabei die innere Energie der Kugelsternhaufen in einem Mafe
ansteigt, da diese innerhalb kiirzester Zeit zerstort wiirden. Massive schwarze Locher konnen
daher nicht, wie von Lacey & Ostriker (1985) vorgeschlagen, fiir das Entstehen der Dicken
Scheibe verantwortlich sein. Die Annahme von massiven schwarzen Lochern im Dunklen Halo
wird zudem von vielen anderen astrophysikalischen Beobachtungen und Rechnungen in Frage
gestellt (siehe Kap. 2.4.3).

Eine Spiralgalaxie wie unsere Milchstrafle steht wéhrend ihrer Entwicklung in stindiger Wech-
selwirkung mit ihrer Umgebung. Es ist daher sehr wahrscheinlich, daf} sie im Verlauf ihrer
Geschichte eine oder mehrere Satellitengalaxien akkretiert hat. Einen solchen Vorgang unter-
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104 Kapitel 6. Zusammenfassung und Ausblick

sucht Kap 5. Dort wurde nachgewiesen, dafl etwa die Akkretion einer Zwerggalaxie der Masse
10'° M, was der Groflen Magellan’schen Wolke entspricht, ausreicht, um aus einer urspriinglich
kinematisch kalten Schicht, die Dualitdt von Diinner und Dicker Scheibe zu erzeugen (wie vor-
geschlagen von T6th & Ostriker 1992). Dabei nimmt die innere Energie der Kugelsternhaufen
kaum zu, so dafl diese intern kaum reagieren und fast die gesamte Population den Akkretionspro-
zeBl iiberlebt. Wichtige Parameter hierbei stellen Masse und Kompaktheit der Satellitengalaxie
dar. Ist diese massearm (M < 10° My) oder sehr diffus, dann wird sie bereits in den AuBenbe-
reichen der Milchstrafle durch die Gezeitenkrifte zerstort und kann kaum die Energie der weiter
innen liegenden galaktischen Scheibe erh6hen. Je massiver und kompakter der Satellit ist, desto
weiter kann er in die Galaxie eindringen und dort die Scheibenkomponente kinematisch aufhei-
zen. Ubersteigt die Masse jedoch einige 10'° M, dann wird der Energieiibertrag zu gro und
die entstehende Dicke Scheibe zu dominant, verglichen mit den beobachteten Werten in unserer
Milchstrafie. Mehrfache Akkretionsprozesse vermogen zwar die dann schon bestehende ausge-
dehnte Scheibe weiter aufzuheizen, jedoch nimmt dabei die Effizienz dieses Vorganges rapide
ab. Somit lassen die Beobachtungsdaten der MilchstraBe die Akkretion einer Zwerggalaxie der
Masse der GroBlen Magellan’schen Wolke am wahrscheinlichsten erscheinen, bzw. den Einfang
einiger weniger, nur etwas kleinerer Satelliten. Da auch das akkretierte System aus Sternen be-
steht und sich diese im galaktischen Feld in einer ausgedehnter Scheibe anordnen, liegen in der
neu entstandenen Dicken Scheibe beide Populationen von Sternen nebeneinander vor, Mitglieder
der urspriinglich Diinnen Scheibe der Milchstrafle, die in gréfere galaktische Héhen geschleudert
wurden und die Sterne der akkretierten Satellitengalaxie.

Die weiteren in der Literatur vorgeschlagenen Scheibenheizungsmechnismen sind allesamt nicht
effizient genug, um die beobachtete Dicke Scheibe zu erzeugen und wurden in dieser Arbeit nicht
weiter behandelt.

Zusammenfassend 148t sich feststellen, dafl von den bisher bekannten Prozessen alleine die Ak-
kretion einer Satellitengalaxie in der Lage ist, die Gegebenheiten unsere Milchstrafie zu repro-
duzieren. Zusammen mit der hohen Wahrscheinlichkeit fiir ein solches Ereignis, scheint dies
der vielversprechendste Ansatz fiir die Entstehung und Entwicklung der Dicken Scheibe zu sein.
Andererseits ist auch die Argumentation fiir die Entstehung der Dicken Scheibe in einer frithen
Kollapsphase stichhaltig und einsichtig (z.B. das chemo-dynamische Modell von Burkert, Truran
& Hensler 1992).

Die bisherigen Analysen der Beobachtungsdaten von Feldsternen in Dicker Scheibe und Halo
konnten keines dieser Bilder vollstindig bestédtigen oder ganz ausschliefen. Dazu ist die Zahl
der gut vermessenen Sterne zu gering. Auch die in dieser Diplomarbeit verwandte Methode
kann nicht zur endgiiltigen Unterscheidung beider Gruppen beitragen. Das Wesen der Dicken
Scheibe bleibt weiterhin unbekannt.

In den n&chsten Jahren wird sich allerdings, im Zuge grof angelegter Himmelsdurchmusterungen,
die Zahl der mit grofler Genauigkeit beobachteten Sterne in Halo und Dicker Scheibe drastisch
erhohen, so daff dann die Antwort auf diese Frage niher scheint. Bereits heute mehren sich die
Hinweise, dafl die Realitdt nicht ein ,entweder oder“, sondern ein , sowohl als auch® darstellt.
So argumentiert etwa Zinn (1994), daf nur ein Teil der in der Milchstrale beobachteten Kugel-
sternhaufen auch dort entstanden ist und die restlichen durch Akkretionsprozesse dazugewonnen
wurden. Auch Norris (1994) findet Anzeichen fiir eine solche Dualitdt des galaktischen Halos
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in der Untersuchung von Sternen in grofien galaktischen Hohen. Er findet zwei sich grofitenteils
iiberlappende Populationen von Halosternen, von denen er annimmt, daf} die eine in der Milch-
strafle selbst entstanden ist und die andere von einer akkretierten Satellitengalaxie stammt. Ob
dies durch die in den néchsten Jahren erwartete Fiille neuer und besserer Beobachtungsdaten
bestétigt wird, bleibt abzuwarten, jedoch scheint die Moglichkeit eines umfassenden Verstidnd-
nisses der Entwicklung unserer Milchstrafle ndher zu riicken.



Anhang A

Haufig gebrauchte physikalische
Grofien und Einheiten

Die in dieser Arbeit betrachteten Grofienskalen sind die der Sternverteilung einer typischen Spi-
ralgalaxie. Daher werden auch hier die in der galaktischen Astronomie eingefithrten Einheiten
fiir Lange, Zeit, Masse und Luminositéit verwandt, deren Definition sich zumeist an Eigenschaf-
ten unserer Sonne orientiert. Thre Umrechnung in cgs-Einheiten lautet:

Lénge: lpc = 3.085678 x 10'® cm (Parsec)

Zeit: la = 3.155815 x 107 s (Jahr)

Masse: 1M, = 1.989 x 10* g (Sonnenmasse)
Leuchtkraft: 1L, = 3.826 x 10% ergs™ (Sonnenleuchtkraft)

Fiir Geschwindigkeiten hat es sich eingebiirgert, diese in km s~ anzugeben. Der Umrechnungs-
faktor in die astronomischen Einheiten pca~! lautet:

lkms™! = 1.023 x 10~ %pca?

Die dominante Wechselwirkung in den betrachteten Sternsystemen ist die Gravitation. Deren
Proportionalitdtskonstante G lautet in dem oben eingefiithrten galaktischen Einheitensystem:

Gravitationskonstante G = 6.672 x 1078 cm3 g !s72

= 4.497 x 107*° pc® M *a~2
Will man in Systemeinheiten vorliegende Energien in das cgs-System konvertieren, so gilt:

1Mgpc?a=? = 1.913 x 10%erg
1 Mg km? s72 = 2.002 x 10*3erg
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Anhang B

Mathematische Herleitungen

B.1 Darstellung der Boltzmann-Gleichung in Zylinderkoordina-
ten

Fiir die Beschreibung axialsymmetrischer Systeme, wie Spiralgalaxien, ist es sinnvoll, die
Boltzmann-Gleichung (2.9) in zylindrischen Koordinaten darzustellen. Die Grundgleichung lau-
tet:

of

. Ve L =0. 2.1
+v V-V o (2.1)

a _ of
dt Ot

Die konvektive Ableitung % 148t sich nun in Zylinderkoordinaten schreiben als

of of

df _of Lo o of

at ot R T¥a0 TP T a0, T 0, T b (22)
Weiterhin gilt in diesem Koordinatensystem:
x = Rép+zé. (2:3)
d ; )
v = d—’t‘ = Rép+ Rép+ze,
= Reégp+ Rpeé,+zé. (2.4)
dv - : o\ A .
a=— = (R— R¢*)ép+ (2Rp+ Rp) &, + Z &, (2.5)

Dabei sind e und é. die Einheitsvektoren in radialer und vertikaler Richtung und e, = é. x ép
der Einheitsvektor in tangentialer Richtung.

Die Bewegungsgleichung a = F = —V® fiir einen Korper der Einheitsmasse m = 1 in einem
radialsymmetrischen und konservativen Kraftfeld lautet nun

dd® d®
a — —V@(R,Z) = —E éR_ Eéz (26)
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108 Anhang B. Mathematische Herleitungen

Vergleicht man die Koeffizienten der Einheitsvektoren und beachtet man R = VR, ¢ = vg/R
und Z = v., so ergibt sich folgender Zusammenhang;:

L
YRT OTUR TR
1d® wgv,
- - _ 2.7
’U‘P Rng R ( )
. 42
v, = e

Die kollisionsfreie Boltzmann-Gleichung in Zylinderkoordinaten stellt sich nun dar als

Go_ A v o

dt Ot OR ROp "0z
2 e\ of 1 do\ o  do of
Ye_d2) d L YL 2.8
+<R dR) dun R(”R””dgo) v, dz ov. (28)

B.2 Kontinuitits- und Jeans-Gleichung in Zylinderkoordinaten

Entsprechend B.1 lassen sich auch die Kontinuitidtsgleichung (2.13) und die Jeans-Gleichung
(2.19) in Zylinderkoordinaten umformen.

Die Kontinuitétsgleichung lautet dann

dp | 10(Rpvgr)  9(pv.)
o R orR | oz O (2.9)

und die Jeans-Gleichung (zerlegt in die drei Koordinaten)

8(pvr) | O(pvd)  O(pvRvs) vh—vl  de\

o " or T 0. P\Tr tar)=" (B.102)
8(pv,) O(pvmv;)  O(pviTD) 2

(pv,) + (pPURD,) + (pv.77) + p TR =0, (B.10.b)

ot OR Oz R

d(pv.) | O(pvgv:)  A(pv?) | pugv: | dP
: 2 _o. B.10.
a8 T or | oz R Paz =0 (B-10.c)

B.3 Herleitung des Virialsatzes

An dieser Stelle soll das tensorielle Virialtheorem aus der Boltzmann-Gleichung (2.9) hergeleitet
werden. Es liefert fiir Gleichgewichtszustinde eine universelle Relation zwischen potentieller
und kinetischer Energie des Systems, siehe Kap. 2.2.3.
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Identifiziert man p mit der Massendichte, multipliziert Gl. (2.17) in Kap. 2.2.2 mit z; und
integriert anschlieBend iiber alle Orte, so erhélt man

pv;) 55 _ / O(pvr7;5) 3 / 0P
/a:i 5 d’x = x; . d’x pxiax'dx. (B.11)

J

Der letzte Term hierbei ist der Tensor der potentiellen Energie:

o ;

J

W = —/p(x)a:i— d’x (B.12.a)

Mit der Definition des Gravitationspotentials als

B(x) = —G/

!
x
,0( ) d3xl
|x — x|
und einer kurzen Umformung x; — x, — x; ergibt sich
!

Wi; = —%G// p(x)p(x') et _|$i)(xj ~ %) pyx. (B.12.b)

x' — x|

Der Tensor W ist also symmetrisch: W;; = W;;. Seine Spur beschreibt die totale Gravitations-
energie W des Systerms:

W = Sp(W)

Z:Wu = —%G/p(x)/ |)f’(f’ic| dx'd*x = %/p(x)@(x) d*x (B.13)

Der mittlere Ausdruck in Gl. (B.11) kann mit Hilfe des Gauf’schen Satzes und partieller Inte-
gration (p(x) — 0, fur |x| — co) umgeformt werden zu

8 )
/%’ (ng]) d'x = _/5ikpmd3x = —2K;, (B.14)
L

wobei der Tensor der gesamten kinetischen Energie K definiert ist iiber

1 1
Kij = 5 /mePX = Tij + EHU y (B15)

1
T, = 3 /pQ_)ﬂ_)j d*x und II; = /pafj d*x . (B.16)

Die Tensoren T und II stellen die kinetische Energie dar, die in der gerichteten Schwerpunkts-
bewegung des Systems steckt, bzw. dessen innere Energie, die der Zufallsbewegung der Teilchen
entspricht. Auch diese beiden Tensoren (und damit K) sind symmetrisch.
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Symmetrisiert man auch den ersten Term in Gl. (B.11), so lautet dieser:

1d
5% /p ($i17j + l'ﬂ_)i) d3X = 2Kij + Wij = ZT” + Hij + Wij . (B17)

Die partielle Zeitableitung 9/8¢ formt man tiber (2.7) in eine totale Ableitung um, wobei nun der
konvektive Anteil mit Hilfe des Gaufi’schen Satzes eliminiert werden kann. AnschlieBend sieht
man die Ableitung vor das Integral. Der Ausdruck 148t sich weiter in eine Bewegungsgleichung
fiir den Tréagheitstensor I des Systems umformen. Dieser ist definiert als

I; = /p:ci:cj ’x. (B.18)

Leitet man diesen Ausdruck nach der Zeit ab, erhilt man

@ = [ s n e [ Si e Px -
/p'l_)k(a:i(;jk + xj(;ik) d3X = /p(’l_)zilij + ﬁjxi) d3X , (B].g)

wobei im zweiten Schritt die Kontinuitdtsgleichung (2.13) und im néchsten partielle Integration
ausgenutzt werden.

Das tensorielle Virialtheorem lautet demnach

1d°I;
2 dt?

== 21—'” + Hij + Wij . (220)

Diese Gleichung stellt einen fundamentalen Zusammenhang zwischen morphologischen
(Tragheitstensor I und Tensor der potentiellen Energie W) und kinematischen Gréfien (Ten-
sor der kinetischen Energie K) her.

Betrachtet man den Gleichgewichtszustand des Systems (I = 0) und ist man nur an den totalen
Energien interessiert, Sp(K) = Sp(T) + $Sp(IT) = K ist die gesamte kinetische Energie und
entsprechend Sp(W) = W die gesamte potentielle Energie, so erhilt man

2K + W =0. (2.21)

Dies ist der (skalare) Virialsatz.



Anhang C

Numerische Methoden

C.1 N-Korper-Rechnungen

Die dynamische Zeitentwicklung selbstgravitierender Systeme aus N Teilchen 148t sich mit
verschiedenen numerischen Methoden auf einem Rechner simulieren (eine exzellente Einfithrung
liefern Hockney & Eastwood 1981).

Direkte Integration, d.h. die Auswertung der Gravitationswechselwirkung jedes einzelnen
Teilchens des Ensembles mit jeweils allen anderen — auch PP-Methode genannt fiir particle par-
ticle interaction — , bendtigt pro Zeitschritt 1/2N(N — 1) Kraftberechnungen. Der Rechenauf-
wand steigt also quadratisch mit der Teilchenzahl, was der tatsichlichen Realisierbarkeit grofier
Simulationsrechnungen auch bei Verwendung von Integrationsschemata hoherer Ordnung (Aar-
seth 1971 oder Makino 1991) und multipler Zeitschrittweiten (Ahmed und Cohen 1973) selbst
auf den heute verfiigbaren Supercomputern enge Grenzen setzt. Typischerweise betrdgt N nicht
mehr als einige 10* Teilchen (siehe etwa Hernquist 1987).

PM-Schemata

Die Entwicklung der Fast-Fourier-Transformation (einen umfassenden Uberblick zu diesem
Thema bietet das Buch von E.O. Bringham 1974) ermdglichte die Umsetzung effizienter
Particle-Mesh Methoden (PM), bei welchen die Teilchen- und damit Massendichte auf ein festes
Gitter — mit M Stiitzstellen — iibertragen wird und man die Kraft auf ein einzelnes Teilchen durch
Losung der Poissongleichung fiir dieses gemittelte Dichtefeld vermittels Fouriertransformation
und Faltung erhélten. Die Verwendung der FFT reduziert den Rechenaufwand auf O(M log M),
so daf Simulationen bis zu einigen 10°> Teilchen machbar wurden. Grofle Nachteile dieser Me-
thode sind zum einen die beschrinkte rdumliche Auflésung, gegeben durch den Abstand der
Gitterpunkte — was durch den Einbau von Subgittern in Bereichen héherer benétigter Auflésung
einigermaflen umgangen werden kann — und die geometrischen Restriktionen, denen das zu be-
handelnde Problem aufgrund der Inflexibilitit eines festen Gitters unterliegt.

P3M-Schemata

Der Versuch die Vorteile der PP und der PM-Schemata zu nutzen, fithrt zur Entwicklung
der P3M- Methode — particle-particle particle-mesh —, einem Hybrid, der die Wechselwirkung
mit nahen Teilchen durch direkte Summation — und damit hoherer Genauigkeit — beschreibt
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und das PM-Verfahren fiir entfernte Partikel verwendet. P3*M-Codes sind daher wesentlich
schneller als reine PP-Programme und erlauben einen sehr groflen dynamischen Bereich rdum-
licher Auflésung. Somit eignen sie sich gut zur Beschreibung inhomogener Systeme mit groflem
Dichtekontrast. Trotzdem bleibt die eingeschrinkte geometrische Flexibilitdt durch das Vor-
handensein eines festen Gitters bestehen. Die Rechenzeit skaliert bei P°M im wesentlichen
mit O(N,N), wobei N,, die mittlere Anzahl an Nachbarteilchen darstellt, die fiir den PP-Teil
herangezogen wird.

Multipolentwicklung

Die Genauigkeit von Gittermethoden zur Berechnung des Potentials 148t sich erhthen, durch
Verwendung weiterer Ordnungen der Multipolentwicklung der Dichteverteilung zur Losung der
Poissongleichung. Bricht man diese Entwicklung in niedriger Ordnung ab, ist diese Methode
hocheffizient und der Rechenaufwand skaliert mit O(nN), wobei n die Anzahl der ausgewer-
teten Multipolmomente ist. Bricht man jedoch die Entwicklung zu frith ab, wird die globale
Struktur des Potentials in zu starker Weise durch die Wahl der Basisfunktionen beinfluf3t, so
daB nur diejenigen Probleme 16sbar sind, bei denen Gesamtsystem und Entwicklungsbasis die-
selben Symmetrieeigenschaften besitzen. Somit ist es schwierig, diese Algorithmen auf sehr
inhomogene Systeme anzuwenden. Eine weiter Eigenschaft solcher Mean-Field-Ansétze ist die
komplette Unterdriickung individueller 2-Kérper-Effekte, so dafl man sie auf keinen Fall auf
kollisionsdominierte Systeme — wie etwa die Zentralbereiche von Kugelsternhaufen — anwenden
sollte. Zur Beschreibung kollisionsfreier Systeme mit sphérischer Symmetrie — etwa Elliptischer
Galaxien — stellen sie jedoch ein hervorragendes Hilfsmittel dar. (siehe dazu auch den Uber-
sichtsartikel von van Albada 1986 und Referenzen darin)

Hierarchischer Tree Code

Seit Ende der 80er Jahre existiert eine weitere Gruppe von Algorithmen, die die Vorteile von
PP und der Mean-Field-Entwicklung vereinigt (Appel 1985, Barnes 1986, Barnes und Hut 1986,
Jernigan 1986, Press 1986): Die Kréfte von nahen Teilchen gewinnt man iiber direkte Summa-
tion; entferntere Partikel faflit man in — mit wachsendem Abstand gréfler werdenden — Gruppen
zusammen und nimmt eine Multipolentwicklung des Potentials jedes dieser Cluster um seinen
Schwerpunkt vor. Der grofiskalige Anteil an der Beschleunigung wird nun als die Summe von
Teilchen-Cluster-Wechselwirkungen gebildet. Dabei realisiert man die Organisation der Teil-
chen in Gruppen unterschiedlicher Hierarchie in einer baumartigen Struktur, weshalb man diese
Art von Algorithmen als Tree Codes bezeichnet. Die Vorteile dieses Verfahrens liegen auf der
Hand; zum einen macht die approximative Natur der Kraftberechnung fiir weit entfernte Systeme
Tree Codes erheblich schneller als direkte N-Korper-Verfahren; die Rechenzeit pro Zeitschritt
steigt mit der Teilchenzahl N wie O(N log N), im Gegensatz zu O(N?), so dal Simulationen
mit sehr grofien Teilchenzahlen (bis zu einigen 10°) méglich werden. Zum anderen macht das
Fehlen eines festen Gitters oder einer bevorzugten Geometrie das Verfahren sehr flexibel. Es
gibt a priori keine Restriktionen an die globale Struktur des Problems und ebenso ist die rdum-
liche Auflésung — zumindest prinzipiell — unbeschrinkt (alleine eine Glattung des Potentials
auf kleinen Skalen, die eingefiihrt werden muf}, um numerische 2-Korper-Effekte zu vermeiden,
setzt hier Grenzen). So ist ein solches Verfahren bestens geeignet zum Studium hoch inhomoge-
ner Systeme, wie etwa Entwicklung von Kugelsternhaufen, St68e von Galaxien oder grofiskalige
Fluktuationen im frithen Universum, um nur einige Beispiele zu nennen. Tree Codes haben sich
heute zu einem der wichtigsten Hilfsmittel fiir stellardynamische Untersuchungen entwickelt.
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Abbildung C.1: Zweidimensionaler Baum fiir 100 zuféllig auf ein Quadrat verteilte Partikel.

C.2 Der Tree Code

Aufgrund der oben angefiihrten Vorteile der Tree Codes findet diese Methode auch in den im
Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten stellardynamischen Simulationen der Reaktion von Ku-
gelsternhaufen auf externe Storpotentiale ihre Anwendung.

Grundsétzlich haben sich bei Astrophysikern zwei gleichwertige Methoden durchgesetzt, die
Teilchen eines Systems in einer hierarchischen baumartigen Struktur zu Gruppen zusammenzu-
fassen:

In dem Verfahren von Appel, Jernigan und Porter (AJP) (Appel 1985, Jernigan 1985, Por-
ter 1985) werden Paare néachster Nachbarn zu einem Knoten zusammengefafit. In einem néchsten
Schritt wiederum werden jeweils zwei benachbarte Knoten in einen hoherwertigen Knoten ver-
einigt und das ganze so lange wiederholt, bis das gesamte System in einem einzigen Knoten -
Wurzel (root) genannt — erfaBt ist. Der so entstandene Baum hat ungefihr log, N Ebenen und
die Zahl der zu berechnenden Wechselwirkungen pro Zeitschritt skaliert so o< N log N.
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Barnes und Hut (1986, kurz BH) gehen einen anderen Weg; sie erhalten die Baumstruktur durch
hierarchische Unterteilung des Raumes in kubische Zellen, was in gewissem Sinne dem euklidi-
schen Analogon des AJP-Algorithmus entspricht.

Zunichst wiahlt man eine kubische Box (root), die das ganze System aufnehmen kann und unter-
teilt sie in acht Oktanden (bildlich gesprochen, die ersten acht Aste des Baumes). Fiir die acht
Zellen errechnet man aus den darin enthaltenen Teilchen Schwerpunkt und Multipolmomente (in
allgemeinen bis zum Quadrupolmoment, siehe dazu Kapitel C.2.2) des Gravitationspotentials.
Nun unterteilt man jede einzelne Zelle weiter in acht Subzellen, errechnet wieder Schwerpunkt
und Multipolmomente und verfadhrt nach diesem Schema so lange fort, bis sich in einer Zelle
nurmehr genau ein Teilchen befindet. Diese Endzellen bilden die , Blatter“ des Baumes. Um
den Speicherbedarf des Programms so gering wie moglich zu halten, werden nur jeweils besetzte
Zellen in den Baum eingetragen. Eine zweidimensionale Visualisierung dieser Vorgehensweise
liefert Abb. C.1, bzw. in drei Dimensionen Abb. C.2.

Abbildung C.2: Dreidimensionale Unterteilung des Raumes in Zellen, wie sie etwa beim Stofl zweier Galaxien
kurz vor der ersten Annadherung auftritt.

Der vorliegende FORTRAN-Code stammt in seiner urspriinglichen Fassung von Lars Hernquist
(University of California, Santa Cruz), wurde von mir durch Implementation variabler Zeit-
schritte (siehe Abschnitt C.2.3) erweitert und an die fiir diese Diplomarbeit relevanten Problem-
stellungen angepafit. Er ist vollstdndig vektorisiert und lduft auf der Cray-YMP des Rechenzen-
trums Garching.

Im folgenden sollen einige numerische Detailes des Algorithmus genauer aufgefiihrt werden:
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C.2.1 Offnungskriterien

Damit die Verwendung eines Tree Codes gegeniiber gewohnlichen PP-Verfahren iiberhaupt
Vorteile bringt, mufl man ab einer bestimmten Distanz die direkte Teilchen-Teilchen-
Wechselwirkung durch die Zeit sparende Teilchen-Cluster-Wechselwirkung ersetzen. Das Off-
nungskriterium entscheidet nun, wann das geschehen soll.

In der Praxis geht man folgendermaflen vor:

Berechnet man die Kraft auf ein Teilchen, so beginnt man mit der root-Zelle des Baums und
6ffnet ihre acht Unterzellen. Nun untersucht man, welche davon das Offnungskriterium erfiillt.
Ist dies der Fall, so kann man die Gravitationswechselwirkung mit der gesamten Zelle heran-
ziehen. Ist das Kriterium nicht erfiillt, so mufl man die jeweilige Zelle weiter auflésen und mit
deren Unterzellen genauso verfahren. Wegen des grofien Dichtekontrastes der meisten astro-
physikalischen Probleme kann man erst in héheren Ebenen der Baumstruktur damit aufhoren.
Ebenso stoppt man, wenn die betrachtete Zelle nicht weiter auflésen werden kann, man also
bei den ,Blittern“ des Baumes, d. h. den Einzelteilchen angelangt ist. Im Mittel bendtigt das
etwa log NV Schritte. Der Algorithmus I48t sich auf einem Vektorrechner so implementieren, daf}
das Abarbeiten einer Ebene des Baumes gleichzeitig, will heiflen in einer einzelnen vektorisier-
ten Schleife, geschehen kann. (Noch einfacher wird das Verfahren auf einem massiv parallelen
Rechner, da das sukzessive Offnen immer kleinerer Zellen gut rekursiv dargestellt werden kann.)

Das Offnungskriterium selbst 148t sich in verschiedenen Formen angeben; siehe hierzu Sal-
mon & Warren 1994:

In ihrer urspriinglichen Formulierung verwenden Barnes und Hut (1986) hierzu den Offnungswin-
kel 6 der betrachteten Zelle. Sie akzeptieren die Multipolapproximation als ausreichend genau,
wenn das Verhiltnis von Zellengrofie (d. h. Kantenlinge s des Kubus) zum Abstand r von
Teilchen und Zellenschwerpunkt kleiner ist als der Parameter 6. Die geometrischen Verhéltnisse
sind in Bild C.3 illustriert.

s/

Abbildung C.3: Urspriingliches Barnes & Hut Kriterium: Die Multipolentwicklung wird akzeptiert, wenn fiir
die betrachtete Zelle s/r <  ist, mit s = Kantenlinge und r = Abstand zum Schwerpunkt (SP).
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Offensichtlich ist die Wahl des Parameters 6 von grofiter Wichtigkeit fiir eine Simulations-
rechnung, bestimmt sie doch die Genauigkeit und Schnelligkeit des Programms. Ein Offnungs-
winkel von 6 =~ 0 entspricht direkter Summation iiber alle Einzelteilchen (d. h. einem reinen
PP-Code), weil jeder Teilchencluster vollstindig aufgelést wird. Ein grofler Wert fiir 6 reduziert
die Zahl der Wechselwirkungen pro Partikel, jedoch im Allgemeinen auf Kosten der Rechen-
genauigkeit. Die Rechenzeit skaliert niherungsweise o« 672. Astrophysikalische Simulationen
verwenden meist Werte 0.7 < # < 1.0 und brechen die Multipolentwicklung meist nach dem
Quadrupolterm ab (siehe auch Kap. C.2.2). Verwendung noch héherer Ordnungen steigert den
Zeitaufwand betrachtlich, was meist in keiner Relation zum Zuwachs an Genauigkeit steht, so
daf die Wahl eines kleineren 6 vorzuziehen ist (Hernquist 1987).

Dieses originale BH-Kriterium fiihrt jedoch bei bestimmter Geometrie zu groflen Fehlern, was
bis hin zur Selbstauflésung eines eigentlich stabilen Systems fithren kann (siehe hierzu Sal-
mon & Warren 1992). So wurde ein Minimum Distance Kriterium vorgeschlagen, welches anstelle
des Abstands Teilchen-Zellenschwerpunkt den Abstand des Teilchens zur nichsten Zellenkante
heranzieht (siehe Abb. C.4) und so vollig unabhéngig von der Partikelverteilung in der Box ist.
Dies ist in fast allen Féllen von Vorteil und fand auch in dieser Arbeit Anwendung.

A
[ J

Abbildung C.4: Verbessertes Kriterium nach Salmon & Warren: Auch hier wird die Multipolentwicklung
verwandt, wenn gilt s/r < 6, wobel nun r die minimale Distanz zu einer Zellenwand bedeutet.

C.2.2 Kraftberechnung

In einem kollisionsfreien stellardynamischen System ist die einzige Kraft der Teilchen unterein-
ander die Gravitation. Das Potential zweier individueller Partikel wird iiblicherweise durch ein
geglittetes 1/r-Gesetz beschrieben

m;msy

o(r) =— m

(C.1)

Dabei sind G die Gravitationskonstante, m; und m, die Massen der beiden Korper und € die
Softening-Lange. Diese Grofle fithrt man ein zur Reduktion rein numerischer 2-Korper-Effekte,



C.2. Der Tree Code 117

die stets auftreten, wenn bei der Beschreibung grofler Systeme viele Teilchen zu einem einzigen
Simulationspartikel zusammengefafit werden. Man ordnet einem gewissen Volumenelement mit
bestimmter mittlerer Teilchendichte, d.h. in dem viele Teilchen mehr oder minder gleichméBig
verteilt sind, ein einziges massives Simulationsteilchen zu. Dieses kann nun streuen an dem
Simulationsteilchen, das das Nachbarelement reprisentiert. Ein Vorgang, der sich alleine aus
der Diskretisierung der auf den Simulationsskalen mehr oder minder stetigen Dichteverteilung
der realen Systemteilchen ableitet. Um diesen Effekt zu eliminieren, mufl man dafiir sorgen, das
die Gravitationskréfte zwischen zwei solcher Superteilchen nicht auf Dimensionen kleiner als der
mittlere Zellenabstand, d.h. der mittlere Abstand zweier solcher Teilchen, wirken kénnen. Dies
bestimmt die Wahl von € und gleichzeitig die Grenzen der rdumlichen Auflésung der Simulation.
(Als Beispiel: Galaxien bestehen aus etwa 10'* Sternen, ihre Darstellung auf dem Rechner aus
groflenordnungsmiéfig nur 10° bis 10° Testteilchen; so da8 jedes einzelne eine Ansammlung von
10° — 10® Sternen représentiert!)

Das Potential einer Teilchengruppe (in einer Zelle) ist gegeben durch
O(r)=———-55r-Q-r, (C.2)

was einer Entwicklung bis in 2. Ordnung entspricht. M ist die Gesamtmasse des Clusters und
Q ist der spurfreie Quadrupoltensor. Er ist definiert iiber

Qij = > mi(3y,mh; — 1635), (C.3)
k

wobei die Summe iiber alle Partikel (Masse m;) der Gruppe zu nehmen ist (Landau & Lif-
schitz 1976, §32).
Die Beschleunigung folgt nun aus a = F/m = —V®/m als
G r
_7.

r G
a:—GMﬁ—l—gQ-r——(r-Q-r)

X - (C.4)

Der Quadrupoltensor Q fiir eine Zelle 148t sich nach dem Satz von Steiner sukzessive aus den
Subzellen (Ng) berechnen:

Q= Z Q + Z M,(3R,R; — R/1). (C.5)

IENs IENs
Der Index [ numeriert hierbei die Subzellen, M; stellt die Masse und R;R; den Tensor (R;;R; ;),
mit R; = X{™ — X", dem Vektor vom Schwerpunkt der Mutterzelle auf den Schwerpunkt der

Tochterzelle [ dar. Somit erhélt man die Quadrupolterme fiir alle Zellen ohne grofien numerischen
Aufwand.

C.2.3 Zeitschrittsteuerung

Die Wahl des Zeitschrittes fiir die Propagation des Systems stellt ein schwieriges numerisches
Problem dar: W&hlt man die Schrittweite zu grof}, lduft das Programm zwar schnell, jedoch stei-
gen auch die Fehler, die durch die Diskretisierung des Differentialgleichungssystems eingefiihrt
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werden. Ist At sehr klein, reduzieren sich zwar diese Fehler, aber das Programm arbeitet sehr
langsam und ineffizient. So bedeutet jede Wahl eines Zeitschrittes einen Kompromifl zwischen
Schnelligkeit und Genauigkeit. Bei stark inhomogenen Systemen steht man zusitzlich vor der
Schwierigkeit, dafl man die Dynamik in den Zentralbereichen hoher Dichte — wo grofie Geschwin-
digkeitsinderungen auftreten — gut auflésen muf}, um innerhalb der gew&hlten Fehlertoleranz
zu bleiben, was zur Folge hat, dafl man die Zeitschrittweite fiir diesen Bereich sehr klein wihlen
mufl. Fiir Teilchen in weniger dicht besetzten Regionen — etwa den dufleren Gebieten von Kugel-
sternhaufen oder Elliptischen Galaxien — bedeutet dies, dafl ihre Trajektorien mit viel zu grofler
Genauigkeit — im Rahmen der vorgegebenen N&herungen — verfolgt werden und so CPU-Zeit
verschwendet wird.

In der Astrophysik hat sich die Wahl At ~ (% — ﬁ)Tﬁ als ein geeigneter Kompromif; erwiesen,
wobei die Frei-Fall-Zeit 74 = /37/32Gp die typische dynamische Zeitskala eines Stellarsystems
darstellt (siehe auch 2.3.6).

Aufgrund obiger Uberlegungen, bietet es sich an, jedem Teilchen, entsprechend der Umgebung
in der es sich befindet, eine eigene Zeitschrittweite At zuzuweisen. Dies zu realisieren gibt es
eine schier uniiberschaubare Anzahl von Methoden. Einen Uberblick bieten etwa Hockney &
Eastwood 1981, siehe auch Ahmad & Cohen 1973, bzw. Hernquist & Katz 1992 und Stein-
metz & Miiller 1993 speziell fiir Tree Codes.

Fiir die vorliegende Diplomarbeit hat sich folgendes bewéhrt:

Tree Codes verwenden iiblicherweise ein zentriertes Leap Frog Schema zur Zeitintegration. Dieses
ist 2. Ordnung in At. Teilchenort und -geschwindigkeit werden jeweils nach einem halben Zeit-
schritt 2 At wechselseitig aktualisiert:

e = eV AL+ O(AF)
= v a T PAL+ O(AP)

K3

(C.6)

\%

Hierbei ist a?H/ ? die Beschleunigung berechnet an der Stelle r , d. h. genau in der Mitte

eines Zeitschrittintervalls; daher auch der Name zentrierter Leap Frog Integrator. Dies ist
wichtig, um das Integrationsverfahren 2. Ordnung zu halten.

n+1/2

i

Will man nun variable Zeitschritte implementieren, so ist es am einfachsten die jeweils kleineren
Schritte genau halb so groff und die néchst gréfleren genau doppelt so lange zu halten, und
muB nur dafiir sorgen, daB die Uberginge von einer Zeitschrittweite zur nichsten synchronisiert
sind (sieche Abbildung C.5). Dann bleibt die Ordnung des Verfahren ohne weitere Korrekturen
erhalten:

Jedes Teilchen ¢ des Systems wird mit der Systemschrittweite At (dem kleinsten Zeitschritt)
voran bewegt. Jedoch berechnet man die Kraft auf dieses Teilchen nur jeweils nach At;(m;) =
2™ At neu, m; ist hier der Zeiger auf die aktuellen Schrittweite des Teilchens i. Dazwischen wird
die neue Beschleunigung a?H/ ®in Gleichung (C.6) jeweils nach At linear aus den vorhergehenden
Werten interpoliert. So umgeht man ein aufwendiges Durchlaufen des Baumes und hilt des
Verfahren 2. Ordnung:

Tl+l/2 o Tzfl/Z

a; a; + () VF —ar iy, (C.7)

(2
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16At 4. Zeitschrittbin

8At 8At 3. Zeitschrittbin

4At 4At 4At 4A¢L 2. Zeitschrittbin

2At 2At 2At 2At 2At 2At 2At 2At 1. Zeitschrittbin

At | At | At | At | At | At | At | At | At | At | At | At | At | At | At | At 0. Zeitschrittbin
Zeitschritte Nr.: s v n—2 n—1 n Nl ndl et e e

Abbildung C.5: Schichtung der multiplen Zeitschrittstruktur bei 5 Schrittweiten. Fiir ein Teilchen mit der
kleinsten Zeitschrittweite wird nach jedem Systemschritt At die Kraft neu berechnet. Fiir Teilchen in der néchst
hoheren Ebene geschieht dies nach At(1) = 2At, entsprechend fiir Teilchen im m;-ten Bin nach 2™¢ System-
schritten. Dazwischen gewinnt man fiir diese Teilchen die Beschleunigung durch lineare Interpolation aus den
alten Werten. Ein Teilchen in der Ebene m; ist am Ende seines Zeitschrittes jeweils mit allen darunterliegenden
Teilchen synchron; mit Teilchen in der nichst héheren Ebene ist dies alle 2At(m;) der Fall. Ein Wechsel der
Zeitschrittweite ist nun moglich.

Ist der Zeitschritt At;(m;) beendet, dann wird die Kraft iiber das Tree Code Schema berechnet.
Ergibt nun der Vergleich mit der alten Kraft (0x,qf: = max(|F'¢* — F|/|F), V5 € {z,y, 2})
eine zu grofie Anderung st > 01, (etwa weil das Teilchen in ein Gebiet hoherer Dichte geraten
ist), so wird es beim néichsten Schritt mit kleinerer Schrittweite bewegt. Bleibt die Kraftinde-
rung innerhalb der erlaubten Toleranzen 07, /2 < dkpaft < d1o (mit d7,; typischerweise einigen
Prozent), so wird die gegenwértige Schrittweite beibehalten; &ndert sie sich hingegen nur wenig
(realisiert durch df,qpt < 0701/2), wird der Zeiger m; des Teilchens i um eins erhoht, was bedeu-

tet, die Teilchenbahn nun doppelt so lange zu interpolieren.

Auf diese Weise bleibt der Algorithmus 2. Ordnung in A¢ und man vermeidet gleichzeitig wert-
volle Rechenzeit zu vergeuden durch unnétig hiufiges Aufbauen das Baumes fiir Teilchen, die
nur wenig mit anderen wechselwirken. Je grofler der Dichtekontrast eines astrophysikalischen
Problems, desto betrdchtlicher fillt der dadurch erzielte Gewinn aus. Dies haben Testrech-
nungen ohne und mit individuellen Zeitschritten bei verschiedenen Dichteparametern bestétigt,
beispielsweise bendtigt die Entwicklung des ungestorten Standardmodells — siehe Kap. 4.1 — iiber
vier Freie-Fall-Zeiten knapp 39000 CPU-Sekunden, bei Verwendung individueller Zeitschritte.
Bei gleicher Energieauflésung braucht das Programm ohne diese etwa doppelt so lange.

C.2.4 Energieerhaltung

Eine wichtige Bezugs- und Kontrollgréfle fiir die Verlédfllichkeit eines Programms und die Giite
der Parameterwahl (etwa Offnungswinkel 0, oder Zeitschrittweite At und Fehlertoleranz 0To1)
stellt die Energieerhaltung wiahrend des Ablaufs der Simulation dar. Selbstgravitierende Systeme
erhalten die Gesamtenergie F;,; (als Summe aus kinetischer und potentieller Energie) exakt. So-
mit liefert F,.,;(t) ~ const. ein Indiz fiir eine gute Auswahl der Systemparameter, bzw. fiir die
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Richtigkeit der zugrundegelegten Modellannahmen. Grofle zeitliche Schwankungen hingegen las-
sen das Resultat einer Rechnung sehr fragwiirdig erscheinen.

Bei einer typischen Simulation mit dem Tree Code Programm und den oben genannten Para-
meterwerten ist die Energie bis auf Abweichungen von etwa 1% erhalten (siehe z.B. Abb. 4.2).
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