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~A = ~a×~b
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(~a2 − ~a1)×
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(~a3 − ~a1) = ~a2 × ~a3 − ~a2 × ~a1 − ~a1 × ~a3
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ρ = sin ϑ

ϑ

'

1
4πε0

(Q~er)/r
2 �(�#�e�3!#%�$�!#,�R�����$��®�����(���3©9%���
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A
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~er
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~r = (x, y, z)
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��!#�����
~ex, ~ey, ~ez
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x = r sinϑ cosϕ

y = r sinϑ sinϕ

z = r cosϑ
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∂~r

∂r

∣∣∣∣
ϑ,ϕ= ������� �

,
∂~r

∂ϑ

∣∣∣∣
r,ϕ= �����	� �︸ ︷︷ ︸

∼ 
��
�������
�����

,
∂~r

∂ϕ

∣∣∣∣
ϑ,r= ������� �︸ ︷︷ ︸

∼ ���������	���������

.
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∂~r

∂r
=




sinϑ cosϕ
sinϑ sinϕ

cosϑ


 = ~er,

∂~r

∂ϑ
= r




cosϑ cosϕ
cosϑ sinϕ
− sinϑ


 = r ~eϑ,

∂~r

∂ϕ
= r



− sinϑ sinϕ
sinϑ cosϕ

0


 = r sinϑ~eϕ
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(
∂~r

∂ϑ
dϑ

)
×
(
∂~r

∂ϕ
dϕ

)
= r2 sinϑ~eϑ × ~eϕ dϑ dϕ = r2 sinϑ~er dϑ dϕ
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IsÚ£re������/��*��)*����&4�g�����]�ª$TÈ#0�/(����5'��
���!#��NP���_R:��� %#����&4�]�Q�#0�/H��%��'���JI
�6vx��vx�  �¡4|4�4¢«��%��369�������(����%���&;���.$�����)������3�
��,;��������� 
�G4��Í[���JI'�(Is� �q�<���(&'���<��&4�*���(����,.���7�����«�¸$TÈ#0</(��� Ý5'��

��!#�M��%(0�/�NP���_��!#$�&4�]����/QÈ�$����)'

d ~A‖~er
=

∣∣∣∣∣∣

~ex ~ey ~ez
cosϑ cosϕ cosϑ sinϕ − sinϑ
− sinϑ sinϕ sinϑ cosϕ 0

∣∣∣∣∣∣
· r2dϑdϕ . . .

½M�(��0�/Q��%�$���0</�
#�����U,.��������0�/-��%(0�/-��Rq����$���&'���J���(���;�����_Í�%�&'��$ !�È#0</(�
d ~A
�����®Ø|Æg��0</�����0�
�Ù_,����M�
��������� Ý!�È#0�/(���	����Æ]��0</���%���&7����������!#�4

�����������'q

r dϑ
ro%��(�������]Í�$�������

������������q

% dϕ = r sinϑdϕ
re�(����������$�$��*I

ß	���'qy�
IsÚ£re�����(�UNP���P���	����� �µ��&'�4�Q�(�#�M�[��%��(����0�/(�[�ª$�%��4��������&4�<��$¸)�%UR:������0�/��(���&'
∫

A

d ~A · ~E =

∫ π

0
dϑ

∫ 2π

0
dϕ r2(ϑ, ϕ)� sin ϑ

1

4πε0

Q

r2�
~er · ~er︸ ︷︷ ︸

=1

= 4π
1

4πε0
Q =

Q

ε0

qy�
Is�£r

.

A

Q

q{��%��g69�������(����%���& ' ∫ π

0 dϑ sinϑ =
∫ +1
−1 d(cos ϑ) = 2

r
A?���]Rq�����<È�����&'���Ô��$���!;�W���g©"%���
���$T�#��%���&'���Á�(�#���[��%��(����0�/(������������)_�����gR:��$�����R���&'�

&'����0�/�$�!4�<�����(�[�ª$TÈ#0�/(���	%�,
Q
�

�ª���°&'����0�/�$�!4���<���(�]�ª$TÈ#0�/(���J�'�����
Q
����0�/��o������/Q��$������J�4/(��Rq���;����0�/;�����P1e�������<È�&'�P�����

���������-��%���0�/(����!#�4��%���

�����	������&'��&'����&'��������)������Á�ª$TÈ#0�/(����/(���<��%(�*I
∫

A

d ~A · ~E = 0

�����g�(��)�%�&'��/ %#����&'�@5'!#$�$����<È��(����&'�}½M%(������%(0�
U�����M��%(0�/Ô���-����/QÈ�������0</(���Ô©ª!#$T����
'!
!#����� Ý�Q��������No��&'���	��������������)*�������
ϑ, ϕ

%�,;���<È��(��$���0�/JI
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Qi
����&4��R��;����0�/ ��%���0</�$����(�*�����

� Rq����$T��&'����%���&�q���¡���vx����z�~f��y���zd|arV�(�(�����g����0�/�/������g%�,Õ%��Q��R�/QÈ���&4��&'�}Í��<È������_/Q���(����$����

~E(~r) =
1

4πε0

∑

i

Qi(~r − ~ri)

|~r − ~ri|3
=
∑

i

~Ei(~r)

����������$����(�*�����®��%��q�����:!4��������!#�Ã�����_�W���������;69$���

����!���=
�Q��,���
Ã��$�$�&'��,;�����O�<��/��[NP��0�/�����&(I9�����;/QÈ���&4������&
�(��,�����)�%(�<��,�,;���J�"�(��� �����U�Q��$������*�"���(�������.��$������������ #g=�����!
��=��Q��,���
:�ª$����(�*������� �����:�����������T��$�&4$���� Ý0�/�%���&'����&'������&'���J�°NP���7NP�������QÈ��������(!
0�/�����/(���ONo���������JI°�Q��$�$�� qWNP���7���Ö�����;�o/���!#,;!
��=
�Q��,���
q�°�����
! /(��!#�����.���������<����
'���ÃA ��0</(����$�NP����
�%���&'����r���%(0�/O�����;�(��$������@����$�R(���}�����(� �¸�#��%���&-���<��&'���J�J�����}������$�� Ý�(�*��������%��:�����q!4��������!#������0�/��g,;��/��g����$T��%�R��*I

�'����)��gNo���(�����-NP���g%��(�g��R�5'!#�������-©9%���

��$T�#��%���&'���Ô/����U)�%-����� �µ�#��%���&'������0</������&'

%(~r ′) =

�µ�#��%���&
�"!#$�%�,;��� qW���c�(������������,.��$"r =

dQ

dV
.

�����®��%�,�,.������!#�Ö��R:��� ! ����$�$T�#��%���&'��� Q =
∑

iQi
&'��/����(�����O��R:���}���

Q =
∫
V
d3r′%(~r ′)

%��(�¼NP���
����/Q��$������

~E(~r) =
1

4πε0

∫

V

d3r′
(~r − ~r ′)
|~r − ~r ′|3 %(~r

′).

A?���PR���$���������%��-�(�#���_��%��(����0�/(���ª$TÈ#0�/(������������&4�<��$ ∫
A
d ~A · ~E(~r)

%��(�U5'�����<��%(��0</(���	�����_>¡������&4�<������!#�(���
qW���c�(������������,.��$�����%�,�,.������!#�(����rP5'!#�

d ~A
%��(�

d3~r ′ I
∫

A

d ~A · ~E(~r) =
1

4πε0

∫
d3r′ρ(~r ′)

∫

A

d ~A · (~r − ~r ′)

|~r − ~r ′|3︸ ︷︷ ︸�0& § - &*"%).&('
� "%)0�.&*" 13 �� ¦ )0$�1 § /�- ¦ ) �
ª &(" ~r ′

qy�
I¢�dr

�_�#�M�ª$TÈ#0</(������������&4�<��$K��%(�!qy�
I¢�drP����&4��R��
4π
�S��$�$��

r′
�����(����/Q��$�RJ�q%��(�

0
�y��$�$��

r′
��%(���<����/Q��$�RÔ�������¸$TÈ#0</(�

$�����&4�*I

=⇒
∫

A

d ~A · ~E(~r) =
1

ε0

∫

V

d3r′ρ(~r ′) =
1

ε0
Q ,

No!#R:���
V
�(�#��5'!#�

A
������&'����0�/�$�!4�<�����(���"!#$�%�,;���Á�����*I:A?���_����/Q��$������¼��$���!®�(�#�}�_��%��(����0</(�;>|������&4�<��$9���

��$�$�&'��,;�����(���M�Q!#��,�I

����l L���������$���0</;Rq��
'!#,�,��",.���7��%(0</;%�,�&'��
'��/����o��%(�"����, �_��%��(���<0�/(���«�����<����)]�(�#�o�3!#%�$�!#,}R Ý �����<����))'�ª���M������©9%���
���$T�#��%���&
Q
Rq���

~rQ
N3�������},.���H�(�#�g>¡������&4�<��$ ∫

A
d ~A · ~E(~r)

��%��9�����(����Í�%�&'��$�!#R:���"!�È#0�/(�
qW,����gÆ��#����%(�

R
ro%�,

~rQ
��%(��'

½M%(�_�����}ÆM�#���T��$���=�,�,;����������5'!#� ~E(~r)
�S!#$�&4� ~E(~r) ‖ (~r − ~rQ)

%��(�H,����
R = |~r − ~rQ|

��������

�[�(�#�
�3!#%�$�!#,}R Ý �_��������))'

4πR2
∣∣∣ ~E(~r)

∣∣∣ =
Q

ε0

=⇒ ~E(~r) =
1

4πε0

Q

R2
~e~r−~rQ

=
1

4πε0

Q

|~r − ~rQ|2
~r − ~rQ
|~r − ~rQ|
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ρ%��(�-Æ��#����%(�

R
'�A ���(���}�(�#���_��%��(����0</(���������<����)@��%��"�����(�[Í�%�&'��$Ñ�yÈ#0�/(��,����MÆM�#����%(�

r
���J�(No!#R:���J��%��

�����[������&'����0</�$�!4�������(��� �µ�#��%���&'���-)¶È�/�$����&'

∫

A

d ~A · ~E(~r) =
1

ε0

∫

V

d3r′ρ(~r ′) =
1

ε0
ρ
4π

3

{
r3

�����
r ≤ R

R3 �����
r ≥ R

½M%(�]�����gÆM�#���T��$���=�,�,;���������_5'!#� ~E(~r)
�S!#$�&4�]NP���_!#R:���

∫

A

d ~A · ~E(~r) = 4π r2
∣∣∣ ~E(~r)

∣∣∣

%��(���(��,����

~E(~r) =
ρ

3ε0

~r

|~r|





r
�����

r ≤ R

R3

r2
�W���

r ≥ R

�ª���
r ≥ R

/Q��R:���;��!#,����°NP���������"�(�#�K�3!#%�$�!#,}R Ý ����������)g�W���9�����(�e©9%���

��$T�#��%���& Q = 4π
3 R3ρ

����/Q��$������b�

EGF���F��:e���_aUWlb_ao ����KPo ~E(~r)
�����[����5'����&'����) q
+M%(��$�$����<È���
'��r]�����P�"��
���!#�×�S��$������ ~E(~r)

�����]���x�(������������$��

����5 ~E(~r) = lim
V −→ 0

∫
A
d ~A · ~E(~r)

V

No!#R:���
V
�(�#�_5'!#�

A
������&'����0�/�$�!4���<���(�;�"!#$�%�,;��� �����*�:N3��$�0�/(������%��e�����¼©9%���
��

~r
)�%(�<��,�,;����&'��)*!#&'���

NP������I
ß	���]����, �_��%��(����0</(���H�����<����)[����&4��R��g����0�/

∫

A

d ~A · ~E(~r) =
1

ε0

∫

V

d3r′ρ(~r ′) ' ρ(~r)

ε0
V ,

No!#R:����,.����������$�����)����_½MR(��0�/QÈ���)�%���&(��&4��$�����&���%��e�W���e���c�(������������,.��$��
V
����%���0�/	½g��No���(��%���&.�����Pß	��� Ý����$�No�������º����)*�����[����/QÈ�$��*IQ6"���(������)*���-����&4��R��g��0</�$������4$���0�/

����5 ~E(~r) =
ρ(~r)

ε0

���QÈ������;N3��������� NP���;�����U����5'����&'����)-��%���0�/ �����������������T������!#� ��� ÍM!�!#�������Q����������%(�������(0�
'���?q�����5 ~E =
~∇ · ~E rVI
�6vx��vx�  �¡4|4�4¢�1e�����<�#0�/������ NP���@��%�� �����(�®©9%���
���$T�#��%���&O��$�����������)��S��$�$]�����(����Í�%�&'��$P,�����/(!#,;!#&'���(���
�µ�#��%���&'��5'����������$�%���&(I�>¡�-½MR(��0�/��������[�
IsD°��re/Q��R:���-NP���M&'������/(���J�q�(���;�����M����� �¸�#��%���&«������Í�%�&'��$

Q =
4π
3 R3ρ

&4��$��*��No!#R:���
R
������Í�%�&'��$��<�#����%(�M%��(�

ρ
����� �¸�#��%���&'������0�/����}R:��)*����0�/��(���*I
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�ª��� |~r| < R
&4��$��]������/Q��$�R

����5 ~E(~r) =
ρ

ε0
=
Q

ε0

3

4πR3
,

!
�����g��$�$�&'��,;�����(������%(��&'�������(0<
��

����5 ~E(~r) =
Q

ε0
· f(R, r)

,����
f(R, r) =





0
�����

r > R

3

4πR3

�����
r ≤ R

>¡������&4���������9,.������%��;������Í�$T��,�,;���<��%(������%(0<

f(r,R)

��R:���9�(�#�°&'���<��,}���e�"!#$�%�,;���J�4����/QÈ�$��9,.���;�V8(��

�
G�No��&'���

∫
d3r f(r,R) =

4π

3
R3 3

4πR3
≡ 1 .

qy�
I ¨ r
1e�����<�#0�/������	NP���g�(�#�]�"����/Q��$������-5'!#�

f(r,R)
R:���

R −→ 0
'

f(r = 0, R) −→ ∞ (R −→ 0)

f(r 6= 0, R) −→ 0 (R −→ 0)

qy�
I » r

½M%��W&4��%��(�@5'!#�.��$�����0�/�%���& qy�
I ¨ r¸%��(�`qy�
I » r¸����&4��R��"����0�/J�#�(���
f(r,R)

�W���
R = 0

�����(�3������������,;���(����!#�Q��$��
�����<�#04����0�/(�@����$��<���W%���

����!#�

δ3(~r)
�(����������$�$��*IQ�����}����$��<����%���
�����!#�Ô
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��������������������������������� �µ�������]5'����No�����<����NP���g�(��/(���M��%��9�����-���QÈ����������MÍ[����������$J��Rq���]������������R�%�����!#�(���JI

G4G



� � ��� ����� �$	������ ���$���G� 	 ��� 	�� ����������� � � ���)������	

� ��� \]b2dg^Wd &K`�f�iWbqjPZgd
	���`(dMYP`�iW\_^ 9 +_dMfj,Cf�\�+�iWdMY]`

� FIH�F���V�^`_aMN_bScZdU e�^�gYh�_
�«KaZ�_aoYZ�eNVTM

.
\

\
\

\
\

.

~ra

~rb

x��¶l �_�#����$���
���������0</(���(��$��O�����������(����%��������®69����/(��������$T�#��%���&Ã�(!#��,����������UÍ��<�����*�
No��$�0</(���g���������M69$���
�����!4���<������
«)*������%��Q��R�/QÈ���&4��&«�����*I
A?���gR:�����<�#0�/������Ô��%��	�����@½g��R:�����M���Ô�����(����69����/(��������$T�#��%���&«R:����, ! �<���(���:!#�����%��9�����(��,ÕA ��&;5'!#�

~ra
�Q�#0�/

~rb
'

W =

∫ ~rb

~ra

d~r ·E(~r) = −U

No!#R:���
U
����� � �c��|�|�¡4|4�7)�NP����0</(���	�����-©"%���
������

~ra
%��(�

~rb
�(����������$�$��*I
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U
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'!#�(������%��������MNo���������JIQ�_��)�%UR:�����<�#0�/����},.�����(��R:���(������/(���(���[½MR�R���$���%���&(I

.
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I

II

~ra

~rb
�Q��$�$�� ∫ ~rb

~ra
d~r · ~E(~r)

5'!#, A ��&-��R�/QÈ���&4��&(�µ��$���!«�����_������A ��&'��>]%��(�Á>�>P5'��� Ý��0�/����������H�����*�q��!7NP��������,.���Á��%���0</H1e��N3��&4%���&U)'I�1�Iq������$T����&�������A ��&'����> Ý >�>)�N3����)�%�, ½M%(��&�����&'����%���

�
~ra
)�%����(0<
�
'��/������J�q/QÈ���������Rq����½g��R:�����g&'��N3!#���(���JI

�����<��%(�3�S!#$�&4�*�
�(��� −U(~r) =
∫ ~r

~r0
d~r · ~E(~r)

�<�����<È#0</�$���0�/U��%��P5'!#�
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��R�/QÈ���&4�*I

~r0�����PRq��$�����R���&(����Rq���P�S�����*I

uc��l �_��,����]
'!#,�,;����NP���g)�%��g���x�(��������!#�-�����g©ª!#���������T��$���'

ϕ(~r) = −
∫ ~r

~r0

d~r · ~E(~r) + ϕ(~r0)

No!#R:���
ϕ(~r0)

R:��$�����R���&(�Q��$���!@�������JN3È�/�$�RQ���M�����'qW)'I�1�I
ϕ(∞) = 0

rVI(�_��,����g����&4��R��g����0</-�����}���Q������%���&
U��$��

U = −
∫ ~rb

~ra

d~r · ~E(~r) = ϕ(~rb) − ϕ(~ra) .

A?���]$�������������%��Ô�����(�[�_����������$�$�%���&.�����M69�(����&4�����<����)*������%(�g�����g1e��No��&4%���&'��&4$�����0�/�%���&U�����(���g,.�#������5'���
�µ�#��%���&'�����<È�&'����������� �µ�#��%���&

q
/(����'

m~̈r = q ~E(~r) =⇒ m~̇r · ~̈r = q~̇r · ~E(~r)
ß	��� d

dt
(~̇r · ~̇r) = ~̈r · ~̇r + ~̇r · ~̈r �S!#$�&4� d

dt
(m

2 ~̇r
2) = q~̇r · ~E(~r)

I(��%���0�/	>|������&4�����������	����&4��R��g����0</-�(���<��%(�
∫ tb

ta

dt
d

dt

(m
2
~̇r 2
)

= q

∫ tb

ta

dt
d~r

dt
· ~E(~r) = q

∫ ~rb

~ra

d~r · ~E(~r)

=⇒ 1

2
m~̇r 2tb −

1

2
m~̇r 2ta = −q(ϕ(~rb) − ϕ(~ra)) .

������6"�(����&4�����<����)@�W���������(��� �¸�#��%���&'�����<È�&'���_������ßH�#�����
m
%��(� �¸�#��%���&

q

#�����	,.���Ô�(��/(�����S!#$�&'��� Ý������,.���'���	�<0�/�������R:���&'

1

2
m~̇r 2tb + qϕ(~̇rb) =

1

2
m~̇r 2ta + qϕ(~̇ra) ,

No!#R:���������
����No����$��«��������� ! ����, �����-
����(��������0</(�	6"�(����&4���-R:����0�/�������R��*�3�����
����No����$��7)�No������� ! ����, ������:!#������������$�$��}6"�(����&4���[��,Õ��$���

��������0�/(���Ô�(��$���I
� |���vx�f �¡�|4��¢o�����_�¸$TÈ#0</(��� qW��,

2 Ý ����,;���(����!#�Q��$����&' �J����������r3,����P
'!#�(���<��������,Ç©¸!#���������T��$¸/(�����'����� ��%�� Ý�:!#���������T��$ !�È#0�/(���JI

G*D
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� F���F�� UWV�\GeN_bo�Z
x��¶l AC����Rq��������,�,;���CNP���;R:���]&'��&'��Rq���(��,

ϕ(~r)
�(�#�7��$���
���������0</(�-�(��$�� ~E(~r) � AC���.,}�(�������C/�������Rq���R:�*�#0�/������J���(���

ϕ(~r)
�����Ô��
4��$T���×�S��$���� ~E(~r)

/�����&'��&'���	�����-�"��
���!#�×�S��$��UR���$������*I
A?���]�����:��������)����������	)�%(�������]�Q�#0</

~r
'

ϕ(~r + ∆~r) − ϕ(~r) = −
∫ ~r+∆~r

~r

d~r · ~E(~r)

��%���0�/Ô½g��No���(��%���&7�����gß-��������$�N3�������<����)*���g
4������,.���U�����P

$������(�
∆~r
�(�#�]>¡������&4�<��$ª��%���0�/

ϕ(~r + ∆~r) − ϕ(~r) = −E(~r) · ∆~r + O(ε2)
q ¨ I�G�r

��R(��0</QÈ���)*���J�(No!#R:��� O(ε2)
NP���[��R�$���0�/	ÆM������������,;�_�����6�M������%���&

ε2
Rq��)*����0</��(���-,���� |∆~r| ≈ ε

I
�"����N3���(�����¸,.�������(���<�����µ5'!#�

~r
�����������}ÍM!#,��q!#�(���������

x, y, z
�*�<!e
#�����[,.���@�����"©ª!#���������T��$���������������)

���Ô��$�����0</�%���&�q ¨ I�G�rP��%(0�/U�S!#$�&'���(������,.���'���H��0�/�������R:���&'

ϕ(x+ ∆x, y + ∆y, z + ∆z) − ϕ(x, y, z) =
ϕ(x+ ∆x, y + ∆y, z + ∆z) − ϕ(x, y + ∆y, z + ∆z)
+ϕ(x, y + ∆y, z + ∆z) − ϕ(x, y, z + ∆z)
+ϕ(x, y, z + ∆z) − ϕ(x, y, z)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

��$��P�Q����������$�$��}½MR�$�������%���&'���&'
∂ϕ
∂x

|x,y+∆y,z+∆z∆x
∂ϕ
∂y

|x,y,z+∆z∆y
∂ϕ
∂z |x,y,z∆z

��%���0�/ ! ��=
$�!#� Ý 69���|NP��0�

$�%���&-�����]�Q����������$�$����Ô½gR�$�������%���&'���	$TÈ��4�M����0</-�����g��������� ! ����,Ó��� ∆x
5'�����������y� Ý0�/(���&'

∂ϕ

∂x
|x,y+∆y,z+∆z∆x =

∂ϕ

∂x
|x,y,z∆x +

∂ϕ

∂x∂y
|x,y,z+∆z∆x∆y +

∂ϕ

∂x∂z
|x,y+∆y,z∆x∆z

=
∂ϕ

∂x
|x,y,z∆x +O(ε2)

�_��,����g����&4��R��g����0</U�����]�����[©¸!#���������T��$������:��������)�)�%�� �M������%���&
ε
�<0�/�$������4$���0�/

∆ϕ = ϕ(~r + ∆~r) − ϕ(~r) ≈ ∂ϕ

∂x
|x,y,z∆x +

∂ϕ

∂y
|x,y,z∆y +

∂ϕ

∂z
|x,y,z∆z

= (
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z
) ·




∆x
∆y
∆z


 =

&4�<�#�
ϕ · ∆~r , q ¨ IsD£r

!
�����]���	�����������������T��$���0</�������R�No�����<�
dϕ =

&4�<�#�
ϕ · d~r ��No!#R:���µ&4�<�#� ϕ = (∂ϕ

∂x ,
∂ϕ
∂y ,

∂ϕ
∂z )
I(�"����&4$�����0�/(���HNP���

��$�����0</�%���&nq ¨ IsD£r3,����M��$�����0�/�%���&�q ¨ I�G�rV�Q��!�����
'�����(���-NP���

~E(~r) = − &4�<�#� ϕ(~r) .
½M%(�

∆ϕ =
&4�<�#�

ϕ·∆~r �S!#$�&4�*�¶�(���g�����¸�"��
���!#�µ&4�<�#� ϕ ��,�,;���¸������

����0�/��ª��%��(����� � ��%����:!#���������T��$ !�È#0�/(���������/���'Y�q����&4�������g�"��

��!#�
∆~r
���	Æ]��0</���%���&®�����M©ª!#���������T��$ !�È#0</(���J�J��!������

∆ϕ = 0
��������/��

∆~r
�(��&'��&'���

������

����0�/��7��%���������©ª!#���������T��$ !�È#0�/(���J�e��!Ô�����
∆ϕ

,.��8
��,.��$yI96"���(�
2 Ý ����,;���(����!#�Q��$��-½M��No���(��%���&Ã��,�<È�&4$���0�/(��� �J��R:���-�����(������� #,%#/(����$����������	����� �¸���(��
#���������J��������/(�_½gR�R���$���%���&	G4I

uc��l AC���[������)*���Á��%�� ��� �(�#�_A ��&4��������&4�<��$ ∫ ~r

~r0
d~r · ~E(~r)

������>Ë�����������<È�� ~E(~r) = − &4�<�#� ϕ(~r)
�����Á%��(�

����/Q��$������	�<!;��%��ª%�,�&'��
'��/�������,ÇA ��&'�[�����_%�������������&4$���0</(�}���x�(��������!#�	�����]©ª!#���������T��$�� '
∫ ~r

~r0

d~r · ~E(~r) = −
∫ ~r

~r0

d~r
&4�<�#�

ϕ(~r) = −
∫ ϕ(~r)

ϕ(~r0)
dϕ = −(ϕ(~r) − ϕ(~r0))

G*�
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x

y

.

h = const.

grad h

½gR�R���$���%���&-G ' # %#/(����$�����������%��(�Ô���<�#���������

����l��opQwP´��
�QwS�
 �u#Ð]�� ¥�V� �(!#$�&'���(���}L�!#�<������!#�(���-�����(��È���%���54��$�������'

&4�<�#�
ϕ =

(
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z

)
=

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
ϕ(x, y, z) = ~∇ϕ

�_��Rq���������
( ∂

∂x ,
∂
∂y ,

∂
∂z )
�����-�����������������T��$�!#�:���<����!#�g%��(� ~∇ NP�����	��$��]L���R�$T�#!#�:���<����!#���[R:��)*����0�/��(���*I

����l�*K�� ¥�¶¹� ¥��r A?���9R:�����<�#0�/������7�����e/(!#,;!#&'���(��� �µ�#��%���&���%��:�����(���"Í�%�&'��$(,���� �µ�#��%���&'������0</����
ρ
%��(�

ÆM�#����%(�
R
Iq�_�����H����&4��R��[����0�/H,����}�
IsD°��rP�����_�(�#��©¸!#���������T��$K���Á½gR�/QÈ���&4��&4
'�����_5'!#�

~r
qWA ��&���%��e����,

ÆM�#����%(�]No��&'���-$�����0</�����������Æg��0</���%���&4re%��(�U�W���
~r0 = ∞ '

ϕ(~r) =

∫ ~r

∞
d~r ·E(~r) + ϕ(∞) =





4

3

ρR3

4πε0

1

r
r > R

ρ

ε0

(
1

2
R2 − 1

6
r2
)

r ≤ R

�4��l«¯ª���
�(~���~�t« ¢{«�Q��t �Mwyx��� ¥��~�{<��~ >¡, �(!#$�&'���(����� 5'����No���(�����CNP���������UÍ_��������������&'��$]%��(��©9��! Ý��%�

������&'��$��W���M½gR�$�������%���&'���&'
G4IP6K�]����� ~∇ f(r) = f ′(r)~r

r

���(� ∂
∂xf(r) = f ′(r) 2x

2
√

x2+y2+z2

qS���Q��$�!#&.�W���
y
%��(�

z
r3,����

r = |~r| =
√
x2 + y2 + z2

I
D�I ~∇ (f1(~r) f2(~r)) = (~∇ f1(~r)) f2(~r) + f1(~r)(~∇ f2(~r))

��Ie�"��

��!#������$�$
'

~∇ ( ~V1(~r) · ~V2(~r)) = (~∇ ~V1(~r)) · ~V2(~r) + (~∇ ~V2(~r)) · ~V1(~r)

=

(
~∇
)

( ~V1 )︸ ︷︷ ︸�q����$��

(
~V2

)

︸ ︷︷ ︸���Q��$����
+

(
~∇
)

( ~V2 )

(
~V1

)

� 
 /  � ¥ '#1���� / ª�§ /
	  1�/ ©)© 1 � ¥ ) &*"%)0& © / § 13&('#1�� ©)§ " � �.&*) � ¦  #"%$!"%). 1#' ¦�© &*)�1���&*"%)0& '���/ ¦ 13& �0/ ) -!&('3&*) � ¥ ' © -!&('�
�� & �'�/21 ¥ ' & '3" ).)0&('#1 �
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N3!#Rq���µ)'I�1�I (~∇
)

( ~V1 ) =




∂
∂xV1x

∂
∂xV1y

∂
∂xV1z

∂
∂y
V1x

∂
∂y
V1y

∂
∂y
V1z

∂
∂zV1x

∂
∂zV1y

∂
∂zV1z


 �Q���Q��$�!#&������ V2

I

#M�����e������/��P,.���J���(����,.�����(�#�eÆg��0�/��(���-,����]���<�#�������������	��%(0</-��$��e�"��
���!#� Ý %��(�UßH��������)*��������0�/���%���&��%c�J�#�������-
4�����JI(ßH���-
4�����Ô��$���!;�"��
���!#�<���Q��$�=������M,����M�����M����5
�����_R:����������Rq���&'�ßÔ�#0</(����������������)����������
%��(�OßÔ��������)*����,�%�$�������$���
#������!#� qW%��(�O���QÈ������@��%(0</OÍ�����%�)�����!
��%�

�@���ÖÈ�/���$���0�/(����A ��������r_,����������Q���(�����
5'�������<È�&4$���0�/b�

z��¶l��°n�{<xQr����@��  �ª��wy��~�{V ¥x(r 6"�3&4��$��
dϕ = ∂ϕ

∂xdx+ ∂ϕ
∂y dy+ ∂ϕ

∂z dz
�W���e�����(�M�(%���
�����!#�

ϕ(x, y, z)
I��_�����

�����
dϕ
�����(�}�M���������������T��$Ñ�S!#��, '

dϕ = ax(x, y, z) dx + ay(x, y, z) dy + az(x, y, z) dz
,����

ax =
∂ϕ

∂x
, . . .

ßH�����<��&4�g�(�����&'
dϕ
�����]����� y{zdy{��	�vf~��0� � vx� vx|�y��I��	ÑI

A?���"&'��R:���.��%��«�(�#�o�<!#&'���Q����������>|������&4�<������!#�(��
�������������%�,Õ���&''>Ë���
ϕ
)�N3����,.��$q����������&}�����:��������)�������RQ���*�

�(������&4��$��],����M!#R���&'��,
ax, ay, az

∂ax

∂y
=

∂

∂y
(
∂

∂x
ϕ) =

∂2

∂y∂x
ϕ

(∗)
=

∂2

∂x∂y
ϕ =

∂

∂x
(
∂

∂y
ϕ) =

∂ay

∂x

��I×/JI(���P&4��$��M�����}��$�����0�/�/(�����MRq���«q���r��#I(�_�����U�S!#$�&4�P,����
(~a×~b)z = axby − aybx

'

∂

∂x
ay −

∂

∂y
ax = 0 ⇐⇒


~∇×




ax

ay

az






z

= 0
�����




ax

ay

az


 = ~∇ϕ

�_�#�P�(!#�|N3���(����&'��Í�������������%�, �(���W���*�Q�(���;�����(�[�����:�����������T��$Ñ��!#��, ��������!#�<��$����g�����������������T��$µ�����*�������g��$���!

~∇×




ax

ay

az


 = 0 .

ß	���



ax

ay

az


 = ~∇ϕ ��!#$�&4�g��%���&4��%��(�-�����P�"�����<��%(��0</�RQ����
'�����_�����]�Q����������$�$����-�����������������T������!#�(���

~∇× (~∇φ) = 0 =⇒ (~∇× ~∇)︸ ︷︷ ︸	 § ��& ª '�/!4
φ = 0 .

�J����)����������M�����]����/��P������%�������5 ' ~∇× ~∇ = 0
I
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∂x1∂x2

(p) =
∂2

∂x2∂x1

(p) , p ∈ D
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À���l *o�� ¥�*¹� ¢��r����g��w×r��
 s{*p(~�À	�Q��w��¸~�{�wynq¹� ¥�
δQ
��,ÅG4I�#���%������º����)}����� ! /(����,;!
��=��Q��,���


δQ = dU − p dV

�����P
'��������!#�<��$����M�����:�����������T��$yI
½M���Q��/�,;� '

δQ
��������������!#�<��$����"�����:�����������T��$yI'�_�����������ª�W���9�����������*��$����o�_�#�

Q
N3��&'���

dU = nCV dT%��(�
p = nRT/V

��R�/QÈ���&4��&.5'!#�
T
%��(�

V
%��(�-���]����&4��R��g����0</

δQ = nCV dT +
nRT

V
dV .

��������/������'� ∂Q
∂T

= nCV
%��(� ∂Q

∂V
= nR T

V

�°������No��������������&'��$����«�����
δQ
��$�����!#�<��$����������:�����������T��$]�����

>Ë�����������<È�� ∂
∂V

(∂Q
∂T

) = ∂
∂T

(∂Q
∂V

)
I¸6"�[����� ∂

∂V
(nCV ) = 0

�ª��Rq��� ∂
∂T

(n R T
V

) = nR
V

6= 0
�µN3�#�[)�%O�����(��,

A?��������������%(0�/-�W��/����*I(½M$���!@�����
δQ

'��������!#�<��$����M�����:�����������T��$yI

A?���e5'������%(0�/(�����(��/(���*�������(���U��!#&(I
��������&4�����������(�����-����
���!#�
f(T )

)�% �(�(�����J����!��(���@�����
f(T ) δQ =

f(T )nCV dT + f(T )nR T
V dV

�����@��$�����0�/�%���&

∂

∂V
(f(T )nCV ) =

∂

∂T

(
f(T )

nRT

V

)
= 0

���×����$�$��������*I°�����;��������� ! ����,B������!������(����0�/���$���0�/C&4$�����0�/ 0
I9�����������×��!#��������� ∂

∂T (f(T )n R T
V ) = 0

�"��$��<!
f(T ) = c

T

��No!#R:���
c =
0�!#�(���*I

A?���]���x�(�����������	�(��/(���
dS = δQ

T

��$��P��!#�<��$����M�����:�����������T��$¸�������b¡4~xy{��| ��~W��� � #Pv	�

S(T, V ) =

∫ S(T,V )

S(T0,V0)
dS + S(T0, V0) ,
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'!#�(������54������5'���gÍ��<�����×�S��$�� ~F (~r)

R�)�N[I������]�����-��$���

��������0�/(���M�(��$�� ~E(~r)
&'��)*����&4��'

~E = − &4�<�#� ϕ(~r) ⇐⇒
∮
d~r · ~E(~r) = 0

�����g��$�$��_&'����0</�$�!4�������(����A ��&'�

(~F (~r) = − &4�<�#� V (~r)
���-�����]ßÔ��0�/Q������


)

~E = − &4�<�#� ϕ /(�����4�

~E = −
(
∂ϕ

∂x1
~e1 +

∂ϕ

∂x2
~e2 +

∂ϕ

∂x3
~e3

)
= ~∇ϕ

,���� ~∇ =




∂
∂x1
∂

∂x2
∂

∂x3



���	�����gÍg!
!#�������Q�������(�(����������$�$�%���&(I�AC���]R���$������ �×����)�� ~∇× ~∇ '

~∇× ~∇ =

∣∣∣∣∣∣

~e1 ~e2 ~e3
∂

∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

∣∣∣∣∣∣

= ~e1

(
∂2

∂x2 ∂x3
− ∂2

∂x3 ∂x2

)

︸ ︷︷ ︸
=0

+~e2

(
∂2

∂x3 ∂x1
− ∂2

∂x1 ∂x3

)

︸ ︷︷ ︸
=0

+~e3

(
∂2

∂x1 ∂x2
− ∂2

∂x2 ∂x1

)

︸ ︷︷ ︸
=0

(a) ∆x1

(b)

∆x2

(c)

(d)

�ª���.�����(��)�N3����,.��$�����������&Ã�����:��������)�������RQ�����H��%���

����!#� &4��$��«��$���! ~∇ ×
~∇ = ~0

����I×/JI(��!#��&4�<�#�
= ~0
�(������/(�_/�������)�%Ô��%(0�/	½MR(��0</�������� ¨ IsD¸�xrVI�A?���

����/Q��$������ ~∇× (−~∇ϕ)︸ ︷︷ ︸
~E

= −(~∇× ~∇)ϕ = ~0
����I×/JIq��!#� ~E := ~∇× ~E =

~0
�����7����� |Yzdy�w«vx| ��� ��vf~ÁÍ�������������%�, �W���®�(�#�7��$���

��������0</(�	�(��$��C���������
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d~r · ~E(~r) =

∫ x1+∆x1

x1

dx′1E1(x
′
1, x2, x3) (a)

+

∫ x2+∆x2

x2

dx′2E2(x1 + ∆x1, x
′
2, x3) (b)

+

∫ x1

x1+∆x1

dx′1E1(x
′
1, x2 + ∆x2, x3) (c)

+

∫ x2

x2+∆x2

dx′2E2(x1, x
′
2, x3) . (d)
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(b)
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(d)
)�%(�<��,�,;����%��(������/Q��$�������,����]����,Çß-��������$�N3�������<����)������]������� Ý���������T��$�����0</���%���&«�����

x̄1 ∈ (x1, x1 + ∆x1), x̄2 ∈ (x2, x2 + ∆x2)
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d~r · ~E(~r) = −

∫ x1+∆x1

x1

dx′1∆x2
∂E1

∂x2
(x′1, x̄2, x3) +

∫ x2+∆x2

x2

dx′2∆x1
∂E2

∂x1
(x̄1, x

′
2, x3) .
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¯̄x1 ∈ (x1, x1 +

∆x1), ¯̄x2 ∈ (x2, x2 + ∆x2)
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d~r · ~E(~r) = −∂E1

∂x2
( ¯̄x1, x̄2, x3)∆x2 ∆x1 +

∂E2

∂x1
(x̄1, ¯̄x2, x3)∆x1 ∆x2 .
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∆x1,∆x2 −→ 0
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d~r · ~E(~r) =

(
−∂E1

∂x2
+
∂E2

∂x1

)
∆x1 ∆x2 = (

��!#� ~E)3∆x1 ∆x2 ,
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lim
∆x1,∆x2→0

∮

 & � ��13& � $

d~r · ~E(~r)

∆x1 ∆x2
= (
��!#� ~E)3

����!#,;����������0</-
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∆x1 ∆x2
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∆x1 ∆x2 ~e3
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~v(~r) = ~ω × ~r

�
~ω

'!#�(���<�����*I(�����g½g%(�<����%(0�


1

2
~∇× ~v(~r) =

1

2
~∇× (~ω × ~r)

ω ������� ���
=

1

2
(~ω ~∇ · ~r − ~ω · ~∇~r)

=
1

2
(~ω 3 − ~ω 1) = ~ω

LM��R:��������0�/���%���& '
(

∂
∂x1

, ∂
∂x2

, ∂
∂x3

)


x1

x2

x3


 = 3

�




∂
∂x1
∂

∂x2
∂

∂x3


 (x1, x2, x3) =




1 0 0
0 1 0
0 0 1




q�ßÔ��������)*����,�%�$�������$���
#������!#��r
R:����0�/�������R��}�����.Æg!#�<������!#� �����_A?����Rq��$��¶I:�"!#������0�/��}R:���"�����[½g��No���(��%���&H���������<�#����,.�����J���<0�/(���Ã69��� ÝNP��0�

$�%���&'���<����)*���6qaØ|1e½g�G���3½M1KÙI��Æg��&'��$"rx�������P�"��
���!#�<��$�&'��R��<�[�����"��!�)�%;5'����N3���(�����J���(���}�����o�M����������� Ý���T��$�!#�:���<����!#� ~∇ ��,�,;���[5'!#�}����, )�%¼�����:��������)����������(�����Ö½g%(�<����%(0�
Ô)�%Ã������/(��� 
'!#,�,�� qS���(�����������S��$�$��,}%��.,.���-�����[�����:�����������T������!#�	��%���0</	©°�S����$��

y
����%���$���0�/	,.�#0�/(����rVI

G ¨



� ��� � 	"� 	�������� ��� �$� ���$� � 	C���s
�������� �	��
 	C��� ��� � � �$����
�� 	��
��� ��� ��� ��� � ���$� �!� � � � 	��

uc��l«�g��w]´�x�{<��¿�nq~	´:{ºn:v¶�'�
∮

� &* � � §¨¥  # #&*).&+ ¦ ' ��& ¤

d~r · ~E(~r) =

∫

� §�
 � �0& � � ¥ )
¤
¦�© '�/2)�-.& 1

d ~A · ��!#� ~E

Ø|1e��No�����ËÙ qW�"!#$�$����<È��(����&'����1e��No�����]���	�����P�"��
���!#�<���Q��$�=������*���S!#���������]5
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∮

C

d~r · ~E(~r) =

3∑

i=1

∮

Ci

d~r · ~E(~r) =

3∑

i=1

(rot ~E)i(∆A)i = (rot ~E) · ∆ ~A
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∑

k

∮
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d~r · ~E(~r)
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∮

C

d~r · ~E(~r) = lim
n→∞

n∑

k=1

∮

Ck

d~r · ~E(~r) = lim
n→∞

n∑

k=1

(rot ~E) · (∆ ~A)k =

∫

A

d ~A · (rot ~E) ,

��$��<!�
�%���)
∮

C=∂A

d~r · ~E(~r) =

∫

A

d ~A · (rot ~E)

N3!#Rq���
C = ∂A

Rq������%������*���(�#���
C
�����}Æ����(��
�%���5'�������M�ª$TÈ#0�/(�

A
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� ∮

C
d~r · ~E(~r) = 0
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E = − &4�<�#� φ ⇐⇒
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C

d~r · ~E(~r) = 0 ⇐⇒ ��!#� ~E = 0

" F���F���V�^�� O��]_aUW_���^�gYhY_ �'_�^�_�Z��
L��#0�/.�����K6"�����W��/���%���&����.�����K6°8��q������,;�����<��$���/�=�����
�No���������7NP���K����������� ! /(��,.����%(�×����/���$���0�/(���KR:��/Q��� Ý����$��JI
½g%(�3�����3698
�:������,;�����<��$���/�=
����
 Ý �"!#��$�����%���&������oRq�����������e��������$�����0�/�%���&�Rq��
4�������*�
�����M�����M>|������&4�<� Ý����!#�Ö������ßH��&4�(���×����$�������R:���@�����(�.&'����0�/�$�!4���<���(�7Í�%���5'�

C
���O1e��)�����/�%���&Á������)��@,���������,B������!#,�!(%��

��%���0�/Ô�����_��%���0�/Ô�����[Í�%���5'�_R:���<���(�������[�ª$TÈ#0�/(�
A
'

∮

C

d~r · ~B = µ0I
1 ¥ 1 = µ0

∫

A

d ~A ·~j .

ß	���[����, ������);5'!#�¼����!#
'���}����&4��R��[����0</ ∮
C
d~r · ~B =

∫
A
d ~A · ( ��!#� ~B)

�:%��(� �(��/(���_&4��$��[�W���_R:��$�����R���&'�
�ª$TÈ#0�/(��� ~A

�����[½M%(���<��&'�
��!#� ~B = µ0

~j .

�����������P69��&'��R������M����/QÈ�$��],.���-��%(0�/J��N3������,.��������0</-�����_���x�(��������!#��5'!#�
rot ~B = ∇× ~B

5'!#�]½M%�&'���
/QÈ�$���'

(
��!#� ~B)i = lim

∆Ai→0

∮
Ci=∂(∆Ai)

d~r · ~B
∆Ai

= µ0(~j)i

�_��,����7������$�$��«����0�/C��!#� ~B = µ0
~j
&�����)ÔÈ�/���$���0</?�(���7NP���-����� +M%(��$�$�����&4$�����0�/�%���& �W���.�����	����5'����&'����)

�����_��$���

��������0�/(��� �(��$����¶�:�QÈ�,�$���0�/Ã����5 ~E = ρ(~r)
ε0

Ib��%(����, &4��$������ ������6"$���
�����!4���<������
Ô��!#� ~E = 0
I:����,

��������������0�/������������gßH��&4�(����!4���<������
U����5 ~B = 0
�(��I×/JI(���]&4��R��]
'�����(�_,.��&4�(��������0</(��� +M%(��$�$����JI

½M%(�
ρ(~r)


'!#���������;NP���9$�����0�/�� ~E(~r)
R:������0�/��(�����'�������9�����¸�����9�����;�Q��$�$ ~j− ~B

����0�/��K��!�$�����0�/��K, %#&4$���0</&'
69���|No��������,.����NeÈ�/�$��g������A ��&;�����]�"!#��$�����%���&.��Rq���]����� �µ!#��������)����<���(�×�S!#��,.������!#�RqWNe�#�g����0</(���]����0�/��
�����@/�������!#������0�/(��� #�����$�������%���&Á��������������0</��frV�"!
������,.���¼����/�������$���½M�(�<����)«�(�#���"��

��!#���q!#���������T��$ ~A(~r)�����J�������]�(�#�P&'��$�������,�%�� '

~B = rot ~A

I

dl

r 

>¡�-½gR(�<0�/���������G*E�I �9R�rPNo���������ÔNP���]$�����)����������-A ��&7Rq���<0�/������������JIq�M��� �&%4��%���&
������������©9��!#R�$���,;�*�J�(�#�!�)�Izdy�� ����������y�} ~��x�cv���vf~�v�y����JNo!#$�$����ÃNP�����×����!
0�/Ã�<0�/(!#�
/������M����&'��R:���&'(�ª���g����� �J���������������(0<
q����%���0�/Ô�(�#�]������������!#,

I
!(�����4�*�(&4��$���'

d ~B =
µ0

4π
I
d~l × ~r

r3
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 � ��iTcedgf�D�d�Y]h iËY &ª\]f¶`(d3b¸iab:jPZ]d�Y
������f�+�i¡Yg\P`(dMY�9�,¼\. ./01�b:jPZ]dMf �@\]`(h69
@Od6&"`���f�\[Y]\_^��3b¸iab

H���F{H]F��:e���_aUWlb_ao �
A?���P/Q��Rq���-�����}�M��5'����&'����)}5'!#� ~E ��$�� +M%(��$�$����<È���
'�[���x�(����������'

����5 ~E = lim
V →0

∫
A=∂V

d ~A · ~E
V

A?���_!#Rq����R:������%������
A = ∂V

���(�#���]����� �MRq���"!�È#0</(�
A
�(�#�]�"!#$�%�,;���

V
Rq���<���(�����*I��

(x1, x2, x3) (x1 + ∆x1, x2, x3)

(x1 + ∆x1, x2 + ∆x2, x3)

(x1 + ∆x1, x2 + ∆x2, x3 + ∆x3)

x1

x2

x3

A !#$�$����HNP���_�������M��5'����&'����);����5 ~E È�/���$���0�/ÁNP���@��!#� ~B = ~∇× ~B
��%���0�/ ½MR�$�������%���&'���Ã��%(�������(0<
'���J�

R:�����<�#0�/������ÖNP���@�(��)�%¼���<��

������0�/(����N3�������®�����(��� +M%Q�#�����`q��*Iµ!#R���&'�7½gR�R���$���%���&4r[,����}���c�(������������,.��$���,
�"!#$�%�,;����%��(� R:������0�/��(��� ∫

A
d ~A · ~E(~r)

��R:���7����� +M%Q�#������!#Rq���"!�È#0</(�4IM����&'������Rq����$�����&'���(���Ã�
���������
qW/������K)�%(�������o�����M�
���������«���;R�)�N[I'�Q���<��$�$���$�)�%��MG Ý D Ý 69R:���(��r"$����V�������®��%��W&4��%��(�7�����Kß	��������$�No�������<����)*���e����������:�����������T��$�����0�/���%���&

∫ x1+∆x1

x1

dx′1

∫ x2+∆x2

x2

dx′2(−E3(x
′
1, x

′
2, x3) +E3(x

′
1, x

′
2, x3 + ∆x3) =

∫ x1+∆x1

x1

dx′1

∫ x2+∆x2

x2

dx′2
∂

∂x3
E3(x

′
1, x

′
2, x̄3)∆x3,

No!#R:���
x̄3
�����(���®©9%���
��o)�NP����0�/(���

x3
%��(�

x3 +∆x3
�(����������$�$��*I
�����oß	��������$�No�������<����)������o>¡������&4�<��$�����0</ Ý��%���&«����&4��R��g�(�����U�����]�(�#�]!#R���&'�[��!#���:��$���������&4�<��$

∫ x1+∆x1

x1

dx′1

∫ x2+∆x2

x2

dx′2(−E3(x
′
1, x

′
2, x3) +E3(x

′
1, x

′
2, x3 + ∆x3) =

∂

∂x3
E3(x̄1, x̄2, x̄3)∆x1∆x2∆x3 .

�����;�
��������� !�È#0�/(���Ã����� +M%Q�#�������_���ÔR�)�N[Iq�Q���<��$�$���$9)�%��_D Ý � Ý 6"Rq���(����!¶NP����� Ý G Ý 69Rq���(��R:������0�/��(��� ����0�/���Q��$�!#&(I(ß	���
∆x1∆x2∆x3 = ∆V

����/QÈ�$��g,.���	��$��<!�'

����5 ~E = lim
V →0

∫
A=∂V

d ~A · ~E
V

=

3∑

i=1

∂

∂xi
Ei(x1, x2, x3) = (

∂

∂x1
,
∂

∂x2

∂

∂x3
)




E1

E2

E3


 = ~∇ · ~E

� 
 "%&* &()�13 �!'3" � ��1 -.&(' 
 &��0)0" 13" ¥ ) � ¥ ) (
' ¥ 1 ~B)i
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H���F �GF��'VTL�� � ^�gYh�_aU �PVYZ��
1e�����<�#0�/������	NP���]��%��-���������(��$���0�/(���M�"!#$�%�,;���&'
qW�"r®�����������]�"!#$�%�,;���-
4�����U,.���	��������!�8���,.������5-��%(�P

$������(��� +M%Q�#�������-)�%(�<��,�,;���(�<����)*���JI
qW���"r®�_�#���¸$TÈ#0</(������������&4�<��$3��Rq���������;ÆM���(� !�È#0</(�

A
�����@��������!�8���,������������¼�"!#$�%�,;���(����0�/�������R���,.���

��%��+��$��	��%�,�,;�Á��R:��������� �ª$TÈ#0�/(������������&4�<��$��¼�����-
�$������(��� +M%Q�#����� Ý �"!#$�%�,����Q� ∆Vi
IP�_�Ö�����

>¡������&4�<������!#�	��Rq���M�����������(�������	�ª$TÈ#0�/(���	NP���������]/(���<��%(�×�yÈ�$�$��*�(����/QÈ�$��],.���&'

∫

A

d ~A · ~E(~r) =
n∑

i=1

∫

∆Ai

d ~A · ~E(~r) ≈
n∑

i=1

(
����5 ~E)∆Vi

qW�����"r��_��/��],.������%��-)�%�,Ç��������)�N3�����
n −→ ∞ ��R:���*�(����&4��R��g����0�/-������������)_5'!#�H�_��%�� '

∫

A=∂V

d ~A · ~E(~r) = lim
n→∞

n∑

i=1

∫

∆Ai

(
����5 ~E)∆Vi =

∫

V

d3r︸︷︷︸�
dV

	
����5 ~E

ß	���g����5 ~E = ρ(~r)
ε0

����/QÈ�$��g,.���-�(������NP���������M�(�#���_��%��(����0�/(�@����������)

∫

A=∂V

d ~A · ~E(~r) =

∫

V

d3r
ρ(~r)

ε0
.

H���F �GF��._]ScZ�K]UWVToYVTM���^£e�^ e8O � VThTOn_aop\]_aU . Mm_bScZdUfe ��eNZ���Z�^4Mm_bh�UW_
A?���ª/Q��R:����R�����/(���"�����7���<�#�������������J�'�����P����5'����&'����)]%��(�������PÆg!#�<������!#��,����"����, �����������������T��$�!#�:���<����!#�
~∇ &'��R���$�������'

&4�<�#�
φ = ~∇φ, ����5 ~E = ~∇ · ~E, ��!#� ~E = ~∇× ~E,

��!#� ~B = ~∇× ~B

�ª���g�����_69$���

����!4���<������
®/Q��Rq���-NP���P��!#$�&'���(���@����������)�,.È��4��&4
'���������	����/Q��$������&'

����5 ~E =
ρ

ε0
,

��!#� ~E = 0, ~B = 0

69R:���(��!�&4��$��P���-�����MßÔ��&4�(����!4���<������
$'

����5 ~B = 0,
��!#� ~B = µ0

~j, ~E = 0

L��#0�/��S!#$�&'���(��� ! ��R:��$�$��]������/QÈ�$��K�����(����%(�<��,�,;���(������$�$�%���&@�����"NP��0�/�����&'�������7ÆM��0�/(��������&'��$��.��,��M,�&�����&
,����g����,ÓL���R�$T�#!#�:���<����!#�*I
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���������
	�	��
����������������������	����
������������� �"!#�%$&��	��������('*)+�-,���	�'.���-	�� ~∇ /10 ���
)%)+�-243 57698
: �����������;2

φ
�����

ψ
���+���<���.'*)('*	��>=����������+�-���
�4? ~U ���;� ~V �@�+���<A-�������-	����
	@���%�
�

=������
���%�
������B
/ '�8 ~∇ · ~∇φ =

���+A��
	�'
�
φ = ~∇2φ = ∆φ = ∂2φ

∂x2 + ∂2φ
∂y2 + ∂2φ

∂z2

/ ��8 ~∇× ~∇φ =
	��*���-	�'-�

φ = 0

/ � 8 ~∇(~∇ · ~V ) =
�
	�'
�����+A ~V = ~ex

(
∂2Vx

∂x2 +
∂2Vy

∂x ∂y
+ ∂2Vz

∂x ∂z

)

+~ey

(
∂2Vx

∂x ∂y
+

∂2Vy

∂y2 + ∂2Vz

∂y ∂z

)
+ ~ez

(
∂2Vx

∂x ∂z
+

∂2Vy

∂y ∂z
+ ∂2Vz

∂z2

)

/ �;8 ~∇ · (~∇× ~V ) =
���%AC	��-� ~V = 0

/ �78 ~∇× (~∇× ~V ) =
	��-��	��-� ~V = ~∇(~∇ · ~V ) − ~∇2~V =

�
	�'
�����%A ~V − ∆~V

/ED 8 ~∇ · (φ ~V ) = φ(~∇ · ~V ) + ~V · (~∇φ)

/ �F8 ~∇× (φ ~V ) = φ(~∇× ~V ) + ~V × (~∇φ)

/ ��8 ~∇ · (~U × ~V ) = ~V · (~∇× ~U) − ~U · (~∇× ~V )

/ �E8 ~∇× (~U × ~V ) = (~V · ~∇)~U − (~U · ~∇)~V − ~V (~∇ · ~U) + ~U(~∇ · ~V )

/HG 8 ~∇(~U · ~V ) = ~U × (~∇× ~V ) + (~U · ~∇)~V + ~V × (~∇× ~U) + (~V · ~∇)~U

/ ��8 ~∇ · (~∇ φ× ~∇ψ) = 0

ß	���]���|N3�#� � R�%���&;$T�#������������0</-�����_69��&'��R��������<����%(�]!#R���&'��� ! ��Rq��$�$��[$�����0�/��MRq������0</��(���JI
� |���vx�f �¡�|4� �8��¡ �HI � �£¢¸AC���9/Q��R:���;R�����/(���K�����g©9��!���%�

������&'��$q����&'��Ne���(���*��%�,uq � r¸)�%;R:������0�/��(���J��������/(�
��%(0�/Ô½gR(�<0�/�������� ¨ IsD°��rVI

~∇(~U · ~V ) = (~∇~U)︸ ︷︷ ︸JK'*��	��MLFN
O ��)%�
B

· ~V + (~∇~V )︸ ︷︷ ︸JK'.��	��%LFN
O ��)%�
B

· ~U

>¡�H!#R���&'��� ! ��Rq��$�$�������/QÈ�$��_,.���Á�����������(!#��,��:���(����, ,.���Á�����Ã���<�#����,.�����J���<0�/(��� 69���|NP��0�

$�%���&'���<����)����N3���(������'
~U × (~∇× ~V ) = (~∇~V ) · ~U − ~U · ~∇~V .

½M�Q��$�!#&��W��� ~V × (~∇× ~U)
I

��%�&4%������ �J����)��°�(!�0</���������&'�eNo����������� #M��$Ñ����,���������$y�������e��%���0�/;�������y�#0�/(�PÆM��0�/���%���&_��R:�������������ªN3���������

)%#���(���&'

• ~∇f(r) = f ′(r) ~r
r

q�Í_��������������&'��$"r

• �ª��� ~a =
0�!#�(���*I�&4��$�� ~∇

(
~a · ~V (~r)

)
=
(
~∇~V (~r)

)
·~a ��No!#R:��� ~∇~V (~r)

��$��eßH��������)*����,}%�$�������$���
4������!#�
��%���&'�V�y���4�]NP������I

• ~∇ · ~r = ( ~∇ )
(
~r
)

= 3
� ~∇~r =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 =

(
~∇
)

( ~r )
I ~∇~r NP�����«Ø ! ���(��!#������!
��%�
��ËÙ[&'���Q�������

%��(�	��$��]ßÔ�������Ñ8�,}%�$�������$���
4������!#�H�����(���6�q����$��_,����g�����(�������Q��$����[5'�������<���(�����JI
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H���F��«F �«KaZ�_aoYZ�eNVTM�[ �._bScZ�K�U��]KaZ�_aoYZ�eNVTM
x��¶l �ª���°������NP����R:��$Ñ�W���������9�Q��$�� ~E = −~∇φ ��!#$�&4�9����5 ~E = −~∇· ~∇φ = −∆φ

I
∆
NP�������]� � 	 �£� v ������vx�s�dy{z��

&'���Q�������M%��(�����P&4��$��
∆ =

∑3
i=1

∂2

∂x2
i

I
A ����������/����H�S!#$�&4���W���_�����HNP����Rq��$Ñ�����������_�(��$�� ��%���!#,.��������0</ ~∇ × ~E = −~∇× ~∇φ = ~0

Iq>|�Á�����_69$���
 Ý����!4���<������
U����/Q��$�������NP���g�(��,����M�����[��!#&(I��)z��"~ ~�z�| � � 	 vx�I�x��¡�|4�

∆ϕ =

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

)
ϕ =

−ρ(x1, x2, x3)

ε0

uc��l >|�������]ßH��&4�(����!4���<������
U,.�#0�/(���	NP���e��!#$�&'���(�����Ô½g�(�º����))'

~B = ~∇× ~A(~r)
,����M����,	��

��������������
���������� ~A(~r)

�ª���g������������½M�(�<����)_�S!#$�&4�

• ����5 ~B = ~∇ · ~B = ~∇ · (~∇× ~A)
� ��/21 �!' ¥ - ¦ $�1

= (~∇× ~∇) · ~A = 0

• ��!#� ~B = ~∇× ~B = ~∇× (~∇× ~A) = ~∇(~∇ · ~A) − ~∇ · ~∇ ~A = ~∇ (~∇ · ~A)︸ ︷︷ ︸!
−∆ ~A

~A
�����.����0�/��������(����%�����&ÖRq��������,�,��*�KNP���7����/������?�(��/(���U�����(�Ô��!#&'���Q��������� �>�I�x�4y��s��|�~8��z��x� �dy��Iz�|

��%���0</&' ~A+ ~∇f(~r)
�W��/����P)�%U��������������0�/(��, ßÔ��&4�(���×�S��$�� ~B ��������� ~∇× ~∇f = 0

q3�>����� �f� vx�"�cvx��y r
½M$��K6"��0�/�%���&@�S!#���������.NP���")�%(�ºÈ���)�$���0�/®����5 ~A = ~∇· ~A = 0

�'N3�#�3��$�� �Pz�¡�	 z�� � vx�I�x��¡�|4�;R:��)*����0�/��(���
NP������I

½M$��]69��&'��R������]%��(�<������� � R:����$���&4%���&'���	����/Q��$������-NP���g�(�����U�S!#$�&'���(���_�"��
���!#��&4$�����0</�%���& '

��!#� ~B(~r) = −∆ ~A(~r) = µ0
~j(~r)

q×G*E�I�G�r

�'�����®Íg!#,��:!#�(�������®5'!#� ��$�����0</�%���&jq×G*E�I�G�r}R:��������)��@�����«,.����/(��,.��������0</(�U�(!#��, �����(����©¸!#�����<!#������$���� Ý0�/�%���&(�Q��������� � %4��%���&7��%���0</Ô��%��q�����:!4��������!#�-�������3!#%�$�!#,}R��:!#���������T��$�� Q
4πε0 |~r−~r′|

������������/���'

ϕ(~r) =
1

4πε0

∫
d3r′

ρ(~r′)
|~r − ~r′|

69������������0�/(���(�	&4��$��P�����]�(�#�P�"��
���!#���:!#���������T��$

~A(~r) =
µ0

4π

∫
d3r′

~j(~r′)
|~r − ~r′| ,

�y��$�$�� ~j(~r′) ��, �g�(���(��$���0</(���Ô5'�����<0�/�NP���(������%��(�	
'�����(�}��!#�(������&'���	ÆM���(��R:��������&4%���&'���Á�V8
���������������JIQ�ª���
~B = ~∇r × ~A(~r)

����/Q��$������-NP���]�(�����

~B =
µ0

4π

∫
d3r′~∇r ×

(
~j(~r′)
|~r − ~r′|

)
=
µ0

4π

∫
d3r′ (−1)~j(~r′) × ~∇r

(
1

|~r − ~r′|

)

=
µ0

4π

∫
d3r′~j(~r′) × (~r − ~r′)

|~r − ~r′|3

D��



��� � �

������������ � � �)����	 � ����� � �$�����0�������)� ��� 	 ��� ��� ������� � ���$����
�� 	�� ���$� � 	C��� ��������� �����

A

I

dl~

½MR�R���$���%���&7D '�������!#,;��%���0</ !Q!4�������(��� �J������������$���,;�����

A?���P�W��/������Ô�����_�"!#$�%�,;������������&4�<������!#�Á��R:���g���	�����(�}�����(����,;���(����!#�Q��$��@>|������&4�<������!#�	��R:���g����� �µÈ���&'��� Ý��$���,;�������
d~l
' ∫

d3r′ −→
∫
dAd~l

��������/(�[½MR�R���$���%���&7D�I��������g����&4��R��g�(�#�6�)�Izdy�� ����������y�} ~��x�cv ��vf~�v�y��

~B =
µ0

4π

∫
I d~l × (~r − ~r′)

|~r − ~r′|3
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	 	 ���HdMf�dejPZ[Y. }Y D ck��Y ~∇ �����	��

φ(~r)

��

��� ~A
 [Y�+�
�����������


φ(~r)
i¡Y

f�dejPZP`�� iËY.&]^¡i"D�dMY ^8�!&¸\_^WdMY ��� ��f�+�iËY]\P`(d�Y ��b  [doheiWdg^¡^.iËY
�  D�dM^ &T����f�+�i¡Y]\]`(dMY

����������� ! /(��,;����Rq��������0</O�����[����/��[%�,��y����&4������0�/J�¸No����/Q��$�R¼NP���[/������}��%��������(��&'��

����)����.�Q�#�<��%���&����<È Ý�����������������-No!#$�$����JI

HbH]F{H]F ~∇ e8o5V�M"Mmlb_bO�_ae"o�_aoBK�UCZdhYKPo�K�UfOnVTMm_ao�* K K]Us\Pe8oYVYZ�_ao
�����g�����:�����������T��$�!#�q���<����!#�M����
4��������������0�/(���	Íg!
!#�������Q�������-�����]���x�(������������$�� ~∇ =

∑3
i=1 ~ei

∂
∂xi

I
�ª���g��$�$�&'��,;�����(���(�@Íg!
!#�������Q�������

ui
�����(�������_ÍM!�!#�������Q��������5'��
���!#�����H&'��&'��R:���-��%���0�/

~eui
=

1

| ∂~r
∂ui

|
∂~r

∂ui

q×G4G4I�G�r

No!#R:���µ�����[L�!#��,�������%���&7��%���0</-�����[��!#&(I �� ���	�vx|����� �y{z�� vx|
fui

= | ∂~r
∂ui

| ����������0�/��gNP������I
�6vx��~ ���{v�	 ¢3Í�%�&'��$�
'!
!#�������Q�������

r, ϑ, ϕ
qWA?����������/(!#$�%���&4r '

x = r sinϑ cosϕ, y = r sinϑ sinϕ, z = r cosϑ

�����[Íg!
!#�������Q��������5'��

��!#�����H�����(�U&'��&'��R:���-��%���0�/

~er =




sinϑ cosϕ
sinϑ sinϕ

cosϑ


 , ~eϑ =




cosϑ cosϕ
cosϑ sinϕ

sinϑ


 , ~eϕ =



− sinϕ
cosϕ

0




,����g�����Ô��
4��$������y��
���!#�����
fr = 1, fϑ = r, fϕ = r sinϑ

I
Íg!#,�,;���	NP���])�%����(0�
®)�%-�����-��$�$�&'��,;�����(���HÍg!
!#�������Q�������

ui
I�A ��&'���Á��$�����0�/�%���&�q×G4G4I�G�r3�����

~eui
· ~∇ =

1

fui

∂~r

∂ui
· ~∇ =

1

fui

∑

j

∂xj

∂ui

∂

∂xj

(∗)
=

1

fui

∂

∂ui
.

����� �M,���!#��,�%���&
(∗) ����&4��R��M����0</-��%(�g�����]Í_��������������&'��$y�q�������-���P&4��$��

∂

∂ui
f(x1(u1, u2, u3), x2(u1, u2, u3), x3(u1, u2, u3)) =

∑

j

∂f

∂xj

∂xj

∂ui

LM%��®��!#$�&4�

~∇ =
3∑

i=1

~eui

fui

∂

∂ui

q×G4G4IsD£r

�ª���]%��(�����]!#R���&'���M13������������$JRq������%������M�������

~∇ = ~er
∂

∂r
+

1

r
~eϑ

∂

∂ϑ
+

1

r sinϑ
~eϕ

∂

∂ϕ

D4�
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HbH]F �GF���#����
φ
[�#&%�' ~A

[����
	 ~A

• &4�<�#� φ(u1, u2, u3) = ~∇φ =
∑3

i=1
~eui

fui

∂φ
∂ui

�(������/(�_½MR(��0�/��������@G4G4I�G4I

• ��!#� ~A(u1, u2, u3) = ~∇× ~A
,���� ~A =

∑3
i=1 ~eui

Aui
(u1, u2, u3)

I�A ��&'���

~∇ui =
∑

j

~euj

fuj

∂ui

∂uj︸︷︷︸
=δij

=
~eui

fui


)%#���(���	NP���
~eui

��%���0�/
(~∇ui)fui

����������)*����%��(�U����/Q��$������

��!#� ~A = ~∇×
(

3∑

i=1

(~∇ui)fui
Aui

)

� ' ¥ - ¦ $�1#'3& ��& §
=

3∑

i=1



(~∇× ~∇︸ ︷︷ ︸

=0 !

ui)fui
Aui

− (~∇ui) × ~∇(fui
Aui

)





�"����N3���(�����ÃNP������$�����0</�%���&-�W���_�����¼���<�#������������� %��(�Á������Æg��$T������!#� ~∇ui = ~eui
f−1

ui

q��*I�!�I rV����!

)%#���(���	NP���PNo��&'���

∑

i,j

~eui

fui

×
~euj

fuj

∂

∂uj
(fui

Aui
) =

∑

i,j

εijk
fu1fu2fu3

~euk
fuk

∂

∂uj
(fui

Aui
)

�����}Æg!#�<������!#��5'!#� ~A
��%(0�/����	����������,����Q��������� Ý �
0�/�������R�No��������R�������&'���&'

��!#� ~A =
1

fu1fu2fu3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

fu1~eu1 fu2~eu2 fu3~eu3

∂
∂u1

∂
∂u2

∂
∂u3

fu1Au1 fu2Au2 fu3Au3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

• ����5 ~A(u1, u2, u3) = ~∇ · ~A ,���� ~A =
∑3

i=1 ~eui
Aui

(u1, u2, u3)
IQ�ª���g�����-ÆM��0�/�������=�������,Õ&4��$��]�����

~eu1 , ~eu2 , ~eu3

Rq����)�=


$�����0�/(���]�"�����<��%(�<0�/�%���&

~eu3 = ~eu1 × ~eu2 = (~∇u1) × (~∇u2)fu1fu2

%��(�-�(��,���� (~∇× ~∇ = 0
)

����5 ~A = ~∇ ·
{
(~∇u1) × (~∇u2)fu1fu2Au3 + (~∇u2) × (~∇u3)fu2fu3Au1

+(~∇u3) × (~∇u1)fu3fu1Au2

}

=
(
((~∇u1) × (~∇u2)) · ~∇(fu1fu2Au3) + ((~∇u2) × (~∇u3)) · ~∇(fu2fu3Au1)

+((~∇u3) × (~∇u1)) · ~∇(fu3fu1Au2)
)

ßH���ÃR:�*�#0�/����7�����.)�=�

$�����0</(���"�����<��%(��0�/�%���&Á������������)*��$��(��� ��%�,�,.���(�����b�ª��%���0</¼�����.½M��N3��� Ý��%���&������3©9��!���%�

������&'��$ ~∇· (~a×~b) = (~∇×~a) ·~b− (~∇×~b) ·~a %��(� (~∇× ~∇) = 0
5'�����������S�#0</����

����0�/-�����g½M%(������%(0<
qI(6"��������)*����NP���]NP��������� ∇ui
����!�����/Q��$������-NP���

����5 ~A =
1

fu1fu2fu3

{
∂

∂u3
(fu1fu2Au3) +

∂

∂u1
(fu2fu3Au1) +

∂

∂u2
(fu3fu1Au2)

}

D'�
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HbH]F �GF ���
	 ��#����
φ

����53&4�<�#�
φ(u1, u2, u3) = ~∇·~∇φ = ∆φ

NP��������$�� �b� � 	 �£� v � ����vx�s�dy{z���R:��)*����0�/��(���*�
∆ = ∂2

∂x2
1
+ ∂2

∂x2
2
+ ∂2

∂x2
3

I
>¡�}½MR(��0�/��������3G4G4IsDP/Q��R:���}NP���¸�����K�M��5'����&'����)e�����J�"��

��!#���:!#���������T��$�� ~A ������$�$�&'��,;�����(���@ÍM!�!#�������Q�������R:��������,�,}�*I��¸���M�����-�Q��$�$ ~A =

&4�<�#�
φ
����/Q��$������	NP���g,����]&4�<�#�

φ =
∑

i

~eui

fui

∂φ
∂ui

=⇒ Ai = 1
fui

∂φ
∂ui

�����
�µ����$T�#0�� Ý �M�:���<����!#�M���-��$�$�&'��,;�����(���HÍg!
!#�������Q�������&'

∆φ =
����53&4�<�#�

φ(u1, u2, u3) =
1

fu1fu2fu3

{
∂

∂u3

(
fu1fu2

fu3

∂φ

∂u3

)
+

∂

∂u1

(
fu2fu3

fu1

∂φ

∂u1

)

+
∂

∂u2

(
fu3fu1

fu2

∂φ

∂u2

)}

����������� 
���	 �
����� ���
	�� ������� 
������ � ��� � � � ��
 ���

�����}��
#��$������y��
���!#�����	�����(�
fr = 1, fϑ = r, fϕ = r sinϑ

I

&4�<�#�
φ(r, ϑ, ϕ) =

(
~er
∂φ

∂r
+

1

r
~eϑ
∂φ

∂ϑ
+

1

r sinϑ
~eϕ
∂φ

∂ϕ

)

��!#� ~A(r, ϑ, ϕ) =

{
~er

(
∂

∂ϑ
(r sinϑAϕ) − ∂

∂ϕ
(r Aϑ)

)
+ r ~eϑ

(
∂

∂ϕ
Ar −

∂

∂r
(r sinϑAϕ)

)

+r sinϑ~eϕ

(
∂

∂r
(r Aϑ) − ∂

∂ϑ
Ar

)}

����5 ~A(r, ϑ, ϕ) =
1

r2 sinϑ

{
∂

∂r
(r2 sinϑAr) +

∂

∂ϑ
(r sinϑAϑ) +

∂

∂ϕ
(r Aϕ)

}

∆φ(r, ϑ, ϕ) =

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂ϑ

(
1

r

∂

∂ϑ

)
+

1

r sinϑ

∂

∂ϕ

(
1

r sinϑ

∂

∂ϕ

)

+
2

r

∂

∂r
+
cotϑ

r

1

r

∂

∂ϑ

)
φ(r, ϑ, ϕ)

=

{
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2

(
∂2

∂ϑ2
+ cot ϑ

∂

∂ϑ
+

1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2

)}
φ(r, ϑ, ϕ)

�6vx��vx�  �¡4|4�4¢@Í�%�&'��$�
'!�!#�������Q������� �����(�?����������� 1e��/Q���(��$�%���& ��%��(�(��,;�����<��$����	©"��!#R�$���,;� R:����!#�(�������
NP��0�/�����&(I�6"���(�"��Rq���(�<!eNP��0�/�����&'�3Æg!#$�$��9��������$���� ��=�$����(������
'!
!#�������Q�������J�¶�W���µ�����"È�/���$���0</(�K�(!#��,;��$���&'��$������JI
A?���«��,����S��/�$���� �����®�����(���?����0</(������� �g,�&�����&O,����«�����?�(��%(����13��&4���������J�e!#R���&'�	1e��)�����/�%���&'�����W���
��=
$����(������
'!�!#�������Q�������H����$�R(���P)�%UR:������0�/��(���JI
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	�� � 7��  [f�iadMf�d�YP`�� i�j)&]^C [Y D

�.K�UfQ�_aOn_aUxS�LTo�lb_ao
�����H�(!#%������������<���(�×�S!#��,.������!#� �����®������NP��0�/�����&'���-,.����/(��,.��������0�/(��� #g��$Ñ�S��,���������$y�e�(�#�«Rq����)¶��/�$�������0</(���
©9��!#R�$���,;���Ô½g��No���(��%���& �(�(�����*��)'I�1�I����������6�M������
®%��(�U½g

%(������
:I�69������&'�[1e������������$�� '

• �
0</Q��$�$ ��%(��$�$����J�e�����U�:������!������<0�/ 5'���<È��(������$���0</(��������%(0<
 ��%��_�(�#�
�M/��7��%(����R:���JIK������½M%��W&���R:�/�������R:���J�����*���(�#������&4�Q��$J�Q�#0�/	��������%(����)*���	)�%�)*����$���&'����NP���[�(�#�],;���(��0�/�$���0</(�!�M/��*I

• A?�������������(�����H%��(�*�q�(�#����������Í��<���W�_��%��K�����(���H&'���(È�,����W�����J�q/Q����,;!#������0</(��� ����)���$�$T����!#�[��$��M�:� Ý����!
������0</�����&'���(!#,�,;����NP%������4I°ßH���Ã
4�����¼��%��������(�7R:��$�����R���&'�7)*������$���0�/�5'���<È��(������$���0�/(�UÍ��<�����
�Q�#0</-�:������!������<0�/(���-Í��<È��������

F (ω)eiωt )*����$���&'���JI

• A?����R:�����<�#0�/�������5'!#�<��RÖ
�%���)®����%(0�

No��$�$����J�°)'I�1�I°�
0</Q��$�$�No��$�$����JIo���QÈ�������N3���������ONP���@%��(�@,�����
0</Q��$�$�No��$�$����H&'���Q��%(���M��%(�������Q���(�������<����)*���JIQ�ª���g����������&4��$��g�����[A ��$�$�����&4$�����0�/�%���&

∂2p(x, t)

∂t2
=

κ

ρ0

∂2p(x, t)

∂x2

ß	���g����,Ç�
���Q���<������!#�(�<���(�º����)
P (x, t) = f(x)g(t)

����/QÈ�$��],.���

f(x)
d2g

dt2
= v2 d

2f

dx2
g(t) =⇒

d2g
dt2

g
= v2

d2f
dx2

f
= C =

0�!#�(���*I

N3!#Rq���������o�����g½M%(��R���������%���&'��&'���<0�/�NP���(����&4
'�����
v
�����]�
0�/Q��$�$�No��$�$����«�S!#$�&'���(���M1e��)�����/�%���&@,����3�����

ÍM!#,�������������R���$����<È��
κ
%��(�������M����0�/����

ρ0
�����Mß	������%�,;�M&4��$���'

v2 = κ
ρ0

�(�(��,����M�����
α2 = −C

v2

Rq���
�����(��, �&%4��%���&'�<���(�<����)

f(x) = f+e
iαx + f−e−iαx I

�
!#$�$���%��
f
�:������!������<0�/?qW)'I�1�I

2π Ý �q������!
������0�/�r7�������J�"��!#���������«,.���É��$��7Æ����(��Rq��������&4%���&O)'I�1�I
f(0) = f(2π) = 0

I'�_��,����o����/QÈ�$��o,.���
f(x) = f0 sin(αx)

,����
α = 0,± 1

2 ,±1,±3
2 , · · · = ± 2π

λ%��(�
λ = 4π, 2π, 4

3π, . . .
�M�����g����&4��R��M�(�����

g(t) = g0 sin(αvt+ φ) = g0 sin(2π
λ vt+ φ)

I
6K�]&4��$��

ω = 2πν = 2π
λ v =⇒ λν = v

I�A?���]����/Q��$������	�����(�[������/(���(���[A ��$�$��}��$��]69��&'��R������*I
�_�«��������0�/HR:���ª������A ��$�$�����&4$�����0�/�%���&-%�, �����(�}$����(�*�����������������������T��$�&4$�����0�/�%���&	/Q���(����$��*�q�����������
��%��:�����:!4��������!#��5'!#� �&%4��%���&'���-NP����������%�,Ó�����(� � %4��%���& '

p(x, t) =
∑

n

pn sin
(n

2
x
)

sin
(n

2
vt+ φn

)

�����
pn
%��(�

φn
�����(�®)'I�1�I���%���0�/	½g���y����&'��R:��������&4%���&'����NP���

p(x, 0)
%��(� ∂

∂tp(x, t)
∣∣
t=0

�S������)�% Ý$���&'���JI

H �GF ��F . e"oTMm_�eNZdL�o�l
������%(0</��[NP�����Á�����(��ß %#&4$���0�/�
'�����������(��Rq��$�����R���&'����%���

����!#�

f(x)
�Q�#0�/¼�����(��, ������)�5'!#� ��%���
�����!#�(���

fn(x)
)�%	�����|NP��0<
'��$��J����I×/JI���$�� �����(�*����
'!#,}R����Q������!#� �(����)�%(������$�$������)'

f(x) =
∑
n
anfn(x)

>¡, ½M$�$�&'��,;�����(���-NP�����U���P����0�/��(��R:����%�,Õ�����(����%��(���(��$���0�/(���Á������)_5'!#����%���
�����!#�(���-/Q���(����$����(�����
fnR���$������-�(��R:���µ�����(�_�"��

��!#���<��%�,}RQ�#�����¶I
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��� � ����������� ��� 	�� ���C� �{��� �

�6vx��~ ���{v�	 ¢3����� ! ��=
$�!#�������¡NP��0�

$�%���&nq�!�I�1�I���I�½@I�R:��� x0 = 0
r

f(x) =
∑

n=1

∞ 1

n!

dnf

dxn

∣∣∣∣∣
x=0

xn =⇒ fn = xn

xn �����M69��&'�����W%���

����!#�H)�%�,Ç�����������������T��$�!#�:���<����!#� x d
dx

%��(�Ô�����(����%�����&«Rq��������,�,��g�����]&�����)*������0�/����(� Ý&�������5'�
n
I

H �GF{H]F�iaKGL�UfeN_aUW_aoYZ (`e g�S�M�LToYlpX-,TU �]_aUfeNKP\GeN^�gYhY_ i L�o ScZ�eNKGoY_aoG[)i LTo ScZ�eNKPo�_ao e"O _aoa\�M�e�gYh�_ao
� oYZ�_aU ��VTM�M

1e�����<�#0�/(����NP���]�(%���
�����!#�(���-��%��9����, ���(��$���0�/(���	>¡��������54��$�$ [−L
2 ; +L

2

] ��)�%��QÈ#0</(���],����P������1e��������&4%�� Ý&'���
f(−L

2 ) = f(L
2 )
%��(�

f ′(−L
2 ) = f ′(L

2 )
I
������������%���

����!#�(����$T�#�������®����0</U,���������$��

f(L+ x) = f(x)��%��9�����_&'���<��,}���[������$�$��}½P0�/(�<����!#�����<����)*���U%��(�������(���(�������:������!
������0�/(�[�(%���
�����!#�(���JI
������%(0�/��ªNP�����[��%��@������5'!#$�$����<È��(����&'��� ��� ��=
������,+5'!#����%���

����!#�(���J���Q�#0�/������(���

f
�����¡NP��0�
'��$��9N3���������


4�������¶���������o��!#$�$��������(��/(���ª��Rq�����y��$�$��J�:������!������<0�/��������JI*�_��)�%���%(0</��ª,.����69��&'������%���

����!#�(���������µ$����(�*�������
�����:�����������T��$�!#�q���<����!#��� − ( ∂

∂x

)2 '

−
(
∂

∂x

)2

fλ(x) = λfλ(x)

����� �&%4��%���&'���Ö�������<������$�����0</�%���& �����(�ÃRq��������������%(������, ½MR(��0�/��������@��Rq��� �����(�*�����«�����:�����������T��$�&4$���� Ý0�/�%���&'���	R:��
4�������*�(�����]½M�(�<����)[$T��%�������'
fλ(x) = a cos(ωx) + b sin(ωx)

• ω2fλ(x) = λfλ(x) =⇒ λ = ω2

• f
(
−L

2

)
= f

(
+L

2

) R�)�N[I
f(L) = f(0)

%��(�
f ′
(
−L

2

)
= f ′

(
+L

2

)
=⇒ ωL = 2πn

I

ω = 2πn
L

�
n ∈ N

I

�_���<��%(�]
4�����U,.������%�����!#$�&'�����&'
qW�"r®6K�]&4��R��]�����(���H������)_5'!#�	��%���
�����!#�(���Ô�������������<��$��

{
cos

(
2πnx

L

)}
,

{
sin

(
2πnx

L

)}
,

N3��$�0�/(����,Õ��%���

����!#�(�����<��%�,ÇR�)�&4$yI(�����.�"|�|�vx�sv�| �k�Wz��d¡� �y8~

(f, g) =

∫ L
2

−L
2

dx f(x)g(x)

N3��0�/(����$�N3�������@������
�����0</�����%��������Q���(������������/(���JI
��%�,Ç13��N3������'

D := −
(

d
dx

)2 �����M����������$�R(���<�#�0�×%���&4����������� q���=
,�,;����������0�/(���fr6�M�:���<����!#�M��%��ª�:����� Ý!
������0</(��� qW%��(�U�����:��������)�������RQ��������re�(%���
�����!#�(��� qW5
&4$yI(��È���)*� 'Q����%���, � �J��!#%�5���$�$���rVI���%���0�/U)�N3��� Ý�y�#0�/(�«�Q����������$�$��U>¡������&4�<������!#�Ö%��(�O%���������1e�*�#0�/���%���&Ã�����
L Ý ©¸������!
����)����<È��;5'!#� f %��(� g ����/QÈ�$��

��� � &�� &("  � ¥f§ � 1  � 
 13& '
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��� � ����������� ��� 	�� ���C� �{��� �

,.���-No��&'���	�����M©¸������!
����)����<È��g5'!#�
f
%��(�

g

(f,Dg) =

∫ L
2

−L
2

dx f(x)

(
−
(
d

dx

)2
)
g(x)

=

∫ L
2

−L
2

dx

(
d

dx
f(x)

)(
d

dx
g(x)

)
− f(x)

(
d

dx
g(x)

)∣∣∣∣

L
2

−L
2

=

∫ L
2

−L
2

dx

((
−
(
d

dx

)2
)
f(x)

)
g(x) +

d

dx
f(x)g(x)

∣∣∣∣
L
2

−L
2

= (Df, g)
q×G*D�I�G�r

�_��,����]&4��$��]�W���]�����(�[6"��&'�����W%���

����!#�
fλ
����I /JI

Dfλ = λfλ
�

(fλ′ , Dfλ) = λ(fλ′ , fλ), (Dfλ′ , fλ) = λ′(fλ′ , fλ) .

L��#0�/Bq×G*D�I�G�re&4��$��]��!#,����
(λ− λ′)(fλ′ , fλ) = 0

�Q��$���!
(fλ′ , fλ) = 0

�����
λ 6= λ′

I
qW���"r®�����9���x�(��������!#�(��R:��������0�/.����� {f} %��(� {g} ��� qW�"rµ�����ª&4$�����0�/��4�(���<��%���
'!#,�,;����NP���9���QÈ������°)�%����(0<
qI
qW�����"r®6K�K$�����&4�3�����(�g69���<������%���&@5'!#� {

cos
(

2πnx
L

)
, sin

(
2πnx

L

)} 5'!#�*I'A?���K
)%#���(���«��������
��o�Q�#0�/�����0�/��(���
qW�Q����������$�$��->|������&4�<������!#��rV�K�(�#����,����;!#R���&'���;���x�(��������!#�C��%(0</ �����U��%���
�����!#�(��� ,�����&4$�����0�/(��,

n�<����
�����0</�����%��S�����Q���(�����M������/(������NP���PNo���������Ô�(�#�P��,Õ�QÈ#0�/(�������	½MR(��0�/��������]R:��&4�����(�����JI
qW��5�r«6K�_R�$�����R��_�(!�0</ ������LM!#��,�������%���&-5'!#�

sin
(

2πnx
L

) R�)�N[I
cos
(

2πnx
L

) )�%Ô��R:�����������S���JIJ�_��)�%ÁRq� Ý����0</��(����NP���¸�����KL�!#��,�������%���&M�W���µ����� +M%Q�#���<�����o�����ª��%���

����!#�(����%��(�}5'����No���(�������(�#�µR:��
4���������
6"��&'��R������]�����]�����[>¡������&4�<������!#�-5'!#�

sin2(x)
R�)�N[I

cos2(x)
'

∫ L
2

−L
2

dx sin2

(
2πnx

L

)
=
L

2

∫ 1

−1
dy sin2(πny) =

L

2

∫ 1

−1
dy

(
sin2 +cos2

)
(πny)

2
=
L

2

�����[ÆM��0�/���%���&;�����
cos2

(
2πnx

L

) ����&4��R��M�(�#������$�R:�_Æg����%�$��<���*I

�_��,����]R���$������	��$���! { 1√
L
,
√

2
L sin

(
2πnx

L

)
,
√

2
L cos

(
2πnx

L

)} �������M����/(!#�(!#��,.��$���=
������,�I
�����@�(!#%�������� Ý 69���¡NP��0�

$�%���&Ô����/QÈ�$���,.���J�����(����, ,.��� f(x)

��$��[��%�,�,;����R:����������1P�#�����×��%���

����!#�(���
sn
%��(�

cn
%��(�?�<!#&(I3©"��!0�×��

����!#�(�×�y��
���!#�����

an
%��(�

bn
��0�/�������R��*�eN3!#Rq���[�������<�Ô����
���!#�����É5'!#�É�����

©9��!0����
�����!#�-5'!#�
f(x)

��%��°�����}1e�#�����×�W%���

����!#�(����/(��������/������&'

sn(x) =

√
2

L
sin

(
2πnx

L

)
, cn(x) =

√
2

L
cos

(
2πnx

L

)
, c0 =

1√
L

an = (f, cn) =

√
2

L

∫ L
2

−L
2

dx cos

(
2πnx

L

)
f(x)

bn = (f, sn) =

√
2

L

∫ L
2

−L
2

dx sin

(
2πnx

L

)
f(x)

a0√
2

= (f, c0) =
1√
L

∫ L
2

−L
2

dxf(x)

��G



��� � ����������� ��� 	�� ���C� �{��� �

�_��,����g����&4��R��g����0</U�S!#$�&'���(���[�_����������$�$�%���&������
f(x)

'

f(x) = (c0, f)c0 +

∞∑

n=1

{(cn, f)cn(x) + (sn, f)sn(x)}

!
�����

f(x) =

√
2

L

a0

2
+

√
2

L

∞∑

n=1

{
an cos

(
2πnx

L

)
+ bn sin

(
2πnx

L

)}

�MR���&'����$�����0</�%���&'���Ô&'��$������U�����P�q������!
������0�/(�4������������&;��������������)�������RQ��������%���

����!#�(���JI
�������(!#%�������� Ý 69���|NP��0�

$�%���&«,����e!#R���&'�����Q!#%���������
'!��Và;)������������ an

%��(�
bn
R:��������)��e!#������,.��$��_Íg!#��5'��� Ý&'����)_%��(�U�����P�����(����%�����&(I �g, �����[1e��/Q��%�����%���&;)�%UR:��No���������J�(Rq�����<�#0</������-NP���]�(�#�g�(��/�$���� ��%Q�#���<���

Q
�

��$���![����� ��%Q�#���<�������<0�/(��½gR�No����0�/�%���&;�����o�(!#%��������������|NP��0<
�$�%���& qWN3!#Rq���qNP���
an
%��(�

bn
�����K6"�����S�#0</�/(�����

/Q��$�R:���])�%
an
)�%(�<��,�,;�����y�#��������r35'!#�������M��%���
�����!#�

f(x)
����$�R(����'

Q =

∫ L
2

−L
2

dx

(
f(x) −

N∑

n=0

anfn(x)

)2

=

(
f −

N∑

n=0

anfn, f −
N∑

n=0

anfn

)

= (f, f) +

N∑

n=0

a2
n(fn, fn) −

N∑

n=0

{an(f, fn) + an(fn, f)}

Q
�����}�(�����Ö�V8
������,.��$y�¸No����� dQ

dak
= 0 ⇔ 2ak − 2(f, fk) = 0 ⇔ ak = (f, fk)

�ª��$���!�N3�����Ö�����
ak�(!#%���������
'!
�Và;)������������Á�����(��I

�_�#���(��/�$���� ��%Q�#���<���.����&4��R�������0�/��(�����Ö)�%&'
Q = (f, f) −

∑N
n=0 a

2
n

�¸�S��$�$��
limN→∞Q = 0

������� Ý0�/(����NP����5'!#�������(��, 5'!#$�$����<È��(����&'���C��%���
�����!#�(���(��=
������, {fn}
�W���������®Í�$T�#�����®��������%���

����!#�(���*qW���

����������,B�Q��$�$P�:������!
������0�/(�4�9����������& ��������������)�������RQ��������%���

����!#�(����rVI"�����
fn
�����(�Ö1P�#������5'��

��!#����� �����(���

∞ Ý ����,;���(����!#�Q��$����	�"��
���!#���<��%�,;�M,����P�����(������,Ç©9��!
��%�

��q���������!#&(I #M��$�Rq�������<��%�, rVI�Q��$�$��.!#R���&'�U13��������&4%���&'���?qW�"r�%��(� qW���"r}���×����$�$��;�����(���°$����V�S�����;������$����(�*�����������:�����������T��$�!#�q���<����!#�
D���������P�����U5'!#$�$����<È��(����&'���M��%���

����!#�(���(��=
������,�I���%�,Ç�
0�/�$�%��.�������<���]½gR(�<0�/����������P��R:�����(��/�,;����NP���P�(!
0�/

)�No���°��È���)*����%(�]�����]ßH����/(��,.������
U��Rq���]�(�#�gÍg!#��5'����&'����)�5'����/Q��$������ �����M�(!#%�������� Ý Æg����/(���&'
q ∗ r®�ª��� ��������Rq���<0�/��<È���

����%��(�Á��,Å>¡��������54��$�$K�����(0<
�N3�������;����������&'�;�(%���
�����!#� 
'!#��5'����&4�������@�����.�(!#% Ý��������������/(����, ß-��������$:&'��&'���®�����g&'��&'��R:���(����%���

����!#�J�
��I×/JI
����� ��%Q�#���<�������<0�/(���(��/�$����e&'��/��e&'��&'���
��%�$�$y�(%��(�����]&4��$��]�����[©ª�����<��5#��$���0</(�@��$�����0</�%���&

∫ L
2

−L
2

dxf2 = (f, f) =
∞∑

n=0

a2
n

q ∗∗ r �µÈ#�<���7����0</?�(�#�7���x�(��������!#�(������������54��$�$[�����7��%���

����!#�?���C���(��$���0�/?5
����$��->¡��������54��$�$��-)*����$���&'���J�o��������(���É�����H��%���

����!#�É����������&Ö%��(� ,;!#�(!#��!#�É�����*�o%��(�?�����(�É���?����� �M�(����������&4
'��������������$�$����É�����
!#R:�����@%��(�-%����������.��������)�No�����

f+
R�)�N[I

f−
���x�(���������*����!.
'!#��5'����&4�������[�������(!#%���������������/(�������������

�(%���
�����!#�(���H���-����������&'���Ô������$�$�����&'��&'���
f(x)

%��(�-����%��(����������&'���Ô������$�$����-&'��&'��� f++f−
2

I
�����[Íg!
�Và;)������������ {an, bn}

�����(�U�����}�(!#%�������� Ý"! �<���(�×�S!#��,������������H5'!#� f(x)
I

f(x) ⇐⇒ {an, bn}

�4D
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H �GF �GF * KPO��TMm_���_ �]_aUfeNKP\GeN^�gYhY_ i L�o ScZ�eNKGoY_ao
������%(0</��g�����(� �&%4��%���&'����5'!#�

i d
dxfω(x) = ωfω(x)

q
ω
������$�$"rK�W���P
'!#,���$��V8�No��������&'�@��%���

����!#�(���
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fω(0) = fω(L)
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fωn(x) = ae−iωnx ,���� ωn = 2πn

L

NP���"���}½gR(�<0�/��������KG*D�I�G4�*��I×/JI {
e

i2πn
L , n = 0,±1,±2, . . .

}
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D = i d

dx
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(f, g) =

∫ L
2

−L
2

dxf∗(x)g(x)

(f,Dg) =

∫ L
2

−L
2

dxf∗
(
i
d

dx

)
g(x) =

∫ L
2

−L
2

dx

(
i
d

dx
f

)∗
g(x)
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∫ L
2

−L
2

dx
(
e

i2πn′x
L

)∗
e

i2πnx
L =

L

i2π(n− n′)
e

i2π(n−n′)x
L

∣∣∣∣

L
2

−L
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0 n 6= n′
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f(x) =

∞∑

n=−∞
an

1√
L
e

i2πnx
L

an = (en, f) =

∫ L
2

−L
2

dx
1√
L
e

i2πnx
L f(x)
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< x < 1

L = 1

�����PR:������������$�/Q�����P�W���]�����H�
0�/Q��$�$�����%(0�

p(t) = p0 + f(t)

I������[�(!#%��������������¡NP��0�

$�%���&U����&4��R��

�4�



��� � ����������� ��� 	�� ���C� �{��� �

f(x) =
√

2
a0

2
+

∞∑

n=1

{√
2an cos(2πnx) +

√
2bn sin(2πnx)

}

an =
√

2

∫ L

0
dx cos(2πnx)f(x) =

√
2

∫ 1
2

0
dx cos(2πnx)

=
√

2
sin(2πnx)

2πn

∣∣∣∣

1
2

0

=
√

2
sin(πn)

2πn
= 0 (n > 0)

a0 =
√

2

∫ 1
2

0
dx =

√
2

2

bn =
√

2

∫ 1
2

0
dx sin(2πnx) =

√
2

(
−cos(2πnx)

2πn

)∣∣∣∣

1
2

0

= −
√

2

(
cos(πn) − 1

2πn

)
=

√
2
(1 − (−1)n)

2πn
,
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f(x) =
1

2
+

∞∑

n=1

(1 − (−1)n)

πn
sin(2πnx)
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f(0) = 1

2 = f
(

1
2
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ωn = 2π n

L = 2πν
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L → ∞ �S!#$�&4�
ν → 0
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ε := 2π
L
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ε→ 0 (L→ ∞)

I
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f(x) =
∞∑

n=−∞
(ωn+1 − ωn)︸ ︷︷ ︸

=ε

√
L

2π
ane

iωnx
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g(ωn) =

√
L√
2π
an =

1√
2π

∫ L
2

−L
2

e−iωnxf(x)dx ,

��!�&'��/��
f(x)
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L→ ∞, ε→ 0
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f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dω g(ω)eiωx

g(ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx f(x)e−iωx
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2π
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f(x)
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0�/���=
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f(x)

%��(�
g(ω)
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f(x)
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f∗(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dω g∗(ω)e−iωx = − 1√

2π

∫ −∞

∞
dω̄ g∗(−ω̄)eiω̄x

= f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dω g(ω)eiωx ,
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g∗(−ω) = g(ω)

q�!�����'
g(ω) → f̃(ω)
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f(x) =

{
1 −a ≤ x ≤ +a
0

��!#�(��� I��_������&4��$��

f̃(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx f(x) e−ikx

=
1√
2π

∫ a

−a

dx e−ikx

=
1

−i
√

2π

(
e−ika − eika

)

=

√
2

π
a

sin ka
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2π
λ
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k2 = k2
|| + k2

⊥
Io>|�C%��(��������,
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k|| = k sinα
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sinα ≈ α
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f̃2(k||) ≈ 2
πa

2 sin2(kaα)
(kaα)2
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f(x) = e−αx2

f̃(ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx e−αx2

e−iωx (†)
=

1√
2π

∫ ∞

−∞
dx e−α(x2+ iω

2α
)2e−

ω2

4α

=
1√
2π
e−

ω2

4α

∫ ∞+ iω
2α

−∞+ iω
2α

du e−αu2 (‡)
=

1√
2π
e−

ω2

4α

∫ ∞

−∞
du e−αu2

=
1√
2π
e−

ω2

4α

√
π

α
=

1√
2α
e−

ω2

4α
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F (p) = L[f ] =

∫ ∞

0
dt e−ptf(t)

>¡/���� �g,�
'��/���%���&7�����

f(t) =
1

2π i

∫ C+i∞

C−i∞
dz F (z) ezt

l��	��rÑr¥ �~ Ü �owyxQ~��<z¡n�w×t.x�{� ¢nq~

F (p) = M [f ] =

∫ ∞

0
dt tp−1f(t)
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• A?���]R���$������-�����_½MR�$�������%���& df
dx

,����
f(x) = 1√

2π

∫∞
−∞ dk f̃(k)eikx '

df

dx
=

1√
2π

∫ ∞

−∞

(
ikf̃(k)eikx

)
dk =⇒

(̃
df

dx

)
(k) = ikf̃(k)

• �]��	Ny�¡�|4�«A?���PR���$������

h(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dy f(y) g(x − y)

,����

f(y) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dk′ f̃(k′)eik

′y

%��(�

g(x− y) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dk′′ g̃(k′′)eik

′′(x−y) .
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h̃(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dxh(x)e−ikx =

1

2π

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dy f(y) g(x− y)e−ik(x−y)−iky

=
1

2π

∫ ∞

−∞
dy

∫ ∞

−∞
d(x− y)g(x− y)e−ik(x−y) f(y)e−iky = g̃(k) f̃(k) !
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(f, f) =

∫ +L
2

−L
2

f∗(x)f(x)dx
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' ∫ +∞

−∞ dω L
2π

I�ß	��� √
L√
2π
an = g(ωn)
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(f, f) =

∫ +∞

−∞
f∗(x)f(x)dx =

∫ +∞

−∞
g∗(ω)g(ω)dω
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eikx = fk(x)
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(fk, fk′) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dx e−ikxe+ik′x =

1

2π

∫ +∞

−∞
dx e−i(k−k′)x =?

q×G*D�IsD£r
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F (p) =

∫ +∞

−∞
dx δ(p− x) f(x)
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= f(p)
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∆ω = 2π
L
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−∞
dx e−i(k−k′)x =

1

2π

∫ +∞

−∞
dx̄ e−i(k−k′)x̄

�*I�!�I
= δ(k − k′) ,

��I×/JI
δik
�����]��%���0�/

δ(k − k′)
)�%-�����<����)*���JI

H �GF �GF ��_�gYh�o�_ao OBemZ
δ �
i L�o ScZ�eNKGoY_ao

� |���vx�f �¡�|4��¢gA ����� �����7����0</¼%��(����0�/(���@�W��/�$����J�°�(�����Ö������)*��� �����.)�%��QÈ#0</(���������Ö�Q!#$�&'� {δn(x)} 5'!#��(!#��,.��$����	�(%���
�����!#�(���Ô�����U%��(�UR���$������-�(�����-�����Ô��������)�No�����]�����
n→ ∞ ����I×/JI a→ 0

I
�
���JR:������������$���N3�������

δn(x) = n e−πn2x2 I��������-�����

∫ +∞

−∞
dxn e−πn2x2

=

∫ +∞

−∞
dy e−πy2

= 1

%��(�
δn(x)

�����(�@�[��%��(����0�/(����$�!�0<
'����
�%���5'�4�QNo��$�0</(�},����]Ne�#0�/(�����(����,
n
��������,�,;������0�/QÈ��×�S�������*�(������� Ý$��������gßH��8���,}%�,Ó����������0</��*I

�ª���]�����
δ Ý ��%���
�����!#�Ô&'��$������U�S!#$�&'���(���[Æg��0</(��������&'��$��

qW�"r ∫ +∞
−∞ dx′ δ(x′ − x)f(x′) = f(x)

qW���"r���%�R(��������%�����!#�&'
x′′ = −x′ =⇒ δ(x′) = δ(−x′) �Q�������

∫ +∞

−∞
dx′ δ(x′)f(x′) = −

∫ −∞

+∞
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∫ +∞
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dx δ′(x)f(x) = −

∫ +∞
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dx δ(x)f ′(x) = −f ′(0)
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∫ +∞

−∞
dx1

∫ +∞

−∞
dx2

∫ +∞

−∞
dx3δ3(~x− ~x0)f(~x) = f(~x0) .
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• ����5 ~E(~r) = ρ(~r)
ε0

•
∫
A
d~a · ~E =

∫
V
d3r ρ(~r)

ε0
= Q

ε0

qy�_��%��(����0</(���������<����)�r

• ~E(~r) = 1
4πε0

∫
d3r′ ρ(~r)

|~r−~r′|3 (~r − ~r′)
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~r = 0

&4��$��e�(����� ~E(~r) = 1
4πε0

Q(~r)
|~r|3
%��(�7�(��,����e����5 ~E = 0

�����
~r 6= 0
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ρ(~r) ≡ 0
I
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ρ(~r) = δ3(~r)
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∆ϕ =
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ϕ = −ρ(~r)
ε0
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ϕ(~r) =
1

4πε0

∫
d3r′

ρ(~r′)
|~r′ − ~r| .

ß	���
ρ(~r) = −δ3(~r)ε0

�����
∆ϕ = δ3(~r)

%��(�

ϕ(~r) =
−ε0
4πε0

∫
d3r′

d3(~r
′)

|~r′ − ~r| = − 1

4π

1

|~r| =
�

(~r)
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�����!#�7���.�����g��$�$�&'��,;�����(���(!#��,;��$(����� ϕ(~r)
�����;%��(�

����/Q��$������

ϕ(~r) =
1

4πε0

∫
d3r′

ρ(~r ′)
|~r ′ − ~r| = − 1

ε0

∫
d3r′

�
(~r − ~r ′) ρ(~r ′) .
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∆G(~r) = −δ3(~r)
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G(~r)
�����&'

G̃(~k) =
1

(2π)
3
2

∫
d3r e−i~k·~rG(~r)

G(~r) =
1

(2π)
3
2

∫
d3k ei

~k·~rG̃(~k)

∆G(~r) =
1

(2π)
3
2

∫
d3k (i~k)2ei

~k·~rG̃(~k) = −δ3(~r)
(
~∇ · ~∇ ei

~k·~r = ~∇ ·
(
(i~k)ei

~k·~r
)

= (i~k)2ei
~k·~r
)

�M,�
'��/���%���& '
(−~k2) G̃(~k) =

1

(2π)
3
2

∫
d3r e−i~k·~r ∆G(~r)︸ ︷︷ ︸

δ3(~r)

=
−1

(2π)
3
2

�������PR:������%������

G̃(~k) =
1

(2π)
3
2

1

~k2

����� �M,�
'��/���%���&;NP����������%�,Ç����&4��R��

G(~r) =
1

(2π)3

∫
d3k ei

|~k|r cos ϑ︷︸︸︷
~k·~r 1

~k2

=
1

(2π)3

∫ ∞

0
k2dk

∫ +1

−1
d cos ϑ

∫ 2π

0
dϕ

1

k2
eikr cos ϑ

=
1

(2π)2

∫ ∞

0
dk

e
ikr cos ϑ

∣∣+1

−1

ikr
=

1

(2π)2

∫ ∞

0
dk

2i sin kr

ikr

x:=kr
=

2

(2π)2r

∫ ∞

0
dx

sinx

x︸ ︷︷ ︸
=π

2
, �
�����	��������� � ��������� � �	���������

=
1

4πr
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∆φ(r) = −ρ(r)
ε0

,

No!#R:���
∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2
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qS��%��:�����eNP���9���;Í�����)*�eNo���������K������&'��/(����N3����������r°�����°5'!#,Ò/�=
�:����Rq!#$�����0</(��� ! =
�&'

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
− 1

c2
∂2

∂t2

)
A(x, y, z, t) = 0

¦'��la¦(l�Û:l«£Jx
wyx(u(nqr¥ ¥�º�
�
��w��°Ä�¹
�����_AÉÈ���,;��$�������%���&'��&4$�����0�/�%���&

∂2

∂x2
u(x , t) =

1

κ

∂u

∂t�����P5'!#���Q���<��R:!#$�����0</(��, ! =
�J�(��R:���(��!��������
0</���%�������&'����&4$�����0</�%���& '

i~
∂

∂t
φ(x, t) = −~2 ∂

2

∂x2
φ(x, t) + . . .

��$�$�����������&'�]�����]�����[��%���

����!#�
φ
/������]
'!#,���$��V8
N3��������&(I

¦'��la¦(l¥��l«¯°x(~�� Ü nq�(��wP·�~�z|xQ~�À(�¶u����� �~�À:p(~�À(��~
�M, R:���q�����������������T��$�&4$�����0</�%���&'���	�����(����%�����&'� � %4��%���&'���®)�%��(�(�����J�
,}%(�<�o,.���UÆ����(� Ý %��(�QF�!
�����3½M� Ý�y����&'��Rq��������&4%���&'���H������$�$����5q������-������0</�/Q��$�����&'����,.����/(��,.��������0�/(��� ! /(��,.�c� rV��)'I�1�I(�����MRq���µ������©¸!#���<��!#� Ý��$�����0</�%���&��(�#�"©¸!#���������T��$

φ
q���������0�/�$����*���<0�/(��ÆM���(��R:��������&4%���&4r9!
�����o��%(0�/ ~∇φ q�LM��%�,.�����(�<0�/(�gÆ����(� ÝR:��������&4%���&4r]��%��9����� �J����������!#R:���"!�È#0�/(��5'!#��&'��&'��Rq���JI

H �«F �GF���_aUxMm_�eNZdL�o�l \�_aU�� _aM�MN_aoYlGMm_�e gYh�LToYl
A?���g$����������Ô��%��H�����}A ��$�$�&4$�����0</�%���&-��%(�������ÔßH��8
N3��$�$���0�/(��� ��$�����0</�%���&'���H�����M�(�#�M�K��
�%�%�, q�������!#, Ý%��(�U$T�#��%���&'�×�������"r3/(����'

����5 ~E =
ρ

ε0
= 0,

��!#� ~E = −∂
~B

∂t

����5 ~B = 0,
��!#� ~B = µ0

~j +
1

c2
∂ ~E

∂t
=

1

c2
∂ ~E

∂t

��D



��� � � �$� ��� � �&����	������ ��� � ��� ��� ��� 	�� ��� �)���������Y��� �������P�)����� ��� ����� �)���������Y��� �

�_��,����g����&4��R��g����0</

��!#����!#� ~E = ~∇× (~∇× ~E) = ~∇~∇ · ~E − ∆ ~E = − ��!#� ∂
~B

∂t
= − ∂

∂t
(~∇× ~B)

= − ∂

∂t

(
1

c2
∂ ~E

∂t

)
,

���P&4��$��M��$��<!
(

∆ − 1

c2
∂

∂t2

)
~E(~r, t) = 0

q×G��(I�G�r
� %#$�$���&7���Q��$�!#&;$����������],.���U�����]�(�#�P,.��&4�(��������0</(���Q��$��U/(����'

��!#�(��!#� ~B = ~∇× (~∇× ~B) = ~∇~∇ · ~B − ∆ ~B =
��!#� 1

c2
∂ ~E

∂t
=

1

c2
∂

∂t

(
~∇× ~E

)

= − 1

c2
∂

∂t

(
∂ ~B

∂t

)
,

�_��,����g����/QÈ�$��],.���
(

∆ − 1

c2
∂

∂t2

)
~B(~r, t) = 0 .

H �«F �GF����]^�LToYl \�_aU���_aM"Mm_ao�lPMN_�e�gYhTL�o�l e"op_�e8oY_bU �
e"On_ao�^£e�KPo
A?����&'��/(���H5'!#�Á�����[�����(����,;���(����!#�Q��$����Ã�Q!#��, ( ∂2

∂x2 − 1
c2

∂2

∂t2

)
A(x, t) = 0

��%(�*�:�����(���_$����(�*�����������:� Ý���������T��$�&4$�����0</�%���& �:,.���U
4��������/���� �&%4��%���&'���	��$���!;��%��:�����:!#�����������JI
ß	���]����, �
���Q���<������!#�(�<���(�<����)

A(x, t) = f(x) g(t)

#�����-,.����!#R���&'�@��$�����0</�%���&.%�,;�<0�/�������R:���&'

(
d2

dx2
f(x)

)
g(t) − 1

c2
f(x)

(
d2

dt2
g(t)

)

!
�����PRq�����<����'
d2f(x)

dx2

f(x)
=

1

c2

d2g(t)
dt2

g(t)�����}$�����
'�;�
����������������%��H��%���5'!#�
x
������������0�/�������%���5'!#�

t
��R�/QÈ���&4��&(����I /JIQR:���������
���������H�����(�-&4$�����0</

�����(���[5'!#�
x, t
%��Q��R�/QÈ���&4��&'���¼ÍM!#�(���<��������� −k2 I��_�#���W��/����_%��(�[)�%Á)�No���"R:������������Rq��
4�����������¼�M����� Ý���������T��$�&4$�����0</�%���&'���jqW5
&4$yI�/Q����,;!#������0�/(���.����)���$�$T����!#�fr '

f ′′(x) = −k2 f(x), g′′(t) = −k2c2 g(t) .
�����}��$�$�&'��,;�����(��� � %4��%���&'������,ÓÍM!#,���$��V8����	Rq���:�S��������,

k
�����(�U�(�����

f(x) = Aeikx +B e−ikx %��(�
g(t) = C eikct +D e−ikct ,

No!#R:���
A,B,C,D

5'!#�
k
��R�/QÈ���&4��&'�[ÍM!#�(���<���������H�����(��I

�_��,����g����/Q��$������	NP���

A(x, t) = AC eik(x+ct) +BD e−ik(x+ct) +AD eik(x−ct) +BC e−ik(x−ct)

�����}��$�$�&'��,;�����(� � %4��%���&;,����]!#R���&'��,Ç½M�(�<����)_�����]�<0�/�$������4$���0�/&'

A(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dk
(
a(k) eik(x+ct) + b(k) e−ik(x−ct)

)

,����
a(k) = a∗(−k) � b(k) = b∗(−k) �����P������$�$�� A(x, t)

I

���



��� � � �$� ��� � �&����	������ ��� � ��� ��� ��� 	�� ��� �)���������Y��� �������P�)����� ��� ����� �)���������Y��� �

qW�"r®1e�����<�#0</������ÔNP���P��!#$�&'���(���}ÆM���(��R:��������&4%���&'���&'

G4I
A(0, t) = 1√

2π

∞∫
−∞

dk
(
a(k) eikct + b(k) e−ikct

)
= 1√

2π

∞∫
−∞

dk (a(k) + b(−k)) eikct ≡ 0

D�I
A(L, t) = 1√

2π

∞∫
−∞

dk
(
a(k) eikL eikct + b(k) eikL e−ikct

)

= 1√
2π

∞∫
−∞

dk
(
a(k) eikL + b(−k) e−ikL

)
eikct ≡ 0

A ���(������,.���Ö��%�� ����� �M,�
'��/���%���&Á�������(!#%������������<���(�×�S!#��,.������!#�?���J�°��!Ô����/QÈ�$���,.���
a(k) =

−b(−k) qS��%(�[G4I re%��(� a(k) eikL = −b(−k) e−ikL qS��%(��D�I rVI(�_��,����g����&4��R��g����0</-��������

�

a(k) eikL = a(k) e−ikL ,

��I×/JI
sin(kL) = 0

�Q��$���!
kL = nπ

,����
n = 0,±1,±2, . . .

�]������y ¢
k = kn = πn

L

�����°������

�����*�
a(k)

%��(�
b(k)

�����(�
δ Ý ��%���
�����!#�(���b�'AC���ª�(!#�����������;��$��ª6"��&'��R������

A(x, t) =
1√
2π

+∞∑

n=−∞

(
ane

ikn(x+ct) − a−ne
ikn(x−ct)

)

qW���"r®1e�����<�#0</������ÔNP���]��%��-�����}½g���y����&'��R:��������&4%���&

A0(x) =
1√
2π

∞∑

n=−∞

(
an e

iknx + (−a−n) eiknx
) q×G��(IsD£r

N3��$�0�/(�}�W���
x = 0, L 0

����&4��R��*�(NP���_���×�S!#��������$���0�/JI
AÉÈ�/�$����®NP���

L̄ = 2L
����$���!@�(�#�3��!#���:��$�����>|��������5#��$�$:NP����)�%�5'!#�*����![
4�����®,.���U��$�����0�/�%���&�q×G��(IsD£r

��%(0</��S!#$�&'���(������,.���'�����S!#��,}%�$����������&'

A0(x) =
1√
L̄

∞∑

n=−∞

√
L√
2π

(an − a−n) e2πin x

L
q×G��(Is�£r

���������7�(!#��,}%�$�������%���&HR:����%�/�����%��P����� ! �����<�#0</(�4�ª�(�#�<�_,.��� A0(x)
��, ©"������)����ÃR:��$�����R���&-�:����� Ý!
������0</U��!#�����<����)*����
#�����&'

A0

(
x+ L̄

2

)
= −A0(x)

I
�ª���

an = a∗−n

����I×/JI��W���P������$�$����
A0
������/Q��$������-NP���

A0(x) = − 4√
2π

∞∑

n=1

>|,
(an) sin(knx)

�4�



��� � � �$� ��� � �&����	������ ��� � ��� ��� ��� 	�� ��� �)���������Y��� �������P�)����� ��� ����� �)���������Y��� �

�M/���$���0�/	&4��$��

Ȧ0(x) =
1√
2π

∞∑

n=−∞

(
an i kn c e

iknx + a−n i kn c e
iknx

)

=

∞∑

n=−∞
(an + a−n︸︷︷︸

a∗
n

) i kn c e
iknx

=
∞∑

n=−∞
2
Æg�

(an) i kn c e
iknx

= − 4√
2π

∞∑

n=1

Æg�
(an) sin(knx)

�����_�(!#%������������<���(����!#��,.������!#�	5'!#�
A0(x)

%��(�
Ȧ0(x)

$����V�S�����]��$���!�>|,
(an)

%��(�UÆg�
(an)

I��������������
A(x, t)

������&'��������)��g����&'��R:���-����� �&%4��%���&.�����]©9��!#R�$���,;���

H �«F��«F . �]S�L�UW^�� . Mm_bScZdUWKPOnV�lPoY_�Z�eN^�gYhY_ ��_aM"Mm_ao
��%�, ½gR(�<0�/�$�%(���Á�����ÁÍ[����������$��H��R:���H�Q����������$�$����M���������������T��$�&4$�����0</�%���&'��� No���������ÒNP���H�(!
0�/ ��������&'�
����%��(������&'���(��0</Q���W�����H��$���

����!#,.��&4�(��������0�/(����A ��$�$�����/(����$����������&'
A?���P&'��/(���	��%(�]5'!#�������gA ��$�$�����&4$�����0�/�%���&«�����]��$���
��������<0�/(���]%��(��,.��&4�(��������0�/(�����(��$�� '

(
∆ − 1

c2
∂2

∂t2

)
~E(~r, t) = ~0,

(
∆ − 1

c2
∂2

∂t2

)
~B(~r, t) = ~0

q×G��(I �4r

������qWA ��$�$���� Ý rË½M�(�<����)

~E(~r, t) = ~E0 e
i(ωt−~k~r), ~B(~r, t) = ~B0 e

i(ωt−~k~r) q×G��(IsÚ£r
$����V�S�����*����� q×G��(I �4rP������&'��������)��*�

(
(ik)2 − 1

c2
(iω)2

)
~E0 e

i(ωt−~k~r) = ~0,

(
(ik)2 − 1

c2
(iω)2

)
~B0 e

i(ωt−~k~r) = ~0,

��$���!_�����]�������:��������!#�(��R:��)�����/�%���& ω2

c2
−~k2 = 0

I'ß-��� |~k| = 2π
λ

%��(�
ω = 2πν

��!#$�&4�"�����eR:��
#���������]�(!#��,;��$
c = λν

I
ß	��� #g��$Ñ�S�_�����gßH��8
N3��$�$ Ý ��$�����0�/�%���&'���Á����/QÈ�$��],.���-�����PN3�������������

~k · ~E0 = 0, ~k · ~B0 = 0 =⇒ ~E0, ~B0 ⊥~k ,
��%��'��������,

~k × ~E0 = ω ~B0, ~k × ~B0 = − ω

c2
~E0 =⇒ ~E0 ⊥ ~B0, | ~E0| = c| ~B0|

%��(����0</�$������4$���0�/

~E0 × ~B0 =
1

ω
~E0 ×

(
~k × ~E0

)
=
~k

ω
~E2

0 − 1

ω
( ~E0 · ~k) ~E0 =

~k

ω
~E2

0 .

��������%��:�����q!4��������!#�-5'!#����Rq���(����A ��$�$����	����&4��R��M�����[��$�$�&'��,;�����(� � %4��%���&

~E(~r, t) =
∑

±

∫
d3k ~E0,±(~k) ei(±ω(k)t−~k·~r) .

��Ú
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�������U��������R:�����y��$�$�������� �(!#%��������<���(�<����)'�gNo!#R:���}�����ÁA ��$�$�����&4$�����0</�%���&?)�%��-�������q��������!#�(��Rq��)�����/�%���&
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	�� ���Hd6# dgf�&� [Y�D�d�YÓh) [f 7' [Y.&K`�i"��Y]d�YP`JZ]d>��f�iad��.@R��f�f�dk+_dÇh) _f
, f�dod�Y]b�(4 [Y.&K`�i"��Y%+_dgf 
 dM^|^ad�Y D@^adMiWj]Z. [Y D

H ��F{H]F�i LTo ScZ�eNKPo�_aoYZdhY_�K�UfeN_
½M$�$�&'��,;�����	R:��/Q���(����$�����������%���

����!#�(������/(��!#��������%���

����!#�(���	,����M
'!#,���$��V8���, ���x�(��������!#�(� Ý %��(��A ��� Ý����R:��������0�/&'

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)
,����

z = x+ iy
N3!#Rq���

x, y ∈ R
�����7��%���

����!#�(������/(��!#�����Ô
'!#,�,��«�����(�H�
0�/�$��(������$���!#$�$��	���C�����7ßÔ����/(��,.������
 )�%J�K�����-������$�$��7�����-1P�#�����
�����7�����UØy

$T�#�������<0�/(�-ßH����/(��,.��������0</(�Ô©"/�=�����
'Ù	�(���*Ie�
! $T�#���<���C����0</ R:������������$���No�����<�	�����-NP��0�/�����&'�������
$����(�*������� �����:�����������T��$�&4$�����0�/�%���&'����� �yI�½@Iª,����@����0</���
'!#�(���<��������� Íg!
�Và;)������������?qy��$�����0�/�%���&'���C�����
��¡��x�£~ ��� 	 ��~ ~�v�r�� ��, ÍM!#,���$��V8����«��R:��������0�/���$���0�/®,����oßÔ����/(!������«�����o��%���

����!#�(������/(��!#������R:��/Q���(����$��JI
69���(�MNo���<������$���0�/(�_6"��&'���(��0�/Q�����P�����oR:�����<�#0�/�������������%���
�����!#�(���®�����o��/����M½M�Q��$�=
)����<È��*I�69���(����%���

����!#�

/(�����4�M���Q��$�=
������0�/J�QNo��������/�����������)�No�������V8
�������������P%��(������0�/���%���&'��%��Q��R�/QÈ���&4��&«������'

lim
|∆z|→0

f(z + ∆z) − f(z)

∆z
= f ′(z) ,

No!#R:���J,.���-�����_�W���P
'!#,���$��V8����:��/�$�������R�$���0</(���Ô1e�����<��&'�����x�(��������!#�	5'����No���(������' � �

|∆z| =
√

∆x2 + ∆y2

½M�Q��$�=�������0</(�[��%���

����!#�(���	�����(�®)'I�1�I
zn � sin(z)

�
ez � lg(z)

I
AÉÈ�/�$��],.���

∆z = ∆x, i∆y
���<!�����&'��Rq���-����0�/U�S!#$�&'���(���[1e��)�����/�%���&'���&'

lim
|∆x|→0

u(x+ ∆x+ iy) − u(x+ iy) + iv(x+ ∆x+ iy) − iv(x + iy)

∆x
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

= lim
|∆y|→0

u(x+ iy + i∆y) − u(x+ iy) + iv(x+ iy + i∆y) − iv(x+ iy)

i∆y
=

1

i

(
∂u

∂y
+ i

∂v

∂y

)

�_�
u
%��(�

v
������$�$�No��������&'�M��%���

����!#�(���.�����(���4����&4��R��"�����9�"����&4$�����0�/.5'!#�;Æg�*��$ Ý %��(��>¡,.��&4���QÈ���������$(!#R���&'�����$�����0</�%���&'���H�������e��%(0�/�= Ý Æg����,.����� Ý �M���������������T��$�&4$�����0</�%��(&'���&'

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

q×G*Ú�I�G�r

���������[)*�������<��$���1e��������&4%���&7�W�������Q��$�=������<0�/(�@��%���
�����!#�(���Ô
4�����-,.���-)'I�1�I���%���0�/ #g����)�%��Q��/�,;�@�����(���
�������������-ÍM!�!#�������Q�����@��$��g1e��������&4%���&������]�����_AC����R:��$Ñ��������/(�����])�No�������M�"��
���!#�×�S��$������]���

R2 ���(����/(���&'

~∇×




u
−v
0


 = ~0, ~∇×




v
u
0


 = ~0

A ���(�����_,.���Á����������1e��)�����/�%���&	��%��e����� ������)�5'!#�Ã����!#
'���[���J�:��!®����/QÈ�$��_,.���Á��������
��_�����¼������)�5'!#�
�e��%(0�/�= '

∮
d~r ·




u
−v
0


 =

∫
d~a · ~∇×




u
−v
0


 = 0

R�)�N[I ∮
d~r ·




v
u
0


 = 0
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�������PR:������%������
∮
u dx− v dy = 0

R�)�N[I ∮
v dx+ u dy = 0

=⇒
∮

(u+ iv)(dx+ idy) = 0 ,

��$���!
∮
f(z)dz = 0

q×G*Ú�IsD£r

�_�#�[R:������%������*�µ�(�#��>|������&4�<��$3�����(����/(!#$�!#,;!#����/(�7��%���

����!#�
f(z)

��R:���������(�;&'����0�/�$�!4���<���(�7Í�%���5'�.�����
�������������<0�/

0
I:�_�#��5'!#�H�����_Í�%���5'��%�,��<���(�������7�_��R�������,�%(���[��$�$�����������&'�[�������y�#0�/Á)�%(�<��,�,;����/QÈ���&'���(�

�������J�(��I×/JI����g�(���×�°
'�����(�@������&4%�$T�������<È������Bq�©ª!#$��4�q�
0�/�����������rg������/Q��$������JI
69���®1e������������$������(���3�(%���
�����!#�®,����e©¸!#$:R:���

z0
�����

f(z) = c
(z−z0)n

,����
c ∈ C

%��(�
n ∈ N \ {0} �
�����(���%���

����!#�-,����M�
0</��������g�����P)'I�1�I

f(z) =
√
z − z0

I
LM%��.5'����N3���(�����«NP���e�����®������)�5'!#�®�e��%(0</�='�
%�, �����7Æg��������%(���(�<����)M/(����)�%�$����������JI��_��)�%.R���$������«NP���

�(�#�]>¡������&4�<��$ ∮
f(z)dz

������$T����&.�����(���gÍ�%���5'�4�Q�����_�����(���	©¸!#$
z0
�����(��0�/�$������4��'

z0

x

y

C

Kreis
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ßH���;)�����/��e�(��)�%.�����gÍ�%���5'����%��J�����(���.

$������(���.Í��������K%�,
z0
)�%(�<��,�,;���&'��(�#�K������&'����0</�$�!4�������(�_����R������

�����e������&4%�$T�������<È���������������%��(�7,.���«
4�����®����0�/®�����(�M&'���<0�/�$�!4�������(��Í�%���5'�4�
&'��R���$������]��%(�
C
������, qW�(��&�������5

&'��N3È�/�$�������rg������&'��&'����&'������0</���������, Í��������P%��(��)�No���J�"����R����(��%���&'��$����������J�q������
'���JI
∮

C

f(z)dz =

∮
+ '3&*"% f(z)dz =

∫
d(reiφ)

1

reiφ
= i

∫ 2π

0
dφ
reiφ

reiφ
= 2πi

69����/QÈ�$��«�(�#�®����R������
N
©¸!#$��	R:���

z = zi
�����<�����*�o�(�#���

f(z) = Πi
ci

z−zi

&4��$��*�o��! ����/QÈ�$��7,.���C�����
Æg��������%(���(�<����))'

∮
f(z)dz =

N∑

i=1

2πci
q×G*Ú�Is�£r
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A?���P&'��/(����5'!#�-�����]A ��$�$�����&4$�����0</�%���&®,�����������!#, ��%(��$�$��}��%(��'

(
∆ − 1

c2
∂2

∂t2

)
~A(~r, t) = ~J(~r, t)

#M������Rq���:�S!#����������NP���*�(�(�#���

~A(~r, t) =
1

(2π)2

∫ ∞

−∞
dω

∫
d3k~a(ω,~k) ei(ωt−~k·~r)

%��(�
~J(~r, t) =

1

(2π)2

∫ ∞

−∞
dω

∫
d3k~j(ω,~k) ei(ωt−~k·~r)

&4��$��`qW5�&4$yI¸½gR(��0</��������UG��(Is���µ/����������Ö�-�M��,;���(����!#�(����rVI9�
����)*���ONP�������������.��%���

����!#�(���Ö���O!#R���&'�7A ��$ Ý$�����&4$�����0�/�%���&.�����.%��(�75'����&4$�����0�/(�����������(!#%���������
'!
�Và;)������������
~a(ω,~k)

%��(� ~j(ω,~k) ���(�����®����/Q��$������®NP��������[1e��)�����/�%���&
(
−(iω)2

c2
+ (i~k)2

)
~a(ω,~k) = ~j(ω,~k) =⇒ ~a(ω,~k) =

((ω
c

)2
− ~k2

)−1

~j(ω,~k) ,

No!#R:���e�����@½M%(������%(0�
 (
(ω

c
)2 − ~k2

)−1 �����.�Q!#%�������� Ý"! �<���(�×�S!#��,.������!#� �����;���������(�×��%���
�����!#�O�(����������$�$��*�������/(�}��%(0</-½MR(��0�/��������}G*��IsÚ�IQ�����<��%(�M����&4��R��g����0</�NP���������g���������������(���W%���

����!#�

G(~r, t) =
1

(2π)2

∫ ∞

−∞
dω

∫
d3k

ei(ωt−~k·~r)
(
(ω

c )2 − ~k2
)

%��(�UNP���g����/Q��$������
~A(~r, t) =

∫
dt d3~rG(~r − ~r ′, t− t′) ~J(~r ′, t′) ,

��$���!�NP���_��,Ç�Q��$�$��[�����g69$���

����!4���<������
U�����(�[�Q��$���%���&�qW5�&4$yI(½MR(��0</��������}G*D�I �4rVI
�_�#��©9��!#R�$���, Rq���P�����������7���������(���W%���

����!#� �����������-������&4%�$T�������<È��7�����.>|������&4�<���(����� 1

(( ω
c
)2−~k2)

Rq���

~k2 =
(

ω
c

)2 �#NP���"R:��� %#����&'���./������o��$��<![�����(�]>¡������&4�<������!#�(��5'!#����0</����Ñ�W�*I
�ª���K�����(� �&%4��%���&������������"©"��!#R�$���,;�
5'����No�����<���ÁNP������%��o������69$���

����!
��=��Q��,���
 Ý �"!#��$�����%���&U%��(�ÔNo���(�����Á%��(��NP���������_�������S�#0</(������� ! /(��,;���)�%JI

H ��F �GF�� o ( _aoa\�L�o�lb_aop\�_�^ �PVYZ��c_�^ ��KPo J�VTL�gYh �pLTo�\ \�V�^ � _�^�e�\�LY_boY^�VYZ���_�^
¦)(�lÑÛ:lT¦(l���~�{<�4À:wyx�{� ¢nq~��(u(��w]´µ �~�À:p(rsx
w¡ ¢{ $�{<��~
>¡,+½MR(��0�/��������PG*��IsÚg/Q����������NP���°�����@>¡������&4�<��$������°�(!#��, ∫∞

0 dx sin(x)
x

)�%�R:������0�/��(���J��NP���ª/Q��Rq�����(��,.��$��
!#/��(�[1e��&4�����(��%���&«��$��g69��&'��R������ π

2

5'����No���(�����*I #g�����e�S!#$�&4�]��%��-�����[1e��&4�����(��%���& '

∫ ∞

0
dx
sin(x)

x
=

1

2

∫ ∞

−∞
dx

eix − e−ix

2ix
=

1

4i

∫ ∞

−∞
dz

eiz − e−iz

z
A?������������&4�<�������������O��$���!«��R:���_������������$�$���½P0�/(���4I�LM%��H,}%(����,.���Ã��$�$�����������&'�[����

$TÈ������J�:NP����,.���Á�(�#�
>¡������&4�<��$�%�,

z = 0
R:������0�/��(���*I4�����3������$�$��e��%���

����!#� sin(x)

x

�����¸R:���
x = 0

����0</��"������&4%�$TÈ�����A?���¸)*����$���&'���
�(��/(���g�����_
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I

II

�����g1e�������<��&;R:���
z = 0

��������0�/��(��������0�/�)�%

dz
eiz − e−iz

z
= dz

(1 + iz + . . . ) − (1 − iz + . . . )

z
= dz

2iz

z
= 2i dz ,

�����K��$���!����c�(������������,.��$yI�1e�*�#0�/������K,.���J�4�(�#���
eiz → 0

�W���
Im(z) → ∞ R�)�N[I e−iz → 0

�����
Im(z) →

−∞ &4��$��*��
)%#���(���-NP���g�(�#�]>¡������&4�<��$µ�������y�#0�/H��%��W������$����JI
qW�"r«A?���°��������&4�����������;)�%(�������ª��R:���9�����e!#Rq����� #���$�Rq��R:���(�4�'��$���!�������$T����&}> ' ∮ � dz eiz

z

I#ßH�����<0�/�$������4�"�����
>¡������&4�<������!#�(��No��&.���U�����P!#R:������� #���$�R:��Rq���(�4I��_�#�e>|������&4�<��$���Rq���P����� #���$�R�

�������e,����PÆM�#����%(�

R&'��/��g�����
R → ∞ &'��&'���

0
I��_�;�����M>¡������&4�<������!#�(��No��&U&'����0</�$�!4�������-�����g%��(�-������©ª!#$¸R:���

z = 0��%��'����/Q��$�RÔ�����]5'!#�->K%�,��<���(���������Ô�ª$TÈ#0�/(�[$�����&4�*�������]�(�#�]>¡������&4�<��$¸��������������0</
0
I ���

qW���"r ������)��7��0</�$������4�;,.��� ����� >¡������&4�<������!#�(��N3��&¼���C������%������������ #���$�R:��Rq���(�4�9�����7©¸!#$M�����;��������,.��$
������/Q��$������&' ∮ � � dz e−iz

z

I��_��/(���°$����V�������°�����9Æg��������%(���(�<����)e%��������°1e�����(0<

����0</�����&4%���&}�����ªØS�y��$���0�/(���
Ù
>¡������&4�<������!#�(������0�/���%���& ∮ � � dz e−iz

z = −2πi
I

�
!#,����]
4������,.������%��-�(�#�]>¡������&4�<��$µR:������0�/��(���-%��(������/QÈ�$��*��NP���_R:��/Q��%��������
∫ ∞

0
dx
sin(x)

x
=

1

4i
(−1)(−2πi) =

π

2
.

¦)(�lÑÛ:l�§:l«Ï�nqp(w¡ ¢��w Ü �owyx(~
�<z|n(w×t.x�{V ¥nq~��(��wM�3xQp(���¥�V�
����~Á�Mr�nq��v¶��~�v�pQw�¿��
�����_)�%�&4��%��(����$�����&'���(���@��%���
�����!#�-�����

f(x) = e−αx2 ��No��$�0</(�[NP���]��%������<���(�×�S!#��,����������&'

f̃(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx e−αx2

e−ikx =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx e−(αx2+ikx) q×G*Ú�I �4r

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx e

−α
“

x2+ ikx
α

+( ik
2α )

2−( ik
2α)

2
”

=
1√
2π
e−α( k

2α)
2
∫ ∞

−∞
dx e−α(x+ ik

2α)
2
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LM%��	&'��/(���HNP�����W����������1e������0�/���%���&	�����M��R�����&4&'��R�$�����R:���(��� >¡������&4�<��$���%��������_�"����N3���(��%���&�5'!#�
z̄ =

z + ik
2α

)�%�,ÓÍg!#,���$��V8����-��R:����'
∫

C ������� �
dz e−α(z+ ik

2α )
2

=

∫

C ����	�
�� ��

dz̄ e−αz̄2

=

∫

C ������� �
dz̄ e−αz̄2

+

∮

C ���������������
dz̄ e−αz̄2 q×G*Ú�IsÚ£r

y

xC

C
komplex

reell

k__
2a

�_�����7����, ����R������*���(�#�o��%���0�/«�����]������$�$��g½P0</(���
C �
�������

%��(�.��%���0�/®�����]%�, k
2α

5'������0�/(!#R:���(�]
'!#,���$��V8��
½P0�/(�<�

C �������������
�S������&'��$���&4�"�����*�'
'�����(�M������&4%�$T�������<È���������%��������������.�����K�(�#�o>|������&4�<��$Q��R:���K�����gÆM��0�/�����0�
�� Ý!�È#0�/(�e�Q�#0</�����, ������)P5'!#�;�e��%(0�/�=���������������0�/

0
I#�_��/(���°
)%#���(����NP���ªNP���������9�����(�#�9Æg����$�$��o��R:����&'��/(���JI

∫

C ������� �
dz e−α(z+ ik

2α)
2

=

∫

C ������� �
dz̄ e−αz̄2

=

∫ ∞

−∞
dx e−αx2

=
1√
2α

q×G*Ú�Is�£r
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f̃(k) =
1√
2π

1√
2α
e

−k2

4α
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