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Dieses Skript kniipft direkt an die Vorlesungsnotizen der mathematischen Begleitvorlesung
zur Experimentalphysik I im Wintersemester 2000/2001 an. Die Numerierung wird deshalb

fortlaufend weitergefiihrt.
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7 Coulombkraft und Gaufs’sches Gesetz

7. Coulombkraft und Gaul’sches Gesetz fiir das elektrostatische
Feld; Flachen- und Volumenintegration

7.1. Coulombkraft, das elektrische Feld, allgemeine Felder

In der Mechanik (und der Experimentalphysik I) geht man von dem Newton’schen Kraftgesetz
aus:

a). %(mf)’) = F oder konkreter

d27(t PP—
m ég): mi* = F(F, 1)

mit noch allgemein gehaltenen Kriften F. In einem Inertialsystem {é;} gilt fiir die kartesischen
Koordinaten {z;} des (abstrakten) Vektors 7= ), z;€:

mml = Fz xk,m",t 5 7.1
J

also keine Beschleunigung ohne Kréfte.

Gleichung (7.1) ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir den (Orts-)Vektor in Ab-
héngigkeit der Zeit. Ein physikalischer Vektor besitzt ein klar definiertes Verhalten unter Dre-
hungen: Die Newton’sche Bewegungsgleichung ist forminvariant unter Drehungen, sofern man
die Krifte mitdreht — auch die Kraft ist ein Vektor!

Wir haben bereits einige Krafte kennengelernt:

e Die Gravitationskraft (Newton)

mM 7

F=- r2 r

ist die Kraft eines Zentralkdrpers der Masse M auf einen Korper der Masse m im Abstand

—

r.

Bemerkung: Zur Berechnung der Gravitationskraft benutzen wir das Modell einer punkt-
formigen Masse mit Eigenvolumen V' = 0.

e Die Federkraft bei Auslenkung 77— 7y aus der Ruhelage 7 ist

F = —k(F— 7)) (7.2)

Bemerkung: Dies gilt nur bei kleinen Auslenkungen aus der Ruhelage, denn es handelt
sich hier um eine lineare Ndherung durch Taylor-Entwicklung. Allgemein ist F' = K(7—7)
mit einer 3 x 3-Matrix K.

b).

e Die Coulombkraft zwischen zwei (statischen) Ladungen ¢ und @) mit dem Abstandsvektor
7= 74 — 7g ist dhnlich der Gravitations-Kraft, nur viel starker und auch abstofend:

= 1 qQr iy .o
FGoulomb = 7 2 4“1 e
TQ
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Die elektrische Ladung ist eine Eigenschaft der Korper, welche unabhdngig von der Masse
ist: So besitzen Positronen und Protonen gleiche Ladungen bei verschiedenen Massen. Die
(ruhe)masselosen Photonen haben keine elektrische Ladung.

Anmerkung: In der modernen Quantenchromodynamik, der Theorie fiir starke Wechsel-
wirkungen, haben Gluonen zunédchst keine Masse, aber eine verallgemeinerte Ladung

Wir gehen jetzt ndher auf die Coulombkraft ein. Vorerst wollen wir uns auf die Elektrostatik, die
Beschreibung von Kraftwirkungen zwischen unbewegten elektrischen Ladungen, konzentrieren.
Dazu dient uns das sogenannte Nahwirkungsbild:
Wir stellen uns vor, die Ladung Q) erzeugt ein elektrisches Feld
() _ 1 Q@ (F-7q)

q  dmeg |7 — 7ol |F— gl

E(F) =

(7.3)

welches dann auf die Probeladung ¢ die Kraft qﬁ(f’q) = F’(Fq) ausiibt. Dabei ist ¢ so klein zu
halten, daf es nicht zu Riickwirkungen auf die Lage der Ladung () kommt.

Die wirkliche eigensténdige Existenz eines solchen Feldes wird erst in der Elektrodynamik bei
der Diskussion elektromagnetischer Wellen klar, wobei die Existenz der erzeugenden Ladungen
in den Hintergrund tritt. Das Ziel ist hierbei z. B. die Behandlung von Radiowellen, ohne auf
Details ihrer Erzeugung einzugehen.

c). Der Begriff Feld impliziert einen gegeben (,angehefteten”) Wert
Suamlmgsfe]d des Feldes an jedem Punkt des Raumes. Das Feld ist also eine Funk-

ARRAAA A2 xax tion der Raumkoordinaten, z. B.
ARRRARAARAREARN

ARARAAAAARAR e bei einem Temperaturfeld der Wert der Temperatur
ARRRAARARRRA

PRARPAARAIAARANR e bei einem Druckfeld der Wert des Druckes
PEIFPAIAPRIARPAA

PRIAPPPIIFAR e bei einem Stromungsfeld die Komponenten des Geschwindig-

keitsvektors der Stromung (Gas, Fliissigkeit)

e in der Elektrostatik die Komponenten des elektrischen Feldes
Wir unterscheiden

e Skalarfelder: Im Sinne der Definition beschreiben wir das Feld f(7) in Abhéngigkeit des
abstrakten Ortsvektors 7. In der Physik hat sich jedoch eine dquivalente (aber etwas
schlampige) Schreibweise eingebiirgert!: f(x1,z2,23) = f(%) = f(7).

Bei Drehungen des Bezugsystems erhélt man eine neue Funktion f’ und es gilt

——————— =y

fl(xllamévré) :f(l'l,fEQ,fE;}) (I '.I

! Physiker lieben Koordinaten!
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(,Neues f in neuen Koordinaten = Altes f in alten Koordinaten®)

Beispiel (zur Vereinfachung mit Translationen): f sei jetzt das Feld einer Variablen z.
Bei einer Translation des Koordinatenursprungs um o gilt dann f'(z' = 2+ 0) = f(z),
siehe vorangehende Abbildung.

Bemerkung: In [4] ist dieser Abschnitt mit Vorsicht zu geniefen!

e Vektorfelder: V(7) wird in Komponenten zerlegt und mit V;(xy, 22, x3), (i = 1,2,3) oder
kurz mit V' (Z) bzw. V(7), s. 0. bezeichnet.

Bei Drehungen entsteht ein gedrehtes Vektorfeld in gedrehten Koordinaten, was einer
Drehung auf dem Vektorfeld in alten Koordinaten entspricht:

VI(@)=DV(Z) mit &=D&

bzw. £ =D 'Z =D"7, da D-DT =1

— |V'(DZ) =DV (Z)

Beispiel: Das elektrische Feld ist ein Vektorfeld!
e Tensorfelder: Zur Vollstandigkeit wollen wir noch Tensorfelder, Vektorfelder mit mehreren
Vektorindizes, angeben: Ty (1, x2, z3)
7.2. GauB’sches Gesetz, lineare Superposition

Eine punktférmige Ladung @ sei von der Fliche A, z.B. einer
Kugeloberfliche umschlossen. Dann gilt, zunéchst vereinfacht, das
Gault’sche Gesetz:

P2 Q
= dA- = — .
o /A E=2 (7.4)

& wird als elektrischer Fluf bezeichnet. Wir wollen das nun ausge-
hend vom Coulmb’schen Gesetz nachrechnen.

a). Das Fldchenintegral (Wdh. Kapitel 4)

e Die Flache A wird von zwei Vektoren aufgespannt. Man kann der Fléche in drei Dimen-
sionen einen Flachenvektor zuordnen.

N}
I
o
X
SH

Der Fliachenvektor steht immer senkrecht auf der Fliche (,Igelvektor®).

e Wir zerlegen eine beliebige Fliche in kleine Flichenstiicke, zum Beispiel Dreiecke mit
AA = 1(Ad x Ab). Der Flichenvektor 148t sich in Flichenvektoren von Fléchen in den
Koordinatenebenen zerlegen:
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zZ
as
do Y
dy
T
AG Ab
7= N =\ - - - - - -
(ag—al)x(ag—al) = ag Xa3 —az Xay —ajp Xag

= 62X63—61X62—C?1XC?3

Summe der ins Innere des
Tetraeders zeigenden FIl&-
chenvektoren

Folgerung: Die Summe der nach aufen gerichteten Flachenvektoren fiir geschlossene Fli-
chen (hier: Tetraederoberfliche) ist Null.

e Wir summieren die Beitrige AA, - E’n, wobei E, nach irgendeiner Vorschrift auf dem
Dreieck gewdhlt wird.

e Durch Grenziibergang fiir n — oo erhalten wir
lim Y A4, E :/AdA-E
n

mit |AA,| — 0. Hierbei muR der Limes unabhiingig von Einteilung und Vorschrift
fiir die Wahl von F,, sein, denn nur dann existiert das Fléchenintegral (~ ,ansténdige*

Funktionen)!
b). Wir werten das Flichenintegral in Kugelkoordinaten aus, wobei E = 47360 Q7 /r3 =
47350 (Qé,)/r? das Coulombfeld einer Punktladung @ sei.

Das Integral [, dA - E enthilt nur die zu € par-
(@ allelen, radialen Komponenten der Flichenstiicke dA.
Wir arbeiten wieder mit der in der Physik {iblichen, et-
was nachldssigen Komponentenschreibweise von Vekto-

Ex ren: ¥ = (x,y, z). Dabei unterdriicken wir ndmlich die Ba-
% 5y sisvektoren €, €,, €, und sparen uns so Schreibarbeit. . .
x = rsindcosy
X
= rsindsing
z = rcost
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Wir wihlen lokale Koordinatenachsen parallel zu

or or or

a_ b aq ) YA *

or ¥,pp=const oY r,pp=const agp ¥, r=const

~ Groftkreis ~ Kleinkreis
Damit ergibt sich
oF sin ¢ cos oF cos ¥ cos oF —sindsin g
— = | sindsing | =€, 7 =r|cosdsing | =réy, ——=r | sindcosep | =rsindé,
or oY . Op
cos —sind 0

und es folgt, dak €., €y und €, wechselseitig senkrecht und normiert sind.
Es gilt E || € (radiale Ausrichtung des Feldes bei Kugeloberfliche). Deshalb geniigt es, die
Flédche senkrecht zu €. und damit den Flichenvektor parallel zu €. zu betrachten.

dA|z, = (a;dﬁ> <a—rdgp> =r?sind &y x €, dd dp = r?sin v €, dv dp (7.5)

Wie man in (7.5) sieht, zeigt der Flachenvektor wie bendtigt nach aufen.

Bemerkung: Zur Erinnerung an letztes Semester [1, Kap. 4.3] sei gesagt, dal man den Flichen-
vektor auch wie folgt erhilt?:

€x €y €,
dAjz. = | cosdcosp cosvsing —sind cr2dddep. ..
—sindsing sind cos 0

Anschaulich kann man sich auch {iberlegen, daf die Kugelfliche dA ein ,Rechteck” mit Seiten-
flachen in Richtung des Grofkreises (r d¥) und des Kleinkreises (o dy = r sin dp) darstellt.

Mit (7.5) sind wir in der Lage, das Gauf’sche FluRintegral zu berechnen:
/dAE /d@/%d J(/ )—— e Q Q (7.6)
T in = - = .
14 90 i 47 €0 }7& 7[-47[' €0 €0

(Zur Erinnerung: [ dv sind = fjll d(cos ) = 2)

Wir bestétigen also fiir Punktladungen das Gauf’sche Gesetz fiir beliebige
geschlossene Flichen um Q!

Fiir geschlossene Fléachen, die @) nicht enthalten, heben sich die Beitrége der
an den Durchstofpunkten entgegengesetzten Fldchen heraus.

/d/f-ﬁ:
A

Der dazugehorige vollstdndige Ausdruck ist auch in sphérischen Polarkoordi-
naten wegen der Grenzen in 1, ¢ umsténdlich.

]

*Hitten Sie es noch gewuft???
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c). Das elektrische Feld einer Ansammlung von Punktladungen @); ergibt sich durch lineare
Uberlagerung (Superposition), da es sich hier um unabhiingige Krifte handelt!

B = YU o A

€0 ’F—FZ‘?’

Diese lineare Superposition ist fiir die Elektrodynamik allgemein sehr wichtig. Sie hingt eng
damit zusammen, daft die Felder, anders als in der Hydrodynamik, linearen Differentialglei-
chungen geniigen, wie wir spiter noch sehen werden. Falls (wie in der Chromodynamik, der
Theorie der starken Wechselwirkungen) auch die Felder selbst eine Ladung tragen, ist die li-
neare Superposition nicht mehr erlaubt.

Jetzt wenden wir uns ab von den Punktladungen hin zu den Ladungsdichten:

dQ
N . . . .
o(f") = Volumen (infinitesimal) = v

Die Summation iiber Teilladungen @ = ) . Q; geht dann iiber in Q = fv d®r'o(7") und wir
erhalten

Ladung

i =)
E(F) = d*r! 7).
)= Treo /V " ]F—F’]?’Q(r )

Wir bilden nun das GauR’sche Fléchenintegral [, dA.- E(F) und vertauschen die Integrationen
(infinitesimale Summationen) von dA und d37".

= _ =
/ dx. B = — / ' p(7) / i =7) (77)
A dmeg A |7 — 7|

Feld einer
Einheits-
Punktladung
bei 7’

Das Fliachenintegral aus (7.7) ergibt 47 falls 7’ innerhalb, und 0 falls r" ausserhalb der Fliche
liegt.

—| [ i B = = [ aoi) = 2.
A 14 €0

€0

wobei V' das von A eingeschlossene Volumen ist. Wir erhalten also das Gauf’sche Integral in
allgemeiner Form.

d). Natiirlich bekommt man auch umgekehrt aus dem Gauf’schen Gesetz das Coulomb-Gesetz:
Fiir die Punktladung Q bei 7 werte man das Integral [, dA - E(7) auf einer Kugeloberfliche
(mit Radius R) um 7 aus:

Aus der Radialsymmetrie von E(7) folgt E(7) || (7 — 7o) und mit R = |77 — 7| direkt das
Coulomb-Gesetz:

AnR? ‘E(F)‘ _ @
€0
) 1 Q .
— B0 = o R e
1 Q 7 —TQ

dmeq |F — FQ|2 |7 — 70
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e). Anwendungen Elektrisches Feld einer homogen geladenen Kugel mit Ladungsdichte p
und Radius R: Wende das Gauf’sches Gesetz auf eine Kugelfache mit Radius 7 an, wobei nur
die eingeschlossenen Ladungen zdhlen:

3 .
oL 1 1 4 r° firr <R
/ dA - E(f) = — / &' p(i) = — p—

A o0 Jy o' 3 | R® firr>R

Aus der Radialsymmetrie von E(7) folgt wie oben

/ dA - E(7) = 412 ‘E‘(F)
A

und damit
T firr <R

, 7
B(f) = - =1 g
3eo |7 fiir r > R

Fiir r > R haben somit wieder das Coulomb-Gesetz fiir eine Punktladung Q) = 4{ R3p erhalten!

7.3. Divergenz von E(7)
Die Divergenz (Quellstiirke) des Vektorfeldes E() ist definiert als

_ dA . E(F
div B() = lim M

wobei V' das von A eingeschlossene Volumen ist, welches auf den Punkt 7 zusammengezogen
wird.
Mit dem Gauf’schen Gesetz ergibt sich

[ ad- B = = [ o = D)y

€0 €0

wobei man die letzte Abschitzung, giiltig nur fiir infinitesimale V', durch Anwendung des Mit-
telwertsatzes® erhilt. Einsetzen ergibt schlieRlich

div E(F) = @

Spéiter werden wir die Divergenz durch Differentiation in Koordinaten ausdriicken (divE =
V-E).

Bemerkung: Betrachten wir nun eine Punktladung als Grenzfall einer Kugel mit homogener
Ladungsverteilung. In Abschnitt 7.2e) haben wir gesehen, da® fiir die Ladung der Kugel @ =
4?” R3p gilt, wobei R den Kugelradius und p die Ladungsdichte bezeichnet.

3Der Mittelwertsatz der Integralrechnung: Wenn der Integrand f(t) im Integrationsintervall ¢ € (z,z + Ax)
stetig (und integrierbar) ist, dann kann das Integral immer durch ein Produkt aus Intervalllinge und einem
Wert des Integranden im Intervall ausgedriickt werden, also f;HAI dt f(t) = f(x + h Ax) Az fiir zumindest
einen Wert von h im Intervall 0 < h < 1.

10
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Fiir |7] < R gilt deshalb

.= p Q 3
E = — = — —
div (T) €0 €0 4T R3 ’
oder allgemeiner ausgedriickt
0 firr > R
div E(7) = = - f(R,r) mit f(R,r) =
0 e firr <R

Integriert man nun den Klammerausdruck f(r, R) iiber das gesamte Volumen, erhilt man exakt
1 wegen

47 3
/d3r f(r,R) = §R34WR3 =1. (7.8)

Betrachten wir das Verhalten von f(r, R) bei R — 0:
fr=0,R) — oo (R—0)
(7.9)
fr#0,R) — 0 (R—0)

Aufgrund von Gleichung (7.8) und (7.9) ergibt sich, dafs f(r, R) fiir R = 0 eine dreidimensionale
Dirac’sche Deltafunktion d3(r) darstellt. Die Deltafunktion kann hier nicht behandelt werden,
den interessierten Leser verweisen wir daher auf ein spéteres Kapitel {iber Distributionen.

11



8 Das elektrische Potential; der Gradient

8. Das elektrische Potential; der Gradient

8.1. Das elektrische Potential

a). Das elektrische Feld ist eine auf die Einheitsladung normierte Kraft,

welches in der Elektrostatik zeitunabhéngig ist. -
Wir betrachten nun die Arbeit an einer Einheitsladung beim Transport

auf einem Weg von 7, nach 7:

b
W:/ dr - E(r) = =U

wobei U die Spannung zwischen den Punkten 7, und 73 darstellt. Ta

Das obige Integral, und damit die Spannung U, sollte wegunabhingig

sein; sonst konnte auf einem geschlossenen Weg Arbeit geleistet und ein perpetuum mobile

konstruiert werden. Dazu betrachte man nebenstehende Abbildung.

7 Falls rfa" dr - E(F) vom Weg abhéngig, also fiir die Wege I und II ver-
schieden ist, so wiirde man durch Bewegung z.B. entlang des Weges I-11
zwar zum Ausgangspunkt 7, zuriickkehren, hétte aber Arbeit gewonnen.
Daraus folgt, dak —U (7) = fr% dr- E(F) tatséchlich nur von 7 abhéngt. 7

= ist beliebig, aber fest.

b). Damit kommen wir zur Definition des Potentials:

o) == [ dr B0 + (%)

0

wobei (7)) beliebig, also frei wihlbar ist (z.B. ¢(co) = 0). Damit ergibt sich die Spannung U
als

U—_ / Y B = i) — o().

Wir leiten nun eine Darstellung des Energiesatzes aus der Bewegungsgleichung eines massiven
Ladungstrigers der Ladung ¢ her:

mi’ = qE(F) = mi' -7 = qi - E(F)

Mit %(? ) =7 F+ 7 7 folgt %( — ¢7- E(7). Durch Integrieren ergibt sich daraus

bd o m - b di o (LI
dt— (=i?) = dt— - E(F) = di - E(7
/ta dt (2 ) = /t a P =a /F v E()

- 1 . L o
— §mr th — imrzta = —q(p(1%) — (7)) -

Der Energiesatz fiir einen Ladungstriger der Masse m und Ladung ¢ kann man daher folgen-
dermafsen schreiben:

1 -, 5 1 -, N

oMty +ap(Th) = Smita + qp(7a)
wobei der jeweils erste Term die kinetische Energie beschreibt, der jeweils zweite Term die
potentielle Energie im elektrischen Feld.
Anmerkung: Die Flichen (im 2-dimensionalen: Linien) mit konstantem Potential heifen Aqui-
potentialflichen.

12
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8.2. Gradient

a). Wie bestimmen wir bei gegebenem ¢(7) das elektrische Feld E(7)? Wir miissen hierbei
beachten, daf () ein Skalarfeld, E(7) hingegen ein Vektorfeld bildet.
Wir differenzieren zuerst nach 7

AR
o(F 4+ AF) — o(F) = — / dr - E(T)
7
Durch Anwendung des Mittelwertsatzes kann man fiir kleine A7’ das Integral durch

o(F 4+ AF) — o(7) = —E(F) - A7+ O(€?) (8.1)

abschiitzen, wobei O(e?) wie iiblich Restterme der Ordnung €2 bezeichnen mit |A7] ~ e.
Verwendet man anstatt von 7 dessen Komponenten x, y, z, so kann man die Potentialdifferenz
in Gleichung (8.1) auch folgendermafen schreiben:

ol + Az, y+ Ay, 2z + Az) — p(z,y,2) = als partielle Ableitungen:
p(x+ Az, y+ Ay, z + Az) — p(z,y + Ay, 2 + Az) gz 2 o yray a0
+SD($3 Y+ Ayv zZ+ AZ) - (,O(SC, Y,z + AZ) |3373/72+A2Ay

—i—gD(l‘,y,Z—i—AZ) —QO(HZ',:I/,Z) Az

BZ |937y7

Durch Taylor-Entwicklung der partiellen Ableitungen 1&fst sich der erste Term in Ax vereinfa-
chen:

&p Oy

Oy
|x,y+Ay,z+AzAw = |:1:,y7 Ax + —— |m,y z+AzA-TAy + =
0 0xdy

= % |:v,y,zA-T + 0(6 )

Op
9205 o, y+ Ay, ATAz

Damit ergibt sich fiir die Potentialdifferenz zur Ordnung e schlieflich

L A 90 Iy Iy
AQD = SO(T + AT) - SD(F) ~ a |33,317 Az + (9_y |m7y,sz + 52 02 |$7y ZAZ
Ax
dp Op 0O
= (—gp g —SD) Ay | =gradp- AT, (8.2)
Ox’ Oy’ Oz A
z
oder in Differentialschreibweise dy = grad ¢ - dr, wobei grad ¢ = (g—i, g—“;, g—f). Vergleichen wir

Gleichung (8.2) mit Gleichung (8.1), so erkennen wir

E(7) = —grad o(7) .

Aus Ap = grad ¢- A7 folgt, daft der Vektor grad ¢ immer senkrecht auf den Aquipotentialflichen
steht: Zeigt der Vektor A7 in Richtung der Potentialflichen, so ist Ay = 0; steht A7 dagegen
senkrecht auf den Potentialflichen, so ist Ap maximal. Eine 2-dimensionale Anwendung im
téglichen Leben sind die Hohenlinien der Landkarten, sieche Abbildung 1.

b). Wir setzen nun in das Wegintegral frg dF - E(7) die Identitit E(7) = —grad o(7) ein und
erhalten so auf umgekehrtem Wege die urspriingliche Definition des Potentials:

7 . d o(7)
[ i - B(7) = _[ dr grad o(F) = —/ dep = —(p(7) — ¢(70))
7o ¥

70 (7o)
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8 Das elektrische Potential; der Gradient

h = const.

grad h

Abbildung 1: Hohenlinien und Gradient

c). Zur Schreibweise Folgende Notationen sind dquivalent:

ad Op Oy J¢ 9909 (z,y,2) =V
T == = —
g SD ax’ ay? az ax?ay’az SD 7y7 SD

Dabei ist (8%7 8%7 %) ein Differentialoperator und V wird als Nablaoperator* bezeichnet.

d). Beispiel Wir betrachten die homogenen Ladung auf einer Kugel mit Ladungsdichte p und
Radius R. Dann ergibt sich mit 7.2e) fiir das Potential in Abhéngigkeit von ¥ (Weg auf dem
Radius wegen leichterer Rechnung) und fiir 7y = oc:

4 pR® 1 >R
r - - T
, - _, 4
o) = [ drB@) el = 2T
- <2R 67“) r <

e). Rechnen mit dem Gradienten Im Folgenden verwenden wir die Kettenregel und Pro-
duktregel fiir Ableitungen:

1. Esist V f(r) = f/(r)E, da 2 f(r) = f’(T)Qﬂiﬁ (analog fiir y und z) mit r = |7] =
2. V (A7) f2(7) = (V AF) f(7) + HF)V f2(7))
3. Vektoriell:

4Das Wort ,Nabla“ stammt von einem altertiimlichen Musikinstrument, einer Laute, an deren Form der Ope-
rator erinnert.
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8 Das elektrische Potential; der Gradient

N . g‘/lm g‘/ly BQVIZ
wobei z. B. <V> (V)= gVu 5:V1y 5 V12 |, analog fiir V5.
%‘/lm %‘/ly %Vlz

Hier sieht man, daft man das Rechnen mit Gradienten auch als Vektor- und Matrizenrechnung
auffassen kann. Man kann also Vektoranalysis mit der Devise betreiben: Mache Differenzieren
und Matrizenmultiplikation (und spéater auch Kreuzprodukt in dhnlicher Weise) miteinander
vertraglich!

f). Totales Differential Es gilt dp = %‘Edm + %yedy + %fdz fiir eine Funktion ¢(z,y, z). Dann
ist dip eine Differentialform:
. dyp
do = az(z,y,z)de + ay(x,y,z) dy + a.(z,y,2)dz  mit a; = FREE
x
Man sagt dann: dyp ist ein totales Differential.
Wir geben nun das sogenannte Integrationskriterium an: Ist ¢ zweimal stetig differenzierbar,
dann gilt mit obigem a;, ay,a.

da, 9,0 P P 9,0 . O,

oy 8_y(%(p) - 3y8xﬂp B 8x8yﬂp N 336(3_31('0) - Oz

d.h. es gilt die Gleichheit bei (*)®. Dann folgt mit (@ x b), = azby — ayby:

Q

9. (9_3/% =0 <= Vx| ay =0 fir ay | =V
a

Q

2 z

Das notwendige Kriterium dafiir, daf eine Differentialform ein totales Differential ist, ist also

Ay
Vx| a | =0
Qz
Gy
Mit | a, | = Vi folgt aufgrund der Vertauschbarkeit der partiellen Differentiationen
Az

Vx(Ve)=0= (VxV)p=0.
——
Algebral

Letzteres ist sehr intuitiv: V x V = 0.

5Ist f in D zweimal partiell differenzierbar und sind die zweiten partiellen Ableitungen stetig in D, so hat
2
die Reihenfolge der partiellen Ableitungen keinen Einfluss auf das Ergebnis der Ableitungen: ﬁ(p) =

2
5o (P), pED
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8 Das elektrische Potential; der Gradient

g). Beispiel: Herleitung der Entropie () im 1. Hauptsatz der Thermodynamik
0Q =dU —pdV

ist kein totales Differential.
Annahme: §Q) sei ein totales Differential. Dann ist fiir ein ideales Gas @ wegen dU = n Cy dT
und p = n RT/V abhingig von T und V und es ergibt sich

RT
5Q =nCydT + 22 qv .
Dies hiefse g—g = nCy und % = "‘@T; desweiteren gelte fiir 6@ als totales Differential die
Identitét %(g—g) = %(%). Es ist %(n()’v) = 0, aber 8%("5T) = 28 5£ 0, was zu einem

Widerspruch fithrt. Also ist Q) kein totales Differential.
Wir versuchen daher, einen sog. integrierenden Faktor f(T') zu finden, so dab fiir f(T") 0Q =
f(T)nCydT + f(T)2EL 4V die Gleichung

0 0 nRT
s @) = o (1) =0

erfiillt ist. Der erste Term ist offensichtlich gleich 0. Dies erfordert a%( f (T)"‘IET) = 0, also
J(T) = %, wobei ¢ = const.
Wir definieren daher dS = % als totales Differential der Zustandsgrife®

S(T,V)
S(T,V) = / dS + S(Ty, Vi),
S(To,Vo)

der Entropie.

5Zustandsgroken sind unabhingig vom Weg, in diesem Fall im T-V-Diagramm.
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9 ,Rotation eines Vektorfeldes, Stoke’scher Satz, Ampere’sches Gesetz

9. ,,Rotation" eines Vektorfeldes, Stoke'scher Satz,
Ampere’sches Gesetz

9.1. rot £ = 0 als notwendiges Kriterium fiir das elektrische Feld in der
Elektrostatik

Wir haben fiir ein konservatives Kraftfeld F () bzw. fiir ein elektrisches Feld E(7) gezeigt:

E = —grad ¢(F) < jé dF - E(7) = 0 fiir alle geschlossenen Wege

(F(¥) = —grad V() in der Mechanik)

E = —grad ¢ heifét

o)
B Oz1 R
mit V = | 32~ | in der Koordinatendarstellung. Wir bilden jetzt V x V:
O3
€1 € €3
= = o) o) o)
o1 0o ox3
0? 0? 0? 0? 0? 0?
= & — e — é: -
“a <8.%'2 8.%'3 (31‘3 (31‘2) +€2 <8.%'3 8.%'1 8.%'1 8.%'3) + 3 ((31'1 (31‘2 (31‘2 (31‘1)

Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion gilt also V x

V =0, d.h. rot grad = 0, siehe hierzu auch Abschnitt 8.2f). Wir ()

erhalten V x (=Vyp) = =(Vx V) =0,d.h. rot E:=V x E =
~—

v A.TQ
. E d)

0 ist ein notwendiges Kriterium fiir das elektrische Feld in der (b)
Elektrostatik.

9.2. Der Stoke’'sche Satz

Ziel: rot E als hinreichendes Kriterium fiir statisches elektrisches Feld.

a). Wir betrachten ein (infinitesimales) Rechteck in der 1-2 Ebene (s. Abbildung) und berechnen

. z1+Axy
% dFE(’F) = / dl'/lEl(.%'ll,.%'Q,xZ}) (G/)
Rechteck o
r2+Axa
+/ dzhFEa(z1 + Az, xh, x3) (0)
X
71
+ d! By (2, o + Axg, 23) (c)
JB&,‘;AJEI
+ dryEo (21, 29, 23) . (d)
za+Axa

17



9 ,Rotation eines Vektorfeldes, Stoke’scher Satz, Ampere’sches Gesetz

Wir fassen (a) und (c¢), (b) und (d) zusammen und erhalten mit dem Mittelwertsatz der Diffe-
rentialrechnung fiir 71 € (21,21 + Az1), T2 € (22,22 + Axo)

N x1+Ax OF za+Axa OF
jé dr'- E(F) = —/ da| Ay —2 (2, Zo, 3) +/ dah Axy —2 (4, 2, x3) .
1 8.%'2 o 31‘1

Rechteck

Bei Anwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung ergibt sich fir z; € (xy,21 +
Axy),Zo € (22,72 + Axy)

- ok,  _ OF -

% dr - E(f‘) = ——1(f1, T9, xg)Al'Q Az + —2(.@1, To, .%'3)A1‘1 Axy . (91)
31‘2 31‘1

Rechteck

Aufgrund der Stetigkeit der Ableitungen kénnen wir in Gleichung 9.1 im Grenziibergang fiir
Axq, Axy — 0 die Differentiale als dritte Komponente der Rotation von E identifizieren und
wir erhalten

- oF OFE -
dr- E(F) = (—%21 + ﬁ) Az Azg = (rot E)3Axy Az,
Rechteck
d.h. es gilt
d7 - E(7)
. Rechteck =
1 = E
Aml,lAIgslzﬂ(] A$1 A$2 (I"Ot )3

Geometrisch konnen wir Az Azs als Flache mit Flachenvektor Axq Axo €3 interpretieren.
Wir gehen jetzt vom 2-Dimensionalen zum 3-Dimensionalen iiber. Bei ent-

sprechender zyklischer Vertauschung (1-2 = 2-3 = 3-1) erhalten wir analog U

die erste und zweite Komponente von rot E.

Bemerkung (Zum Namen ,Rotation®): Wir betrachten die Kreisstromung
U(r) = & x 7, & konstant. Der Ausdruck

Nebenrechnung:
z1
1= 1= 0 9 0 —
=V x U(F) = -V x (w XT’) <8x1’8z2’8x3) T2 | =3,
2 2 -
. 1= o - = 9
v e §(wV F—&-VT) @ 100
1 Do ($1,$2,$3) == 010
= S@3-dh)=u = 00 1
(Matrizenmultiplikation)

beschreibt die Rotation des Wirbels. Vorsicht bei der Anwendung des Grassmann’schen Ent-
wicklungssatzes (,BAC-CAB“-Regel)! Die Vektoralgebra ist so zu verwenden, daf der Differen-
tialoperator V immer vor dem zu differenzierenden Ausdruck zu stehen kommt (anderenfalls
muf man die Differentiation durch Pfeile ~ deutlich machen).
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9 ,Rotation eines Vektorfeldes, Stoke’scher Satz, Ampere’sches Gesetz

b). Der Satz von Stokes

]{ dF - E(F) = / dA - rot E

geschlossene Flédche, von
Kurve C C umrandet

,Beweis“ (Vollstandiger Beweis in der Vektoranalysis, fordert viel Vorarbeit!).

) $dr- E(F) = dA -rot E bei Integration iiber beliebige, infinitesimale, ebene Flichen (z.B.
Dreiecke)

Betrachten wir also ein windschiefes Dreieck der Flache AA
im Raum. Da sich bei der Summation die ,inneren Linien-
integrale“ herausheben, kénnen wir das Linienintegral {iber
den Dreiecksrand C darstellen als drei Linienintegrale Cj
iiber je eine Dreiecksseite der Fliche A; und zwei zugehori-
ge Koordinatenachsenabschnitte:

3

}{ dr- E(7 Z 7{ dr - Z(rotﬁ)i(AA)i = (rot E) - AA
C

=1

(ii) Wenden wir uns nun einer beliebigen geschlossenen Kurve C' zu; eine solche Kurve ist im
Allgemeinen nicht eben. Man kann sie aber in jedem Fall mit einer Flache ausfiillen, so
dass C die Randkurve dieser Fliche ist.” Teilt man nun die Fliche in kleine Flichestiicke

C

(in der Regel Dreiecke: ,, Triangulierung“) auf, so wird die Randkurve durch einen Polygon-
zug approximiert. Man kann daher wie im obigen Fall das Integral iiber die Randkurve
als Summe von Integralen iiber die Berandung der kleinen Fléchenstiicke schreiben; die
Summe der ,inneren Integrale” ist wiederum gleich Null:

}[drEf) Z%drE

"Damit das fiir jede beliebige Kurve C gilt, muss das Gebiet, in dem die Kurve liegt, einfach zusammenhzngend
sein, das heifit, jede geschlossene Kurve muss sich zu einem Punkt zusammenziehen lassen.
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9 ,Rotation eines Vektorfeldes, Stoke’scher Satz, Ampere’sches Gesetz

(iii) Geht man nun zu infinitesimal kleinen Flidchenstiicken iiber, so erhdlt man den Satz von

Stokes:
7{ dF- E(7) = lim Z 7{ = lim Z(rotﬁ_ﬁ) (AA), = / dA - (rotE),
also kurz

7{ dF-E(a*):/dE-(rotE)
C=0A A

wobei C' = 0A bedeutet, dass C' die Randkurve der Fliache A ist. Damit erhalt man aus
rot £ = 0 direkt §, dr- E(F) = 0, also gilt in einfach zusammenhéngenden Gebieten

E=—grad¢ — j{df-ﬁ(?)zo — 1ot E =0
C

9.3. Das Ampere’'sche Gesetz

Nach der Einfiihrung in der Experimentalphysik werden wir dieses Thema ausfiihrlicher behan-
deln. Aus der Experimentalphysik-Vorlesung ist bereits die Gleichung bekannt, die die Integra-
tion des Magnetfelds {iber eine geschlossene Kurve C' in Beziehung setzt mit dem Stromflufs
durch die durch die Kurve berandete Fliche A:

%dF'EZHoftotZMo/df‘T'f-
c A

Mit dem Satz von Stokes ergibt sich ¢, dr - B = [,dA - (vot B), und daher gilt fiir beliebige
Flichen A die Aussage

rot E = ,uoj.

Dieses Ergebnis erhélt man auch, wenn man sich die Definition von rot B =V x B vor Augen
halt:

= . fC:@ AA; ng 2
o= g s B,

Damit stellt sich rot B = Lo] ganz dhnlich dar wie die Quellengleichung fiir die Divergenz
des elektrischen Felds, ndmlich divE = (F) . Zudem gilt in der Elektrostatik rot E = 0. Dem

entspricht in der Magnetostatik divB = O, d.h. es gibt keine magnetischen Quellen.

Aus p(7) konnten wir leicht E(7) berechnen; dies ist fiir den Fall j — B nicht so leicht moglich:
Entweder man wahlt den Weg der Vorlesung iiber die Lorentztransformation (was sicher nicht
der historischen Herleitung entspricht), oder man fiihrt als Ansatz das Vektorpotential A(7)
ein, fiir das gelten muf:

B=rotA

In Abschnitt 10.4b) werden wir letzteren Weg beschreiten. Die Losung
dieses Problems, das Biot-Savart’sche Gesetz, wollen wir jedoch schon

hier angeben: Fiir ein Leiterstiick, durch das der Strom [ fliefst, gilt: d
dl X7
dB = r
47r 73
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10 Divergenz in kartesischen Koordinaten; Gauf’scher Satz; Vektoranalysis

10. Divergenz in kartesischen Koordinaten; Gaull’'scher Satz;
Vektoranalysis

10.1. Divergenz
Wir haben die Divergenz von E als Quellstarke definiert:

B dA - E
div E = lim fA=8V—

V—0 %4
Wie oben bedeutet A = 0V, dass die Oberfliche A das Volumen V berandet.®

)
(1 + Az1, 22 + Aza, 23 + Axs)
x3
7
(581 + ACEl,:EQ + ACEQ,ZEg)
Z1
(z1,22,23) (1 4+ Az1,x2,x3)

Wollen wir die Divergenz div E #hnlich wie rot B = V x B durch Ableitungen ausdriicken,
betrachten wir dazu praktischerweise einen Quader (s. obige Abbildung) mit infinitesimalem
Volumen und berechnen |, dA - E(F) iiber die Quaderoberfliche. Gegeniiberliegende Seiten
(hier zuerst die Seiten in bzw. parallel zur 1-2-Ebene) liefern aufgrund des Mittelwertsatzes der
Differentialrechnung

z1+Ax1 ro+Axs
/ / / / / /
/ dx; / dxy(—Es(x], x5, x3) + Es(xy, x5, x5 + Axg) =

1 T2
1+Ax1 ro+Axg a
/ dr'y / dvty — E3(x), b, T3)Axs,
1 z9 8.%'3

wobei T3 einen Punkt zwischen z3 und x3+ Azg darstellt. Der Mittelwertsatz der Integralrech-
nung ergibt dann fiir das obige Doppelintegral

T1+Ax1 To+Axo
/ / ro 1o
/ dx; / dzy(—E3(ry, 2, 73) + E3(27, 75, 73 + Azz) =

1 T2
0

—E3(.’f1, To, :f3)AIE1A$2A$3 .
8273

Die Seitenflichen des Quaders in bzw. parallel zur 2-3-Ebene sowie 3-1-Ebene berechnen sich
analog. Mit AziAzsAxs = AV erhélt man also:

5 o E
o fegydA B SN0 o 9 9 ! S =
E = lim 4=V = — _ Ei(z1,29,23) = (—,——)| By | =V -E
div VILnO Vv ; 8.%'1 (1‘1 2 .%'3) (8.%'1 8.%'2 8.%'3) Ei v

®Dies entspricht der Definition von (rot B);, welche wir im Abschnitt {iber das Ampere’sche Gesetz gefunden
haben.
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10 Divergenz in kartesischen Koordinaten; Gauf’scher Satz; Vektoranalysis

10.2. GaulR’scher Satz

Betrachten wir nun ein endliches Volumen:
(i) Dieses Volumen kann man approximativ aus kleinen Quadern zusammensetzen.

(ii) Das Fldchenintegral iiber die Randfliche A des approximierten Volumens schreibt man
nun als Summe iiber die Flichenintegrale der kleinen Quader-Volumina AV;. Da die
Integration iiber die inneren Flichen wieder herausfillt, erhilt man:

/ dA - E(F) = Z/ dA-E(7) ~ ) (div E) AV
A i=1 7 AA; i=1

(iii) Geht man nun zum Grenzwert n — oo iiber, ergibt sich der Satz von Gauf:

dA - E(F) = lim / (div E) AV; :/ d*r divE
/A=8V ’HOO; AA; v

Mit div & = 27 erhilt man dann wieder das Gaul’sche Gesetz

€0
/ dfT-E(F):/d:*rM.
A=0V \% €0

10.3. Vektoranalysis im Rahmen der Elektrizititslehre

Wir haben bisher den Gradienten, die Divergenz und die Rotation mit dem Differentialoperator
V gebildet:

gradqﬁzﬁgb, divE=V-E, rotﬁzﬁxﬁ, rot B=V x B

Fiir die Elektrostatik haben wir folgende Gesetzméfigkeiten erhalten:

divﬁzﬁ, rothO, B=0
€0

Ebenso gilt in der Magnetostatik:

—

divB = 0, rot B = ,uof, E=0

Nachfolgende Tabelle enthilt eine Zusammenstellung der wichtigsten Rechenregeln im Umgang
mit dem Nablaoperator.
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10 Divergenz in kartesischen Koordinaten; Gauf’scher Satz; Vektoranalysis

Vektorrechnung bei Verwendung des Differentialoperators V (Quelle: [3])

Achtung: ¢ und 1) sind skalare Funktionen, U und V sind vektorwertige
Funktionen.

(a) V- Vo =divgradg = V2 = A¢ = 24 + 5¢ 1 2°¢

(b) V x V¢ = rotgrad ¢ = 0

IZ

- = — — 2
() V(¥ V) =graddivV =&, (5% + 2% + 2%
> (Ve | 07V, | 9PV,
te: (Bzaz + og0: T T2 )

(d) V- (V x V) =divrotV =

(e) V x (VxV)=rotrotV =V(V-V)— V2V =graddivV — AV
(f) V- (V) =¢(V-V)+V-(Vg)

(8) Vx(0V)=¢(VxV)+V x (V)

h) V- UxV)=V-(VxU)-U-(VxV)

() Vx(UxV)=W-VU—(U-V)V-V(V-U)+UNV-V)
G) VO -VY=Ux (VxV)+(U-V)V+V x(VxU)+ (V- -V)U
(k) V- (Vo x Vi) =0

Mit etwas Ubung lassen sich die Ergebnisse aus obiger Tabelle leicht berechnen.

Anmerkung (zu (j)): Wir haben bisher die Produktregel angewandt, um (j) zu berechnen, siehe
auch Abschnitt 8.2e). _
V(O V)= (VO) -V + (VV) - U

SN—— SN——
Matrix- Matrix-
mult. mult.

In obiger Tabelle erhélt man diese Form, indem man den Grassmann’schen Entwicklungssatz
anwendet;:

— -

Ux(VxV)=(VV)-U-U-VV.
Analog fiir V x (V x U).

Zu guter Letzt noch einige weitere Hilfsmittel, die durch einfache Rechnung iiberpriift werden
koénnen:

o VI(r)=f(r) L (Kettenregel)

e Fiir @ = const. gilt V ((i- V(F)) = <§Y7(F)) -@, wobei VV (7) als Matrizenmultiplikation
aufgefafst wird.

1 00
e V.7=(V) (7") =3, Vi=|0 1 0| = <§> (7). V7 wird , Tensorprodukt® genannt
0 01

und als Matrixmultiplikation einer Zeile mit einer Spalte verstanden.

23



10 Divergenz in kartesischen Koordinaten; Gauf’scher Satz; Vektoranalysis

10.4. Potential, Vektorpotential

—

a). Fiir ein wirbelfreies Feld E= —ﬁgb folgt div E = —V-ﬁ(b = —A¢. A wird Laplace-Operator

genannt und es gilt A = ZZ 1 ax

Weiterhin folgt fiir ein wirbelfreies Feld automatisch V x E = -V x V¢ = 0. In der Elek-
trostatik erhalten wir damit die sog. Poisson-Gleichung

0? 0? 0? —p(x1,x2,T3)
Ao= (2L L2 9\, - ZPELT2T3)
4 <3x% * 0z3 * 8x§> 4 €0

b). In der Magnetostatik machen wir folgenden Ansatz:

—

=V x A(F) mit dem Vektorpotential A(7)

Fiir diesen Ansatz folgt
-, Spatp;odukt (6 6) A»: 0

—,

ot BV x BV X (FxA) (T A) - T A= (T

A ist nicht eindeutig bestimmt, wir fithren daher eine sogenannte Fichtransformation
durch: |[A+ Vf (7) | fithrt zu identischem Magnetfeld B,denn Vx Vf =0 (Eichfreiheit)

Als Eichung fordern wir zusétzlich div A=V A= 0, was als Coulombeichung bezeichnet
wird.

Als Ergebnis unserer Uberlegungen erhalten wir dann folgende Vektorgleichung:

rot B(F) = —AA(F) = poj(7) (10.1)

Jede Komponente von Gleichung (10.1) besitzt die mathematische Form einer Poisson-Glei-

chung, deren Lésung durch Superposition der Coulombpotentiale ﬁtm entsteht:

|7

. 1 p(i”)
d3 !
#(7) = 4meg |7 — 7|

Entsprechend gilt fiir das Vektorpotential
1= Ho 3/ ]( )
A d’r
0=

) im Unendlichen verschwindet und keine sonstigen Randbedingungen existieren. Fiir
x A(7) erhalten wir dann

fall (™
=V,

>3 Ho 3 I J(Tﬂ) MO/ 3 7 2 = 1
B = &'V, =— [ dr(-1 r | 7=
g 'V, X <|F—F’| - ' (=1)j(F) x V o7

24



10 Divergenz in kartesischen Koordinaten; Gauf’scher Satz; Vektoranalysis

Abbildung 2: Stromdurchflossenes Leiterelement

Wir fiihren die Volumenintegration {iber in eine eindimensionale Integration {iber die Léngen-
elemente dl: [d®' — [ dAdl, siehe Abbildung 2. Dies ergibt das Biot-Savart’sche Gesetz

5 _ Mo - (M=1)
B="[rd
ir =
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11 Vektoranalysis in Orthonormalsystemen

11. Berechnung von V, grad (1), div 4 und div grad o(T) in
rechtwinkligen lokalen Koordinaten, speziell in
Kugelkoordinaten

Dieser Themenbereich ist sehr umfangreich, weshalb wir hier nur eine gekiirzte Fassung pré-
sentieren wollen.

11.1. V in allgemeinen orthonormalen Koordinaten

Der Differentialoperator in kartesischen Koordinaten ist definiert als V = Zg’zl é}a%i.

Fiir allgemeinene Koordinaten u; sind die Koordinatenvektoren gegeben durch

1 oF
8., = or (11.1)
‘ B ] 8uz
wobei die Normierung durch die sog. Skalenfaktoren f,, = | ar | erreicht wird.

Beispiel: Kugelkoordinaten r, 1, ¢ (Wiederholung):
r=rsindcosp, y=rsindsing, z=rcosd

Die Koordinatenvektoren sind gegeben durch

sin ¥ cos ¢ cos ¥ cos —sing
€ = | sindsingp |, €= | cosdsinp |, €,=| cosy
cos v sin 1 0

mit den Skalenfaktoren f, =1, fy =, f, = rsin?.

Kommen wir zuriick zu den allgemeinen Koordinaten u;. Wegen Gleichung (11.1) ist
- 1 Jr = 1 or; 0 (»

. ) 1 0
eui'v_f_uiﬁui'v_f auzaxj_f ou;

Die Umformung (*) ergibt sich aus der Kettenregel, denn es gilt

of Ox;
f(@1(ur, uz, uz), w2(u1, us, uz), x3(u1, uz, us)) :Z_f =

Nun folgt

ml

3
Z auZ (11.2)

Fiir unser obiges Beispiel bedeutet dies

ol ity L 0
e T899 T rsing Y0y

—
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11 Vektoranalysis in Orthonormalsystemen

11.2. grad ¢, rot ff, divA

e grad ¢(uq,ug,us) = Vo = ZZ 1 ;“1 99 siche Abschnitt 11.1.

— —

o ot A(uy, ug,uz) =V x Amit A =32 &, Ay, (u1,up, uz). Wegen

i = 7 =
~—~
=0;;

kénnen wir €, durch (6%) fu, ersetzen und erhalten
3

rot A = V x (Z(ﬁuz)fuzAuJ

=1
Produkt 1 3
roduxtrege > GV X Vi) fu; A, — (V) X V(fu; Au;)

i=1 =0!

Verwenden wir Gleichung fiir den Gradienten und die Relation Vu; = €u; fu? (s.0.), so
kénnen wir wegen

eul Eijk
qu' fu] fuz uz qu1fi2fu3 kauka (ful u,)

die Rotation von A auch in Determinanten-Schreibweise bringen:
fu1 gul fug Cus fusgug

- 1
_ 9 0 0
rot A = fu1 qu qu ouy Ouo Ous

fu1 AUl fu2 Au2 fu3 AU3

o div A(uy, ug,u3) = V- A mit A = S8 | @, Au, (1, ug, uz). Fiir ein Rechtssystem gilt fiir
€u; s Euy, €ug el zyklischer Vertauschung

Bus = Cuy X Cuy = (Vur) X (Vua) fuy fus
und damit (V x V = 0)
divA = V- {(Vun) x (Vo) fur fus Aug + (Vi) X (Vi) o g Au,
+(Vus) x (Vur) fus fur Aus |
= (((Vur) x (Vu2)) - V(S fuaAug) + (Va2) X (V) - V(fu g Au)
H(Vug) x (V1)) -V (fug fur Au))

Man beachte die zyklische Vertauschung der einzelnen Summanden! Durch die Anwen-
dung der Produktregel V- (@ x b) = (V xd)-b— (V xb)-dund (V x V) = 0 vereinfachte
sich der Ausdruck. Ersetzen wir wieder Vu;, so erhalten wir

1

. d 9
leA = fu1fu2fu3 { (fulqu ug) 8—m(fu2fu3Au1) + %(fusfm/luz)}
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11 Vektoranalysis in Orthonormalsystemen

11.3. divgrad ¢
div grad ¢(uq, ug, us) = 66¢ = A¢ wird als Laplace-Operator bezeichnet, A = aa—;% + aa—;% + g—%.

In Abschnitt 11.2 haben wir die Divergenz des Vektorpotentials Alin allgemeinen Koordinaten
bestimmt. Fiir den Fall A = grad ¢ erhalten wir mit grad ¢ = > ;Z: gi. == A= f%z gi den
Laplace-Operator in allgemeinen Koordinaten:

3 1 a ulJu a 8 w2 Jus 8
Bg=divgrad ot i) = g g (T g0 ) o o (Ll 20 )

L0 (fufn 9
Oua f u2 Oug
Zusammenfassung fiir Kugelkoordinaten:
Die Skalenfaktoren sind f, =1, fy = r, f, = rsin?.

96 1.06 1 . 06
’19 — r— _
grad ¢(r, v, ¢) (6 or + V9 + rsing ? &p)

— N a . a = a a .
rot A(r,d,p) = {er <%(rsm1914@) - %(TAg)> +rey <%Ar - E(rsmb‘Aw))

+rsind €, (ag(r Ay) — %&*)}
T

" 1 d 0 0
divA(r,9,9) = g {E(TQ sinv A,) + %(r sind Ay) + %(r A¢)}
# 10 (10 1 9 1 9
A = |[=ss+-=(-= — —
o(r,9,) ((97“2 * r 0V (r 619) * rsind dy <rsin19 6@)

20 cotdl 0
g T TF%) o(r, 9, )

— 6_2_|_22_|_i 6_2_|_ 1”92_%#8_2 ¢( 9 )
R AR T R AC Y sin? 9 Op? nYy

Bemerkung: Kugelkoordinaten sind fiir die Behandlung fundamentaler Probleme besonders
wichtig. Fine ebenso wichtige Rolle spielen Zylinderkoordinaten, fiir die &hnliche Formeln gelten.
Wir empfehlen fiir einen sicheren Umgang mit den neuen Begriffen, obige Beziehungen fiir
Zylinderkoordinaten selbst zu berechnen.
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12 Fourierentwicklung

12. Fourierentwicklung

Vorbemerkungen

Die Fouriertransformation ist ein wichtiges mathematisches Hilfsmittel, das bei zahlreichen
Problemen Anwendung findet, z. B. in der Optik und Akustik. Einige Beispiele:

e Schallquellen, die periodisch verdnderlichen Druck auf das Ohr ausiiben. Die Aufgabe
hierbei ist, das Signal nach Frequenzen zu zerlegen wie das menschliche Ohr.

e Wir erinnern uns, dass die Kraft auf einen geddmpften, harmonischen Oszillator als pe-
riodisch angenommen wurde. Man kann nun eine beliebige zeitlich verdnderliche Kraft
nach periodischen Kriiften F(w)e™! zerlegen.

e Wir betrachten vorab kurz Druckwellen, z. B. Schallwellen. Spiter werden wir uns mit
Schallwellen genauer auseinandersetzen. Fiir diese gilt die Wellengleichung

Op(x,t) i(?zp(x,t)

ot? po  Ox?
Mit dem Separationsansatz P(x,t) = f(x)g(t) erhdlt man

2 2
d*g 2d2] (cithg 23 ];
— = v —5g(t L =t = (C = t.
f(x) 2 =V g2 g(t) = p v cons

wobei fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit v der Schallwellen folgende Beziehung mit der
Kompressibilitit x und der Dichte py des Mediums gilt: v? = pio; damit ist a? = ;—QC bei
einem Losungsansatz f(z) = fy e/ + f_e %,

Soll nun f periodisch (z.B. 2m-periodisch) sein, fordert man als Randbedingung z.B.
f(0) = f(2m) = 0. Damit erhélt man f(z) = fosin(ax) mit o = 0,+%,£1, 43, ... = £3¢
und A = 47,27, 37, ... Dies ergibt dann g(t) = gosin(avt + ¢) = go sin(Zvt + ¢).

Es gilt w = 27v = 27”1; —> Av = v. Wir erhalten eine stehende Welle als Ergebnis.

Da es sich bei der Wellengleichung um eine lineare Differentialgleichung handelt, ist die
Superposition von Losungen wiederum eine Ldsung:

p(z,t) = an sin <gx> sin (gvt + gbn)

Die p,, und ¢,, sind z. B. durch Anfangsbedingungen wie p(z,0) und %p(m,t festzu-

M=o
legen.

12.0. Einleitung

Gesucht wird eine Moglichkeit eine beliebige Funktion f(x) nach einem Satz von Funktionen
fn(7) zu entwickeln, d.h. als Linearkombination darzustellen®:

f(x) = %:anfn(x)

Im Allgemeinen wird es sich dabei um einen unendlichen Satz von Funktionen handeln; die f,
bilden dabei eine Vektorraumbasis.

®Jean Baptist Joseph, Baron de Fourier (1768-1830)
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12 Fourierentwicklung

Beispiel: Die Taylorentwicklung (0.B.d.A. bei 2y = 0)

f(ac)—Zoolﬁ "= fp=2"
N nl dz® "

n=1 =0
x™ ist Eigenfunktion zum Differentialoperator x% und eindeutig bestimmt fiir ganze nichtne-
gative n.

12.1. Fourierentwicklung fiir periodische Funktionen, Funktionen im endlichen
Intervall

Betrachen wir Funktionen auf dem endlichen Intervall [—%; —|—%], zunéchst mit den Bedingun-
gen f(—£) = f(%) und f'(—%) = f'(%). Diese Funktionen lassen sich mittels f(L +z) = f(z)
auf die gesamte reelle Achse fortsetzen und sind dann periodische Funktionen.

Gesucht wird nun ein vollstandiges'® System von Funktionen, nach denen f entwickelt werden
kann; diese sollten daher ebenfalls periodisch sein. Dazu sucht man Eigenfunktionen des linearen

Differentialoperators — (8% ) %,

- <%>2 (@) = Aa(z)

Die Losungen dieser Gleichung sind bereits aus dem Abschnitt {iber Lineare Differentialglei-
chungen bekannt, der Ansatz lautet: f(x) = acos(wz) + bsin(wx)

o Wi fi(z) = Ai(z) = A = w?

o [(=%) =F(+%) baw. f(L) = £(0) und [ (%) = f' (+§) = wL = 2mn.
w=="|neN

Daraus kann man nun folgern:

(i) Es gibt einen Satz von Funktionen der Gestalt

e (70) ) o (7))

welche im Funktionenraum bzgl. des inneren Produkts

L

(f.9) = / * da f(2)g(x)

SISl

wechselweise senkrecht aufeinander stehen.

Zum Beweis: D := — (%)2 ist ein selbstadjungierter (symmetrischer) Operator auf peri-
odischen (und differenzierbaren) Funktionen (vgl. Sdtze: Sturm — Liouville). Durch zwei-
fache partielle Integration und unter Beachtung der L-Periodizitdt von f und g erhilt

10Beweis folgt spater
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12 Fourierentwicklung

man wegen der Periodizitdt von f und g

L

[ st (— (%)) 9()

(f,Dg)

- [ () (o) 10 (o)
_ / " <<_ <%>2> f(x)) g(z) + %f(w)g(rc)

= (Df,9) (12.1)
Damit gilt fiir eine Eigenfunktion fy, d.h. Dfy = Afy,

(Fxs D) = AMfxs ) (Dfva o) = XN (fv, fa)-
Nach (12.1) gilt somit (A — N)(fx, fr) = 0, also (fr, f2) = 0 fiir A £ V.

(ii) Der Definitionsbereich der {f} und {g} in (i) ist gleich; darauf kommen wir spéter zuriick.

(iii) Es liegt eine Entartung von {cos (222%) ,sin (#22£)} vor. Wir konnen direkt nachrechnen

(partielle Integration), dass mit obiger Definition auch die Funktionen mit gleichem n
senkrecht aufeinander stehen; wir werden das im néchsten Abschnitt begriinden.

(iv) Es bleibt noch die Normierung von sin (2”%) bzw. cos (2”%) zu iiberpriifen. Dazu be-
rechnen wir die Normierung fiir die Quadrate der Funktionen und verwenden das bekannte

Ergebnis fiir die Integration von sin?(x) bzw. cos?(z):

L
2 2 L ! L ! sin? + cos?) (mn L
/2 dz sin? <—7TIT,M> = 5/1 dy sin®(rny) = 5/1 dy( o C(; ) (mny) =3

Die Rechnung fiir cos? (2”%) ergibt dasselbe Resultat.

Damit bilden also {%, % sin (27er ) , \/% cos (27er )} ein Orthonormalsystem.
Die Fourier-Entwicklung erhilt man, indem man f(z) als Summe iiber die Basisfunktionen

sp und ¢, und sog. Projektionsfaktoren a, und b, schreibt, wobei diese Faktoren von der
Projektion von f(z) auf die Basisfunktionen herriihren:

b = (fosn) =7 [ dosin (27?95) /(@)
D (fe)= = [ def()
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12 Fourierentwicklung

Damit ergibt sich folgende Darstellung fiir f(x):

F(@) = (co, Feo+ > {(ens Fen() + (sn, Fsn(@)}
n=1

2 ag + 2 i 2mne b s 2mne
=\/=5 t\/+ S S
5 anl Qy, CO! 7 n, Sin 7

Obige Gleichungen gelten fiir periodische, stetig differenzierbare Funktionen.

Die Fourier-Entwicklung mit obigen Fourierkoeffizienten a,, und b, besitzt optimale Konver-
genz und ist eindeutig. Um die Behauptung zu beweisen, betrachten wir das Fehlerquadrat @),
also die quadratische Abweichung der Fourierentwicklung (wobei wir a,, und b,, der Einfachheit
halber zu a,, zusammenfassen) von der Funktion f(z) selbst:

oder

L 2 N N
@ - [, ( Zanfn ) :<f—§janfn,f—§janfn)
) n=0
N

= (fvf) Z fmfn Z{an 5 fn +an(fn7f)}

n=0

Q@ ist dann extremal, wenn % =0< 2a, — 2(f, fx) = 0 < ar = (f, fr), also wenn die ag
Fourierkoeflizienten sind.

Das Fehlerquadrat ergibt sich dann zu: Q = (f, f) — Zn 0a2; falls limy_.oo @ = 0 spre-
chen wir von einem vollstdndigen Funktionensystem {f,} fiir die Klasse der Funktionen (in
diesem Fall periodische, stetig differenzierbare Funktionen). Die f,, sind Basisvektoren eines
oo-dimensionalen Vektorraums mit innerem Produkt (ein sog. Hilbertraum).

Falls obige Bedingungen (i) und (ii) erfiillt sind, liefert der lineare Differentialoperator D
stets ein vollstdndiges Funktionensystem. Zum Schlufy dieses Abschnitts {ibernehmen wir noch
zwei Satze aus der Mathematik iiber das Konvergenzverhalten der Fourier-Reihen:

(%) Fiir jede beschriankte und im Intervall stiickweise stetige Funktion konvergiert die Fou-
rierreihe im Mittel gegen die gegebene Funktion, d.h. der quadratische Fehler geht gegen
null, und es gilt die Parsevalsche Gleichung

[ ar=un=Xa
- n=0

SISl

(#x) Lasst sich das Definitionsintervall der Funktion in endlich viele Intervalle zerlegen, in
denen die Funktion stetig und monoton ist, und sind an den Unstetigkeitsstellen der
obere und untere Grenzwert f, bzw. f_ definiert, so konvergiert die Fourierreihe dieser
Funktionen an stetigen Stellen gegen f(z) und an unstetigen Stellen gegen I “;f =.

Die Koeffizienten {ay, b, } sind die Fourier-Transformierten von f(x).

f(z) = {an, by}
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12 Fourierentwicklung

12.2. Komplexe periodische Funktionen

Gesucht sind Lésungen von i-L f,,(z) = wf,(z) (w reell) fiir komplexwertige Funktionen f mit

fw(o) :fw(L)' ’ \
Mégliche Losungen sind f,,, (z) = ae™™"® mit w,, = 27 wie in Abschnitt 12.1, d. h. {eﬁﬁ" n=0+1,+2 ...

bilden ein Basissystem. ‘
D= i% ist selbstadjungierter Operator fiir das innere Produkt im Vektorraum der komplex-

wertigen Funktionen,

~

(f.g) = / ® def* (2)g(e)

[l (o )

2

NS

N

(f,Dg)

Wegen der Periodizitdt féllt hier wieder der Randterm heraus.
Der Beweis zur Orthogonalitdt 148t sich analog zu Abschnitt 12.1 fiihren, hier liegt jedoch
keine Entartung vor. Es ergibt sich aber auch direkt

L L /
2 i2nn/2\ ¥ i2nnz L i27r(n—n/)ac 2 0 n#n
d$(€L>6L:.27I67L = ,
L —
L i2m(n —n') L L n=n
127inz
die normierten Basisvektoren sind e, = £ N
Komplexe Fouriertransformation:
> 1
2T
flx) = Z ap—=e L
< VL
n=—oo
L
( f) /2 d 1 'L27rnzf( )
an, = (en = r——e L x
9 7% \/Z

Beispiel (zu 12.1):

1 L=1

ist beispielhaft fiir den Schalldruck p(t) = po + f(t). Die Fourierentwicklung ergibt
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12 Fourierentwicklung

flz) = \/550 + nzl {\/ian cos(2mnx) 4+ V2by, sin(27ma;)}

L :
a, = \/5/0 dx cos(2mnx) f(x) = \/5/0 dx cos(2mnx)
\/isin(an:v) z \/isin(ﬂ'n)

= =0 0
2m™n (n> )

[«=]

Jos

a():\/—/dm—

bn = ﬂ/idmsin(%ma:): \@(_W) 3

2mn 0
_ 3 <cos(7rn) 1) _ \/5(1 —(=1)") ’
2mn 2mn
zusammen also -
1 1 — (=
=3 + nz:l sm(27ma;)

mit f(0) = % =f (%), dem Mittelwert von 0 und 1.

12.3. Fourierentwicklung im unendlichen Intervall

Bisher hatten wir Fourierreihen nur fiir auf dem endlichen Intervall L definierte Funktionen und
eventuell periodische fortgesetzte Funktionen betrachtet. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es,
die Fourierentwicklung fiir beliebige Funktionen auf einem unendlichen Intervall zu betrachten
(L — 0).

Zunichst sei x die Zeit ¢ (dann wére es besser L — T umzutaufen). Aus Abschnitt 12.1
kennen wir die Beziehung w, = 277 = 27v. Fiir L — oo folgt v — 0, d.h. die Frequenzen
werden ,dicht“. Fiir € := 2L gilt natiirlich ebenso € — 0 (L — o).

Betrachten wir -

f(@) = Z (Wn+1 — wp) ganeiwnm
———— 27

n=—oo
=€

und

VL
glen) = omtn = m/g

so geht f(x) fiir L — oco,e — 0 in ein Integral {iber und wir erhalten

fw) = % | dogere
o) = S / di f(x)er

Diese Fouriertransformation ist eine (lineare) Integraltransformation. Wir werden in diesem
Abschnitt noch weitere Transformationen kennenlernen, z. B. die Laplace-Transformation.

fzwnmf )
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12 Fourierentwicklung

Anmerkung: Fiir die Fouriertransformation existieren verschiedene Notationen. In der sog.

Cambridge-Notation wird der Faktor 2— der Funktion f(z) zugeordnet, fiir gewohnlich ver-
teilt man ihn jedoch symmetrisch auf f(z) und g(w).

Sei f(x) eine reellwertige Funktion. Dann gilt

* _ fiwm__i - — k() 0T
f(w)—m/ o g*(w)e ™% = m/w a5 g (—@)e

= f(z) \/_/ dw g(w)e™®
also g*(—w) = g(w) (oft: g(w) — f(w)).

Falls x sich nicht auf die Zeit, sondern eine rdumliche Koordinate bezieht, schreibt man
tiblicherweise k (Wellenzahl) statt w.

Beispiele zur Fouriertransformation:

. 1 —a<zx<+4a .
(i) f(z) = { 0 sonst . Dann gilt

sin ka

f(k) = dz f(z) e~ N
f( ) \/ﬁ/ f /“ \\\
= — dx e~ // b \
V 27T /a / 0.4 \

_ 1 (e—ika _ eika) / 02 \
—ivor S // — \\ A
2 sinka 4 \/]:
= a a

T ka

Diese Funktlon beschreibt die Beugung von Wellen an einem Spalt: Fiir Wellen gilt w? =

A2k? = (Q;F ) Bei Beugung an einem Spalt wird die Wellenzahl zerlegt in einen Antell
parallel zum Spalt und einen Anteil senkrecht zum Spalt: k* = k? + k3. In unserem
obigen Fall ist k£ durch k) = ksina zu ersetzen. Fiir kleine Winkel gilt die Abschétzung

sin o ~ a. Fiir die Intensitét erhilt man f2(k)) ~ 2a? W

- 1 &0 2 M 1 &0 —a(a? 42 _w?
flw) = — dee *" e ZW:—_/ dr e (@ +3) s

1 W2 oo+% t 1 L2 o0
= e 4a/ due” w2 @) e 4a due "
V2 —oot i V2 o0
1 2 7 1 w2
frg e 4a — e 4o

(1): Quadratische Erginzung im Exponenten
(1): Funktionentheorie: Satz von Cauchy ... (siehe letzter Abschnitt)

f(w) beschreibt wieder eine GauR’sche Glockenkurve.

Jetzt wollen wir noch kurz zwei weitere Transformationen angeben:
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12 Fourierentwicklung

. Laplace-Transformation Diese Transformation findet in der Physik haufige Anwendung, zum
Beispiel bei Einschaltvorgéngen.

F(p) = LIf] = /0 Tt f (1)

Thre Umkehrung ist
1 C+ioco
dz F(z)e*

C—ioo

. Mellin-Transformation

F(p) = M[f] = / R )

0

Beide Transformationen sind lineare Integraltransformationen, welche sich zur Behandlung li-
nearer Differentialgleichungen eignen. Da wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht weiter darauf
eingehen wollen, verweisen wir den interessierten Leser auf die Funktionentheorie.

12.4. Fouriertransformation von Ableitungen, ,Faltungen®
e Wir bilden die Ableitung & mit f(x) \ﬁ [, dk f(k)etke:

~——

dw m/ ’“) dk = (%)(k):ik;f(k)

o Faltung Wir bilden

mit
! Zk’
flo) = o= / g
und

1 o0 ~ ik (x—
gz —y) = E/ dk" (k" )e Hemn),

Die darauf angewandte Fouriertransformation ergibt
W) = —L / “dohle)e = oo [ e [ ay () gla - et
—00
= o [y [ do—giata =~ e fg)e = g !

Eine Faltung geht bei Fouriertransformation also in ein Produkt aus Fouriertransformatio-
nen iiber. Umgekehrt kann man ebenso aus einem Produkt von Fouriertransformationen
durch Riicktransformation eine Faltung erzeugen.
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12 Fourierentwicklung

12.5. Parseval’sche Gleichung fiir Fouriertransformationen (im unendlichen
Bereich)

In Abschnitt 12.1 haben wir fiir endliche L gezeigt:

+3 rthogonalitit! =
(1.0 = [ [ F@ s TS, 2

Spéter (Abschnitt 12.3) haben wir dann L gegen unendlich streben lassen. Die Summe {iber
die a,, geht dann iiber in ein Integral: fj;o dw % Mit %an = g(wy) folgt

+oo +oo
(0= [ @@= [ g
Dafiir sollten f und g ,quadratintegrabel sein.

Bemerkung: Wir betrachten das innere Produkt von zwei Eigenfunktionen \/LQ_Weik"” = fr(x):

1 [t , "y 1 [t 1
(fk, fk’) = _/ dr e—zlme—Hk T _ _/ dr e—z(k—k )z —9 (12.2)
21 J_o 2 J_ o

Fiir diskrete k& konnten wir obigen Ausdruck schreiben als §/, wobei hier das Kronecker-
Symbol gemeint ist. In (12.2) handelt es sich aber um eine Funktion von (k — &’). Die Losung
dieses Problems fiihrt uns zur Dirac’schen §-Funktion.
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13 Dirac’sche d-Funktion, Distributionen

13. Dirac’sche )-Funktion, Distributionen

13.1. Die Dirac’sche §-Funktion

Wir betrachten eine lineare Integraltransformation

+o0 '
F(p) = / dx3(p — ) f(z) = F(p) (13.1)

— 00

Das Integral soll also genau den Wert von f an der Stelle p annehmen,
wobei f eine beliebige (integrable) Funktion ist. Zunéchst ist klar, daf

d(p—x) keine gewdhnliche Funktion sein kann. Wir wihlen zur Berechnung 1
zunéchst eine Kastenfunktion a
1 a
— firlp—z| < = .
dolp—z) =% a Ip—al < 2 P
0 sonst

Offensichtlich ist fj;o dx §(p — ) = 1. Nach dem Mittelwertsatz folgt mit
5 <(p-7)<3

+oo
Fu(p) = / 4z 6a(p — 2) () = [(2)

—00
Zwar ist lim,_,g F,(p) = f(p), wir kénnen den Limes aber nicht unter das Integral ziehen. F,(p)
ist eine lineare Integraltransformation, lim,_.g F,(p) aber nicht! Jedoch ergeben die F,(p) fiir
a — 0 eine Folge von linearen Funktionalen, die in einem vollstdndigen metrischen Raum gegen
das d-Funktional konvergieren.
Gleichung (13.1) ist also symbolisch zu verstehen. Solche Funktionale bezeichnet man als
Distributionen (Funktionen, die nur unter dem Integral existieren).

Anmerkung: In der Mathematik ist ein lineares Funktional eine lineare Abbildung von einem
Vektorraum bzw. Funktionenraum (Dualraum) auf einen Zahlenraum. Lineare Integraltrans-
formationen sind spezielle Funktionale, welche in der linearen Algebra auch durch ein inneres
Produkt dargestellt werden. Auch Gleichung (13.1) ist ein solches inneres Produkt.

13.2. Fouriertransformation und /-Funktion

L 3 e
Wir setzen a,, = % fjﬁ dz f(Z)e ?™"L in f(z) = ﬁ +o0 a,e®™"L ein und erhalten
2
W=7 > [ s
n=—oo 2

Dieser Ausdruck beschreibt ein §-Funktional f(-) — f(z). Durch Vertauschung von Integration
und Summation ergibt sich formal

o5 e
f@, = [ ds {% > }f(:f)

1 in 2=t - .
= |7 Z ™" =6§(x —z) (hier auf [—%;%])
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13 Dirac’sche d-Funktion, Distributionen

Fiir den Grenzfall L — oo erhalten wir mit Aw = 2% (s. Abschnitt 12.1)

1 +oo ) _
dw %) = §(z — T).

2r J o

Damit vereinfacht sich auch die Orthogonalitétsbeziehung (siehe S. 31):

1 [T o 1 [t b ke
dx e~ k—K)w — / dz e~ {(k—HK)z S0 Sk — K,

27 ) oo T2 e

d.h. d;; ist durch 6(k — k') zu ersetzen.

13.3. Rechnen mit §-Funktionen

Anmerkung: Wenn Sie sich unsicher fithlen, dann setzen Sie zunéchst ein Folge {0, (z)} von
normalen Funktionen ein und bilden dann den Grenzwert fiir n — oo, d.h. a — 0.
Sei beispielsweise 0, (z) = ne~ ™% Dann ist

+oo 2,2 oo 2
/ dene ™% = / dye ™ =1
—0o0 — 0o

und d,(z) eine Gauk’sche Glockenkurve, welche mit wachsendem n ein immer schérferes, stei-
leres Maximum erreicht.

Fiir die J-Funktion gelten folgende Rechenregeln
() J23 da’ 0(a’ = 2)f (o) = f(w)

(i) Substitution: 2" = —2’ = §(a’) = §(—2'), denn

[T arsensa = - [ aitseansa)

oo +o0
+00
_ / dz" §(—") f(—z") = £(0).

(iii) 6(azx’) = £d(z'), denn

|al
—+oco —+oco aCL‘/ CL$/
[ st 2 [T s (D) < 25(0).

—00 —00

Die Rechnung fiir a < 0 lduft analog.

(iv) Wir berechnen 6(f(z)) fiir einfache Nullstellen von f(z) bei x1,...,x,, dort gilt also
@ # 0. In kleinen Umgebungen der Nullstellen ist f(z) = %‘ (x — x;) (Tay-

dx
T=x; T=x;
lorentwicklung bis zur ersten Ordnung) und damit nach (iii)

5 @) = 3 el )
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13 Dirac’sche d-Funktion, Distributionen

(v) Die Ableitung einer J-Funktion erhalten wir durch partielle Integration, wobei der Rand-
term wegen der Auswertung bei —oo und 400 verschwindet:

+oo +oo
| wd@r@ == [ des@)s @ =0

Diese zunéchst fraglich erscheinende partielle Integration einer Distribution l&fst sich recht-
fertigen, indem wir wieder zuerst die Formel fiir eine Folge von Funktionen durchfiihren
und dann den Grenzwert bilden.

13.4. Mehrdimensionale §-Funktionen

Wir wollen die dreidimensionale §-Funktion d3(# — Zp) berechnen, fiir die gelten soll:

+oo +o0 +o0
/ d:l?l/ d:l?g/ d$353(l_"— fo)f(f) = f(f(]) .

Wir kénnen daher auch formal d5(Z — 7o) = 0(z1 — xo, )0(z2 — 0, )0 (x3 — zo,) schreiben, wobei
die drei eindimensionalen §-Funktionen getrennt unter den jeweiligen Integralen zu berechnen
sind. Vorsicht: Das Produkt von Distributionen, z. B. §?(z) ist nicht wohldefiniert!

Kommen wir zuriick zur Elektrostatik. Dort hatten wir folgende Gesetzméfigkeiten gefunden:

o div E() = &2

€0

>

o [,da- E = fy &3r or) — % (GauR’sches Gesetz)

€0

o E(F) = = [ d®r' £ @) (7" — 1) (Coulombgesetz fiir kontinuierliche Ladungsverteilung)

4meq ‘F—F"S

Fiir eine Punktladung bei 7 = 0 gilt dann E(7) = 47350 ?F(I? und damit div E = 0 fiir 7 # 0, weil
dort p(r) = 0.
Fiir eine Punktladung erhalten wir somit

Setzen wir dies in obige Gleichungen ein (der geneigte Leser moge dies zur Ubung tun), erhalten
wir das korrekte Resultat.

Betrachten wir nun Ay = divgradp = —2 ()

eo
o1 3./ p(i™)
#lf) = 47T€o/d A
Mit p(7) = —d3(7)ep ist Ap = d3(7) und

o) = 2 [ B0 - L~ )

471'80

, wobei

Diese Funktion ist das Inverse des Laplace-Operators und wird fiir gewdhnlich als Greens-
Funktion bezeichnet. Wir setzen die Greens-Funktion in die allgemeine Formel fiir ¢(7) ein und
erhalten

. 1 p() 1 Y
— d3 / - _ = d3 / = "
o) = o [ B = — [ ar— ) i)

Der so entstandene Ausdruck hat die Form einer Matrixmultiplikation » , G, p,!
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13 Dirac’sche d-Funktion, Distributionen

13.5. Auffinden der Greensfunktion mit Fouriertransformationen

Wir betrachten

[AG(7) = —0(7) |

und fithren die Fouriertransformation von G(7) ein:

- 1 o
6F = o / B e R TG
™
1 -,
G() = > )%/d%ezk’“a(k:)
™
1 e P o
a0) = oo / &k (iF)2FTGR) = —0(7)
)2
V.V ekt = v ((iE)eZEF> = ZE)QeiE'F>
ey~ o = -1
Umkehrung: (—k*)G(k) = ! d*re T AG(F) = 3
3 3
(271-)2 ~—— 27r)2
63(7)
Dies bedeutet 1 1
G(E) = 3 7o
)} P

\k\rcos'ﬂ

zkr

?’rl|

2m
1 .
dCOSﬁ/ d@ﬁ ezkrcosﬁ
0

ik v ..
e et | 1 2 sinkr
= = : dk ————
(2m)? Jo ikr
—k sin x
xX = T 5 dl‘
(271') rJo T
N———
=7, siehe Funktionentheorie
1
4r

Dies entspricht den vorherigen Berechnungen der Greens-Funktion!
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14 Lineare partielle Differentialgleichungen, die Wellengleichung

14. Lineare partielle Differentialgleichungen, die Wellengleichung

14.1. DGL-Typen, Anfangsbedingungen, Randbedingungen
14.1.1. Elliptischer Typ

Die Poisson’sche Differentialgleichung haben wir schon kennengelernt:

wobel A = aa—;g + g—; + 5)—;2 ein Differentialoperator vom elliptischen Typ ist.

14.1.2. Hyperbolischer Typ

Die Wellengleichung (auf die wir in Kiirze weiter eingehen werden) ist vom hyperbolischen Typ:

¢ o 1
ox?  Oy? 022 2 ot?

) A(z,y,z,t) =0

14.1.3. Parabolischer Typ

Die Wérmeleitungsgleichung
02 10u
a2 @D = T
ist von parabolischem Typ, ebenso die Schrédingergleichung:
L0 5 07

allerdings ist die Funktion ¢ hier komplexwertig.

14.1.4. Rand- oder Anfangsbedingungen

Um bei Differentialgleichungen eindeutige Losungen zu finden, muss man Rand- und/oder An-
fangsbedingungen stellen (ein reichhaltiges mathematisches Thema!), z.B. ist bei der Poisson-
Gleichung das Potential ¢ (Dirichlet’sche Randbedingung) oder auch V¢ (Neumannsche Rand-
bedingung) auf der Leiteroberfliche vorgegeben.

14.2. Herleitung der Wellengleichung

Wir leiten nun die Wellgleichung aus den Maxwellschen Gleichungen fiir das Vakuum (strom-
und ladungsfrei) her:

3 ]
diVEZEZO, rot B = ———
€0 ot
= - . 10E 10E
divB =0, rOtB:M0]+c_2§:c_2§
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14 Lineare partielle Differentialgleichungen, die Wellengleichung

Damit ergibt sich

rotrot E=V x (Vx E) = VV-E—AE = —rot — = —
9

es gilt also
NP o (14.1)
c2 o2 e ’

Vo6llig analog leitet man fiir das magnetische Feld her:

rotrot B = V x ( ><B):vv-B—AB:rotC—QW:c—Q§<V><E>
_ _1o(9B
2ot \ ot ]’

Damit erhilt man

14.3. Loésung der Wellengleichung in einer Dimension

c2 o2
rentialgleichung; man kann ihre Losungen also superponieren.
Mit dem Separationsansatz A(z, t) = f(z) g(¢t) kann man obige Gleichung umschreiben:

<dd_;f(a:)> 9(t) = cizf(x) (ccli_;g(t)>

d f(x) d?g(t)

dr? dt?

fl) e g(t)
Die linke Seite ist nun nur von z, die rechte nur von ¢ abhéngig, d.h. beide Seiten sind gleich
einer von x,t unabhingigen Konstanten —k2. Das fiihrt uns zu zwei bereits bekannten Diffe-
rentialgleichungen (vgl. harmonischer Oszillator):

f'(x) = =k f(x), ¢"(t) = K> g(t).
Die allgemeinen Losungen im Komplexen bei festem £ sind dann

f(l‘) _ Aeilm + Be—ilm und g(t) — Ceikct + De—ikct,

. .. . 2 2 . . .
Wir gehen von der eindimensionalen Form 8—2 — L) A(x, t) = 0 aus, einer lineare Diffe-
g Oz ) )

oder besser:

wobei A, B,C, D von k abhingige Konstanten sind.
Damit erhalten wir

A(.%',t) — AC eik(af-i—ct) + BD e—ik(x-i—ct) + AD eik(a:—ct) + BC e—ik(a:—ct)

Die allgemeine Lisung mit obigem Ansatz ist schlieRlich:

1 e ) '
A, t) = E/ dk (a(k) etk (z+ct) + b(k) eflk(m—ct)>

mit a(k) = a*(—k), b(k) = b*(—k) fiir reelle A(z,1).
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14 Lineare partielle Differentialgleichungen, die Wellengleichung

(i) Betrachten wir folgende Randbedingungen:

(i)

1. A0, t) = % [ dk (a(k) et + b(k) e~iket) = \/%7 [ dk (a(k) + b(—k)) ekt = 0
9 A(L, t) — \/Lg_ﬂ f dk (a(k) etkL gikct 4 b(k)) etkL e—ikct)
— \/% [ dk (a(k) e + b(—k) e7*L) ekt = o

Wendet man nun die Umkehrung der Fouriertransformation an, so erhilt man a(k) =
—b(—k) (aus 1.) und a(k) e** = —b(—k) e~**~ (aus 2.). Damit ergibt sich direkt

a(k) eikL _ a(k) efikL’
d.h. sin(kL) =0, also kL = nm mit n =0,4+1,£2,...
Fazit: k = k,, = 7 ist diskret, a(k) und b(k) sind é-Funktionen! Wir notieren als Ergebnis
+o0o

Az, t) = \/% Z <an6ikn(m+ct) _ aineikn(mfct))

n=—o0o
Betrachten wir nun die Anfangsbedingung

Ao(m):\/% S (an e+ (—azy) o) (14.2)

n=—oo

welche fiir x = 0, L 0 ergibt, wie erforderlich.

Wihlen wir L = 2L, also das doppelte Intervall wie zuvor, so kann man Gleichung (14.2)
auch folgendermafien formulieren:

Ao($):% > %(an—amz’”n% (14.3)

n=—oo

Diese Formulierung beruht auf der Tatsache, dass man Ag(x) im Prinzip beliebig peri-
odisch fortsetzen kann: A (w + é) = —Ap(x).

Fiir a, = a*,,, d.h. fiir reelles Ay, erhalten wir

Ao(z) = —\/% S Im(a,) sin(kyz)
n=1
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14 Lineare partielle Differentialgleichungen, die Wellengleichung

Ahnlich gilt

. 1 > A A
Ap(z) = \/—2_7T Z (an ikpce®™® 4 a_iky,c e’k””C)
n=—oo

o0

= Z (an—i—a_n)iknceik”x
—~—

n=—00 S
an

e}

= Z 2Re(ay) i ky cetn®

n=—oo

_% Z Re(ay,) sin(k,z)
n=1

Die Fouriertransformation von Ag(z) und Ag(z) liefert also Im(a,) und Re(a,,). Diese in
A(z,t) eingesetzt ergeben die Losung des Problems!

14.4. Exkurs: Elektromagnetische Wellen

Zum Abschluss des Kapitels iiber partielle Differentialgleichungen werden wir noch einige
Grundeigenschaften elektromagnetischer Wellen herleiten:
Wir gehen aus von der Wellengleichung fiir elektrisches und magnetisches Feld:

102\ -, . 1 0%\ 5, ~

Der (Wellen-) Ansatz

—

E(7t) = By l@=F)_ B(7 t) = Byel@t=F" (14.5)

liefert, in (14.4) eingesetzt,

1 — . 7= g 1 - ; L= —
<(Z/€)2 _ _Z(iw)2> Ey ez(wt—lﬂ’) =0, ((2k)2 _ —Q(iw)2> By ez(wt—kr) =0,
c c
also die Dispersionsbeziehung “6’—22 — k2 =0. Mit || = 2 und w = 27w folgt die bekannte Formel
c=Av.
Mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen erh&lt man des weiteren

-

k'EOZO, E-§0:0:>E0,§0LE,

aullerdem w . ~ .
]{?XEOZCUBO, kaO:——QEO E EOJ—B07 ‘E0’:C’BO’
c

und schlieilich

I L o 1 2 - = ko
By x By = —Fy x (k:x Eo) = SE2 - Z(Ey k) By = "E2.

w w w w
Die Superposition von ebenen Wellen ergibt die allgemeine Losung

E(ﬁ t) = Z/dBk Eo,i(E) ei(iu}(k)t—]g-f') .
+
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14 Lineare partielle Differentialgleichungen, die Wellengleichung

Realteil bzw. Imagindrteil ergeben dann reelle Losungen. Die allgemeine Losung fiir E(f', t)

ergibt sich analog.
Dies ist ebenfalls ein Fourieransatz, wobei die Wellengleichung zur Dispersionsbeziehung

fiihrt.
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15 Bemerkungen zur Funktionentheorie

15. Bemerkungen zur Funktionentheorie, Vorrede zur
Greensfunktion der Wellengleichung

15.1. Funktionentheorie

Allgemein behandelt die Funktionentheorie Funktionen mit komplexem Definitions- und Wer-
tebereich:
f(z) =u(z,y) +w(x,y) mit z = x + iy wobei x,y € R

Der Funktionentheorie kommt eine Schliisselrolle in der Mathematik zu, sie stellt die Basis
fiir die ,klassische Mathematische Physik“ dar. So lassen sich beispielsweise die wichtigsten
linearen Differentialgleichungen — i. A. mit nicht konstanten Koeffizienten (Gleichungen der
Fuchs-Klasse) — im Komplexen iibersichtlich mit Methoden der Funktionentheorie behandeln.

Eine wesentliche Eigenschaft der betrachteten Funktionen ist ihre Analyzitdt. Eine Funktion
heifft analytisch, wenn ihr Grenzwert existiert und richtungsunabhéngig ist:

flz+Az) - f(2)

|Az|—0

wobei man die fiir komplexe Zahlen iiblichen Betragsdefinition verwendet:!!

|Az| = v/ Az? 4+ Ay?

Analytische Funktionen sind z. B. 2", sin(z), e?, lg(z).
Wihlt man Az = Az, iAy, so ergeben sich folgende Beziehungen:

u(z + Az +iy) —u(zx +iy) +iv(z + Az +iy) —iw(z +iy)  Odu . Ov

li R S
\Aalcrﬁio Ax ox + Z@x
—  lim u(x + iy +iAy) —u(z +iy) + vz + iy +idy) —iv(z +iy) 1 @%—z@
C|Ayl—o0 1Ay i\ Oy oy

Da w und v reellwertige Funktionen sind, ergibt der Vergleich von Real- und Imaginérteil obiger
Gleichungen die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen:
0 0 0 0
z_r 2T (15.1)
or Oy oy ox
Diese zentrale Bedingung fiir analytische Funktionen kann man z. B. durch Hinzunahme einer
dritten Koordinate als Bedingung fiir die Wirbelfreiheit zweier Vektorfelder in R? ansehen:

U v
Vx| —v | =0, Vx| u | =0
0 0

Wendet man diese Beziehung auf den Satz von Stokes an, so erhélt man direkt den Satz von
Cauchy:

u u v

fdf. —v :/daﬁx —v | =0 bzw. j{df- u | =0
0 0 0

"Definition der Analysis: Eine Funktion heift analytisch (oder holomorph/regulir) in einem offenen, zusam-
menhéngenden Gebiet A C C, wenn sie fiir alle z € A eindeutig und differenzierbar ist.
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15 Bemerkungen zur Funktionentheorie

Dies bedeutet

j{udm—vdy:O bzw. fvd:r—kudy:()

== %(u—i—iv)(daz—i—idy) =0,

also

j{f(z)dz =0 (15.2)

Das bedeutet, das Integral einer holomorphe Funktion f(z) iiber eine geschlossene Kurve ist
identisch 0. Das von der Kurve umrandete Gebiet muss allerdings einfach zusammenhingend
sein, d. h. es darf keine Singularitdten (Pole, Schnitte) enthalten.

Ein Beispiel einer Funktion mit Pol bei zg ist f(z) = Gosym mit c € Cund n € N\ {0}; eine
Funktion mit Schnitt ist z. B. f(2) = v/z — 2.

Nun verwenden wir den Satz von Cauchy, um den Residuensatz herzuleiten. Dazu bilden wir
das Integral § f(z)dz entlang einer Kurve, die einen Pol z; einschlieft:

y
4

Man zieht dazu die Kurve auf einen kleinen Kreis um zp zusammen: das eingeschlossene Gebiet
ist singularitdtenfrei und man kann sich eine geschlossene Kurve, gebildet aus C, dem (negativ
gewdhlten) entgegengerichtetem Kreis und zwei Verbindungslinien, denken.

) 1 2 ip
j{cf(z)dz = é{reisf(z)dz = /d(re“?)mw = z‘/o d¢:“z—i¢ = 2mi

Enthélt das Gebiet N Pole bei z = z; derart, dass f(z) = Hiziizi gilt, so erhédlt man den
Residuensatz:

N
]{f(z)dz = Z 2me; (15.3)
i=1
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15 Bemerkungen zur Funktionentheorie

15.2. Die Greensfunktionen der Wellengleichung mit Quelle

Wir gehen von der Wellengleichung mit Stromquelle aus:

1 0%\ - -
A—S— | AT, t) = J(T
( ¥ atQ) (7, t) = J(F, 1
Hierbei fordern wir, dass

. 1 o0 o
A1) = | o [drat,fyetrtn

- 1 00 I -
I = G / dw / &k j(w, k) " @R

gilt (vgl. Abschnitt 14.3, hier in 3 Dimensionen). Setzen wir diese Funktionen in obige Wel-
lengleichung ein und vergleichen die Fourierkoeffizienten @(w, k) und j(w, k), dann erhalten wir
die Beziehung

<_ (iz’z)z + (u?)?) (w0 F) = . B) —  dw,R) = ((5)2 - 152>1 J(w. k),

und

-1
wobei der Ausdruck ((%)2 - kz2) die Fourier-Transformation der Greensfunktion darstellt,
siehe auch Abschnitt 13.5. Daraus ergibt sich wieder die Greensfunktion

ez (wt— kr
G(7,t / dw /d3
27r )

—

A(F ) = / dtPPGFE -7 t—t)J(F, 1),

und wir erhalten

also wie im Falle der Elektrostatik eine Faltung (vgl. Abschnitt 12.4).

Das Problem bei dieser Greensfunktion ist die Singularitdt des Integranden m
k2 = (%)2, wir bendtigen hier also eine Integrationsvorschrift. Fiir eine Losung dieses Problems
verweisen wir auf die Elektrodynamik-Vorlesung und wenden uns wieder einfacheren Themen

zZUu.

bei

15.3. Anwendungen des Satzes von Cauchy und das Residuensatzes
15.3.1. Integration iiber Singularitidten

Im Abschnitt 13.5 hatten wir ein Integral der Form fooo dmsmT(I) zu berechnen, wir haben damals
ohne Begriindung als Ergebnis § verwendet. Hier folgt nun die Begriindung:

/oo dxszn(l,) _ 1/00 " eix —e —iT i e’} dz eiz _ e—iz
0

x 2 2ix 43 z

—00

Wir integratieren also {iber die reelle Achse. Nun muss man allerdings erkldren, wie man das
Integral um z = 0 berechnet. Die reelle Funktion Sm(m) ist bei z = 0 nicht singulir! Wir zerlegen
daher die komplexe Ebene entlang der reellen Achse in die obere und die untere Halbebene.
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15 Bemerkungen zur Funktionentheorie

Der Beitrag bei z = 0 errechnet sich zu
iz _ ,—iz
dz< < (
z

Ltizd. )= (—izt.) 2z _
z z ’

ist also infinitesimal. Beachtet man, dass e¢** — 0 fiir Im(z) — oo bzw. e =¥ — 0 fiir Im(z) —

—o0 gilt, kénnen wir das Integral einfach aufteilen.

(i) Wir integrieren zuerst iiber die obere Halbebene, also entlang I: ¢ dz%. Man schliefst den
Integrationsweg in der oberen Halbebene. Das Integral {iber den Halbkreis mit Radius R
geht fiir R — oo gegen 0. Da der Integrationsweg geschlossen ist und der Pol bei z = 0
aukerhalb der von I umrandeten Fliche liegt, ist das Integral identisch 0.!2

(ii) Jetzt schlieft man den Integrationsweg in der unteren Halbebene, der Pol ist diesmal

enthalten: fj;
Integrationsrichtung 3911

b

e—zz _ .
— = 2mi.

Somit kann man nun das Integral berechnen und erhilt, wie behauptet

© sin(x) 1 N T
/O da = S(n(-2m) =T

T iy

15.3.2. Fourier-Transformation der Gaull’schen Glockenkurve

a2 . .
= e~ *" welche wir nun transformieren:

ax -Hkx) (15_4)

ox? —ikx _

V 2” /

f(k) = \/%/ dxe”
- = / 2+“”+<s’z><éi>):¢%e—a<2z>2 / Cdpeeleri)

dre”

2Das Gebiet ist einfach zusammenhingend!
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Nun gehen wir fiir die Berechnung des iibriggebliebenen Integrals unter Verwendung von z =
z+ % zum Komplexen iiber:

—a(z—i—i)Q s —az? = —az? s —az?
dze 2a) = dze = dze + dze (15.5)
Creell Ckomp]ex Chreell CRechteck

komplex Kk

ol

rell

Da in dem Gebiet, das durch die reelle Achse Creenn und durch die um % verschobene komplexe
Achse Clromplex festgelegt ist, keine Singularitéten auftreten ist das Integral iiber die Rechtecks-

fliche nach dem Satz von Cauchy identisch 0. Daher kénnen wir wieder in das Reelle {ibergehen.

ik \2 _ 0 1
dze—(++35) :/ dz e 0% :/ dre o = —_ (15.6)
/;reell Cleell —00 V 200

Durch Einfiigen von Gleichung (15.6) in Gleichung (15.4) sieht man, dass die Fouriertransfor-
mierte einer Gaufi-Funktion wieder eine Gauffunktion ist:
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