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Kapitel 1Einf�uhrungWas ist �uberhaupt: Numerishe Mathematik?Um eine grobe Vorstellung von diesem Teilgebiet der Mathematik zu erhal-ten, stellen wir uns vor, wir wollen ein Flugzeug konstruieren und zu diesemZwek erst mal verstehen, wie die Str�omung um einen Trag�ahe funktio-niert.Wie gehen wir vor?
7
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9Beispiel 1 Freier FallWir betrahten den aus der Physik bekannten freien Fall. Ein Stein wirdaus dem Turm von Pisa (H�ohe 44:12 m) fallen gelassen. Wann shl�agt erauf?Modellbildung:Als Vereinfahung vernahl�assigen wir die Reibung und nehmen an, dassder Stein eine Punktmasse darstellt.Hier mahen wir einen kleinen Modell(ierungs)fehler.Mathematish wird die Fallbewegung als eine Funktion des zur�ukgelegtenWeges zur Zeit t beshrieben. Sei h(t) die H�ohe zum Zeitpunkt t, dann istdie Geshwindigkeit des Steines gegeben durh die erste Ableitung von h nahder Zeit: v(t) = dhdt = h0(t):Die Beshleunigung a des Steines ist de�niert als die Ableitung der Ge-shwindigkeit v nah der Zeit, also gilt:a(t) = v0(t)= dvdt= d2hdt2 :F�ur die Erdbeshleunigung g nehmen wir den konstanten Wert 9:81 ms2 .Dies ist ein N�aherungswert, wir mahen Fehler in den Daten, undwir vereinfahen, denn eigentlih h�angt g von der H�ohe ab.Damit wissen wir, dass f�ur a(t) gilt:a(t) = �gDie Geshwindigkeit des Steines zur Zeit t l�a�t sih nun durh Integrationbestimmen: v(t) = Z a(t)dt= �gt+ 1:

10 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGAnalog dazu wird nun durh eine weitere Integration h(t) bestimmt:h(t) = Z v(t)dt= Z (�gt+ 1)dt= �g2 t2 + 1t + 2:Wir erhalten also als allgemeine L�osung unseres Problems, dass der Steinnah t = �1 �q21 + 42 g22g2= �1 �p21 + 22ggSekunden aufshl�agt.Um dies explizit zu mahen, brauhen wir die Integrationskonstanten 1; 2.Den Wert von 1 k�onnen wir sofort berehnen, da bekannt ist, dass sih derStein zum Zeitpunkt t = 0 im Zustand der Ruhe be�ndet. Es mu� nur nohv(0) = 0ms gel�ost werden:v(0) = �g � 0 + 1 = 0 ms) 1 = 0:Die Konstante 2 wird analog ermittelt (h(0) = 44:12 m):h(0) = �g2 � 0 + 1 � 0 + 2 = 44:12 m) 2 = 44:12 m:Wir k�onnen nun diese Werte und g einsetzen und erhalten als L�osung dieFallzeit: t = �p44:12 � 19:629:81 :Nun m�ussen wir den Rehner bem�uhen, um einen Zahlenwert zu bestim-men, und wir erhalten die numerishe L�osung ( auf 3 Stellen genau):t = 3:00 s:



11Hier haben wir weitere Fehler gemaht, n�amlih beim Wurzelzie-hen und beim Runden auf die 3. Stelle.Alle diese Fehler k�onnen bei komplizierten Problemen zu Katastrophen f�uh-ren !Was k�onnen wir tun um siherzustellen, dass das Ergebnisann�ahernd korrekt ist ?Wir k�onnten zB. nah Pisa fahren und ein Experiment mahen. Oder wirk�onnten unseren L�osungsalgorithmus analysieren oder wir k�onnten unser Mo-dell verbessern, indem wir zB. Reibungsterme hinzuf�ugen.Analyse eines L�osungverfahrens:Anwendungsproblem Beispiel: Freier Fall FehlerModellbildung ModellfehlerMath. Problem Di�gl. h00 = �9:81 DatenfehlerMath. Analyse | Numer. Methode L�osung Verfahrensfehleranal. Lsg | numer. Lsg t = 3:00 RundungsfehlerImpl. und Analyse Programm | Fehleranal.exakte Lsg N�aherung GesamtfehlerWir werden uns hier mit der Entwiklung und Analyse von nu-merishen Methoden besh�aftigen.

12 KAPITEL 1. EINF�UHRUNG



Kapitel 2Anfangswertaufgaben Teil IWir betrahten zuerst Anfangswertaufgaben f�ur gew�ohnlihe Di�erentialglei-hungen: y0 = dydt = f(t; y(t)); (2.1)in einem Interval I= [t0; t0 + a℄ � R mit einer Anfangsbedingung y(t0) =y0 2 Rn . Die L�osung y ist dabei eine Funktion y : I! Rn und die rehteSeite ist eine Funktion f : I� Rn ! Rn .Dabei kann y nat�urlih ein Vektor sein.Beispiel 2 Betrahte das Beispiel 1 und f�uhre neue Variablen wie folgt ein.Sei z1(t) = h(t), z2(t) = h0(t) und z = � z1(t)z2(t) �, so lautet die Anfangswert-aufgabe in (1) dannz0(t) = � z1(t)z2(t) �0 = � 0 10 0 � � z1(t)z2(t) �+ � 0�g � ; z(0) = � 44:120 � :Die L�osungskurve y(t) nennt man auh Trajektorie. Ohne die Vorgabedes Anfangswertes erhalten wir eine Shar von Trajektorien (Rihtungsfeld).Durh den Anfangswert wird eine bestimmte Trajektorie festgelegt.13

14 KAPITEL 2. ANFANGSWERTAUFGABEN TEIL IBeispiel 3 Abh�angigkeit der L�osung vom Anfangswert.Betrahte die Di�erentialgleihung:y0 = 3y; y(0) = y0:Als L�osung ergibt sih: y(t) = y0e3tL�osungsverlauf f�ur Startwerte y0 = 0:01; 0:05; 0:1; 0:5
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Abbildung 2.1: RihtungsfeldKleine �Anderungen der Anfangswerte k�onnen zu sehr grossen �Anderungenin der L�osung f�uhren. Dies wird im allgemeinen Instabilit�at der Di�erential-gleihung genannt. (Wie wir sp�ater sehen werden, w�are ein anderer Begri�besser.)



15Beispiel 4 Instabilit�at der Di�erentialgleihungy0 = 10(y � t21 + t2 ) + 2t(1 + t2)2 y(0) = y0Als L�osung ergibt sih: y(t) = y0e10t + t21 + t2 :F�ur y0 = 0 lautet die L�osung: t21 + t2 = ^y(t)F�ur y0 = �" lautet die L�osung: �"e10t + t21 + t2 = ~y(t).

PSfrag replaements tttt0000
1111 t21 + t2t21 + t2t21 + t2t21 + t2

�"e10t + t21 + t2�"e10t + t21 + t2�"e10t + t21 + t2�"e10t + t21 + t2

Abbildung 2.2: Instabile Di�erentialgleihung

Probleme bei denen dies auftritt sind auf dem Rehner sehr shwerzu l�osen und man kann generell der L�osung niht vertrauen!Im allgemeinen sind wir niht in der Lage die L�osung einer Di�erentialglei-hung analytish zu bestimmen. Wir verwenden daher numerishe Verfahren.

16 KAPITEL 2. ANFANGSWERTAUFGABEN TEIL IWie l�ost man nun so eine Di�erentialgleihung numerish (aufdem Rehner) ?Zur numerishen L�osung einer Di�erentialgleihung wird diese diskretisiert,das hei�t die L�osung wird in einzelnen Shritten berehnet.Wie gehen im einfahsten Fall wie folgt vor. Wir f�uhren in unserem IntervallI ein Gitter ein. Ih = ft0; t1; : : : ; tN = t0 + agwobei wir als erste Idee einfah eine �aquidistante Unterteilung mitti = t0 + ih; i = 1; : : : ; Nverwenden. Dann suhen wir Werteui = uh(ti); i = 1; : : : ; N (2.2)wobei uh : Ih ! Rn eine Gitterfunktion ist. Diese ist so zu w�ahlen, dass uiden Wert yi = y(ti) (2.3)der exakten L�osung von (2.1) m�oglihst gut ann�ahert (approximiert).Das hei�t, auf dem Gitter Ih mit der Shrittweite h 6= 0 sollen N�aherungs-werte ui f�ur yi an den �aquidistanten Punkten ti = t0 + ih berehnet werden.2.1 Das Polygonzugverfahren von EulerDas einfahste Verfahren ist das sogenannte explizite Euler-Verfahren 1.F�ur die Ableitung y0 gilt n�aherungsweise:y(t+ h)� y(t)h � y0(t) = f(t; y(t)); (2.4)d.h. y(t+ h) � y(t) + hf(t; y(t)):1Leonhard Euler, 1707{1783, Shweizer Mathematiker



2.1. DAS POLYGONZUGVERFAHREN VON EULER 17Man erh�alt so an den Stellen ti N�aherungswerte ui f�ur yi:u0 = y0ui+1 � uih = f(ti; ui); i = 0; : : : ; N � 1 (2.5)oder umgeformt: ui+1 = ui + hf(ti; ui) (2.6)Die Integrationsmethode von Euler benutzt in den einzelnen N�aherungs-punkten (xi; ui) die Steigung des durh die Di�erentialgleihung de�niertenRihtungsfeldes dazu, den n�ahstfolgenden N�aherungswert ui+1 zu bestim-men.Wegen der anshaulih geometrishen Konstruktion der N�aherung bezeih-net man das Verfahren auh als Polygonzugmethode. Sie ist o�ensihtlihsehr grob und kann siher nur f�ur kleine Shrittweiten h gute N�aherungswer-te liefern.Beispiel 5 Das EulerverfahrenPSfrag replaements

t

y(t)
t0 t1 t2 t3y0y1y2

u1u2�1 = e1 �2 e2 y(t) = f(y; t); y(t0) = y0y(t) = f(y; t); y(t1) = u1y(t) = f(y; t); y(t2) = u2

Abbildung 2.3: Euler-Verfahren

18 KAPITEL 2. ANFANGSWERTAUFGABEN TEIL I2.2 Allgemeine EinshrittverfahrenDas explizite Euler-Verfahren ist ein Spezialfall eines allgemeinen explizitenEinshrittverfahrens der Formu0 = y0;ui+1 = ui + h�(ti; ui; h; f): (2.7)Beim Eulerverfahren gilt also�(ti; ui; h; f) = f(ti; ui): (2.8)Die Funktion � hei�t Inkrementfunktion. Sie beshreibt die zugrundeliegendeMethode, wie aus der bekannten Information (ti; ui) und f�ur die Shrittweiteh der neue N�aherungswert zu berehnen ist.Bemerkung 6 Durh komponentenweise Betrahtung lassen sih diese Ver-fahren direkt auf den Vektorfall �ubertragen:~ui+1 = 0B� u1...un 1CAi+1 = 0B� u1...un 1CAi + h0B� �1(ti; ~ui)...�n(ti; ~ui) 1CA : (2.9)2.3 FehlerbetrahtungWie gut ist nun so ein Verfahren ?Gesuht ist eine Absh�atzung f�ur den globalen Fehler.ej = yj � uj = y(tj)� uh(tj): (2.10)Um ej abzush�atzen, mu� man erst den lokalen Fehler (den Fehler in jedemeinzelnen Shritt der Diskretisierung) absh�atzen.Sei y die exakte L�osung von (2.1) und sei y(^t) = z. Dann wird de�niert:�(^t; z; h; f) := � y(^t+h)�zh f�ur h 6= 0f(^t; z) f�ur h = 0. (2.11)



2.3. FEHLERBETRACHTUNG 19F�ur die N�aherung aus dem Einshrittverfahren (2.7) gilt:uh(^t+ h)� uh(^t)h = �(^t; z; h; f): (2.12)Die Gr�o�e �(^t; z; h; f) := h(�(^t; z; h; f)� �(^t; z; h; f)) (2.13)hei�t lokaler Diskretisierungsfehler in (^t; z).Hier ist � ist das Ergebnis, wenn man y(t) f�ur uh in (2.12) einsetzt. d.h., �gibt an, wie gut die exakte L�osung die verwendete Integrationsvorshrift ineinem einzelnen Shritt erf�ullt.Im Fall des Euler-Verfahrens besitzt der lokale Diskretisierungsfehler dieunmittelbare Bedeutung der Di�erenz zwishen dem exakten Wert und demerhaltenen N�aherungswert, falls zuvor vom exakten Wert ausgegangen wurde.(Siehe Beispiel 5.)Damit ein Einshrittverfahren vern�unftig ist, fordert man dasslimh!0(�(^t; z; h; f)� �(^t; z; h; f)) = limh!0 1h�(^t; z; h; f) = 0: (2.14)Da aber limh!0�(^t; z; h; f) = y0(^t) = f(^t; z);so ist (2.14) �aquivalent mit�(^t; z; 0; f) = limh!0�(^t; z; h; f) = f(^t; z): (2.15)De�nition 7 Das Einshrittverfahren (2.7) hei�t konsistent, wenn f�ur alle^t 2 [t0; t0+ a℄ und alle f , deren partielle Ableitungen nah t und y stetig undbeshr�ankt sind, gilt limh!0 1h�(^t; z; h; f) = 0: (2.16)

20 KAPITEL 2. ANFANGSWERTAUFGABEN TEIL IProposition 8 Das Eulerverfahren ist konsistent.Beweis. Wir wenden die Taylorentwiklung auf y an, d.h.,y(^t+ h) = y(^t) + hy0(^t) + h22! y00(^t) + : : :+ hpp! y(p)(^t+�h):F�ur die Ableitungen gilt:y(^t) = zy0(^t) = f(^t; y(^t))y00(^t) = ddtf(t; y(t))���t=^t= ��tf(t; y(t))���t=^t + ��yf(t; y(t))y0(t)���t=^t=: ft(^t; z) + fy(^t; z)f(^t; z);wobei ft die partielle Ableitung von f nah t, fy entsprehend die partielleAbleitung nah y bezeihnet. Also folgt:�(^t; z; h; f) = y0(^t) + h2!y00(^t) + : : :+ hp�1p! y(p)(^t +�h)= f(^t; z) + h2 �ft(^t; z) + fy(^t; z)f(^t; z)�+ (Terme h. Ord.):Beim Eulerverfahren ist �(^t; z; h; f) = f(^t; z). Also folgt f�ur den lokalenDiskretisierungsfehler:�h(^t; z; h; f) = �(^t; z; h; f)� �(^t; z; h; f)= h2 �ft(^t; z) + fy(^t; z)f(^t; z)�+ (Terme h: Ord:)= O(h)! 0 f�ur h! 0;und damit ist das Euler-Verfahren konsistent.2.4 Absh�atzung des globalen FehlersBisher haben wir nur den lokalen Fehler betrahtet.Was k�onnen wir �uber den globalen Fehler sagen ?



2.4. ABSCH�ATZUNG DES GLOBALEN FEHLERS 21Theorem 9 Es gen�uge �(t; y; h; f) auf einem Streifen I� Rn einer Lip-shitzbedingung mit Lipshitzkonstante L bez�uglih y, dh.j�(t; y1; h; f)� �(t; y2; h; f)j � Ljy1 � y2j;wobei j j der Betrag oder (falls n > 1) eine Norm ist. Dann gilt f�ur denglobalen Fehler em = y(tm)� um; m = 0; : : : ; Nfolgende Absh�atzung:jemj � �je0j+ (tm � t0)h �h� eL(tm�t0); m = 0; : : : ; N: (2.17)Dabei ist �h = maxj j�jj und �j = �(tj; yj; h; f) der lokale Diskretisierungs-fehler bei tj.Beweis. Es giltuj+1 = uj + h�(tj; uj; h; f);y(tj+1) = y(tj) + h (�(tj; y(tj); h; f) + 1h�(tj ; y(tj); h; f))| {z }� ;und damit erhalten wirej+1 = y(tj+1)� uj+1= y(tj)� uj| {z }ej +�(tj; y(tj); h; f) + h[�(tj ; y(tj); h; f)��(tj; uj; h; f)℄) jej+1j � jejj+ �h + hLjejj= (1 + hL)jejj+ �hMit dem nahfolgenden Lemma 10 folgt:jemj �  je0j+ m�1Xj=0 j�jj! emLh� (je0j+m�h)emLh= (je0j+ (tm � t0)h �h)eL(tm�t0)

22 KAPITEL 2. ANFANGSWERTAUFGABEN TEIL Iwegen mh = tm � t0.Falls �h = O(hp+1) und e0 = 0, so geht jemj ! 0 f�ur h ! 0 wie (tm �t0)hpeL(tm�t0).Lemma 10 Falls �i � 0; �i � 0; zi � 0; i = 0; 1; 2; : : : undzm � (1 + �m�1)zm�1 + �m�1 8m = 1; 2; : : : (2.18)so gilt zm �  z0 + m�1Xj=0 �j! em�1Pi=0 �i 8m = 1; 2; : : : (2.19)Beweis. Per Induktion:m = 1: z1 � (1 + �0)z0 + �0 � (z0 + �0)e�0m! m + 1 zm+1 � (1 + �m)zm + �mI.V.� (1 + �m) z0 + m�1Xj=0 �j! em�1Pi=0 �i + �mDann gilt z0 + mXj=0 �j! e mPi=0 �i =  z0 + m�1Xj=0 �j! em�1Pi=0 �i e�m|{z}�1+�m+�m e mPi=0 �i| {z }�1und damit folgt die Behauptung.Im Falle des Euler-Verfahrens ist die Lipshitzbedingung gerade die �ubliheLipshitzbedingung an die Funktion, die typisherweise f�ur die Existenz- undEindeutigkeit der L�osung (siehe z.B. [4, 24℄) ben�otigt wird.



2.4. ABSCH�ATZUNG DES GLOBALEN FEHLERS 23Bemerkung 11 Diskussion der Ergebnisse.� Falls die Lipshitzkonstante L gross ist, so ist die Di�erenti-algleihung instabil (siehe Beispiel 4). Dann wird ein Fehleram Anfangswert, aber auh jeder lokale Diskretisierungsfehlerstark verst�arkt.� Die Konstante L ist leider im allgemeinen niht bekannt.� Ist L gross, so ist das eine shlehte Eigenshaft des mathe-matishen Modells, und es ist dringend notwendig zu �uber-pr�ufen, ob dieses Problem im realen physikalishen Problemauh auftritt. Wenn ja, so ist dieses Anwendungsproblem mitnumerishen Methoden nur sehr shleht zug�anglih. Wennnein, so sollte die Modellierung �uberpr�uft werden.� Ein weiterer Verst�arkungsfaktor f�ur den Fehler tritt auf, wennwir �uber sehr lange Zeiten rehnen, d.h. wenn tN�t0 sehr grossist, denn dann addieren sih auh viele kleine, in jedem Shrittgemahte Fehler. Man sollte �uberpr�ufen, ob das wirklih ge-wollt ist.� Wenn aber L und tN � t0 beide niht sehr gross sind, solltenwir einen kleinen globalen Fehler erhalten, wenn der lokaleFehler klein ist.Sind wir damit niht eigentlih fertig?Wir br�auhten ja nur h ! 0 shiken, dann wird �hh klein unddamit auh der Fehler.Shauen wir mal an was auf dem Rehner passiert, wenn h! 0.Beispiel 12 Betrahte das Anfangswertproblem:y0 = � tan(t)y; y(0) = 1

24 KAPITEL 2. ANFANGSWERTAUFGABEN TEIL IAls L�osung ergibt sih: y(t) = os(t):L�osungsverhalten f�ur Shrittweitenh1 = 3=50; h2 = 3=100; h3 = 3=5000000
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hAnmerkung: Die Ergebnisse wurden mit einfaher Genauigkeit unter F77berehnet.



Kapitel 3FehleranalyseIn diesem Kapitel wollen wir uns anshauen was auf einem Rehner passiert,wenn wir ein numerishes Verfahren implementieren.3.1 RehnerarithmetikDie Zahlendarstellung auf dem Rehner verwendet den folgenden Satz:Theorem 13 (p{adishe Entwiklung)Ist r 2 R; p 2 N ; p > 1, so gibt es ein eindeutiges j 2 f0; 1g, ein eindeutigesl 2 Z und f�ur alle k 2 Z mit k � l, eindeutige k 2 Z, so dassr = (�1)j lXk=�1 kpk (3.1)wobei l 6= 0 f�ur r 6= 0, j = l = 0 f�ur r = 0 gilt, ausserdem 0 � k < p f�uralle k � l und k < p� 1 f�ur unendlihe viele k � l.Beweis. Siehe z.B. [8℄.Bemerkung 14 Die letzte Bedingung shlie�t Zahlen wie 3:9999�9 aus.

25

26 KAPITEL 3. FEHLERANALYSEBeispiel 15 Betrahte r = 18:5 und p = 2.r = (�1)0(1 � 2�1 + 0 � 20 + 1 � 21 + 0 � 22 + 0 � 23 + 1 � 24)= 10010:1 Dualzahldarstellung oder Bin�ardarstellungp = 16r = (�1)0(8 � 16�1 + 2 � 160 + 1 � 16)= 12:8 HexadezimaldarstellungZi�ern (0123456789ABCDEF ):Die Konvertierung zwishen vershiedenen Darstellungen geshieht durh Di-vision durh p mit Rest f�ur ganzzahligen Anteil und Multiplikation mit p f�urNahpunktanteil. Nah Theorem 13 istr = 266664(�1)j lXk=�1(kpk�l�1)| {z }a
377775 � pl+1 (3.2)wobei 1p < jaj < 1, da l 6= 0.De�nition 16 Die Darstellung r = a � pb heisst normalisierte Gleitpunkt-darstellung von r bez�uglih p. a heisst Mantisse, b der Exponent von r.a = VM 1Xi=1 �ip�i mit �1 6= 0b = VE tXi=1 �ipt�i; VM ; VE Vorzeihen :Auf einem Rehner ist f�ur die Darstellung (im allgemeinen, in normierterSprahe) nur eine feste Anzahl von n Stellen m�oglih.Diese n Stellen werden aufgeteilt in l Stellen f�ur die Mantisse und m Stellenf�ur den Exponenten. Die ZahlVM(�1p�1 + �2p�2 + � � �+ �lp�l)pVE(�1pm�1+���+�mp0) (3.3)mit �1 6= 0 wird durh die Angabe VM�1�2 � � ��lVE�1 � � ��m odiert.



3.1. RECHNERARITHMETIK 27Beispiel 17 Betrahter1 = �1234:567890; r2 = 0:01234567890p = 10; l = 9; m = 2:Die normalisierte Gleitpunktdarstellung istr1 = �0:123456789 � 104= �123456789 + 04;r2 = �0:123456789 � 10�1= �123456789� 01:De�nition 18 M (p; l;m) bezeihnet die Menge der in normalisierter Gleit-punktdarstellung odierbaren (darstellbaren) Zahlen, auh Mashinenzahlengenannt, mit Basis p, mit l Stellen f�ur die Mantisse und mit m Stellen f�urden Exponenten (jeweils zur Basis p).Beispiel 19 M (2; 3; 3), d.h. p = 2 und l = m = 3verf�ugbare Mantissen verf�ugbare Exponenten�000 b= �0 1; 1�100 b= �12 �001 b= �1 2; 12�010 b= �2 4; 14�101 b= �58 �011 b= �3 8; 18�100 b= �4 16; 116�110 b= �34 �101 b= �5 32; 132�110 b= �6 64; 164�111 b= �78 �111 b= �7 128; 1128kleinste positive Zahl xmin = 122�7 = 2�8gr�o�te positive Zahl xmax = 7827 = 112Mashinenzahlen sind wie folgt angeordnet

xmin=0.015625

1 2 4 8 16 320

weit  auseinanderdicht

28 KAPITEL 3. FEHLERANALYSE3.2 Rundungsfehler (Reduktionsfehler)Von nun an sei p entweder 10 oder 2k. Um eine beliebige reelle Zahl darzu-stellen wird sie gerundet in die Menge der Mashinenzahlen abgebildet, : R �! M (p; l;m):Sei x = � (P1i=1 �ip�i) � pt; �1 6= 0; x 2 Z = [xmin; xmax℄ [ [�xmax;�xmin℄�Ublihe Rundung auf l Stellen(x) = 8<: � �Pli=1 �ip�i� � pt falls �l+1 < p2� �Pli=1(�ip�i) + p�l� � pt falls �l+1 � p2 : (3.4)Bei Zahlen ausserhalb von Z gibt es rehnerabh�angige Vorgehensweisenz.B. jxj < xmin* (x) = 0 'underow'(x) = sign (x)xminjxj > xmax� (x) = sign (x)xmax mit Meldung 'overow'Warnung 'overow'Proposition 20 Absoluter Rundungsfehler Sei x 2 Z. Dann giltj(x)� xj � p2�lpt: (3.5)Beweis.Abrunden:j(x)� xj = ����� 1Xi=1 �ip�i! pt � lXi=1 �ip�i! pt�����



3.2. RUNDUNGSFEHLER (REDUKTIONSFEHLER) 29= pt � ����� 1Xi=l+1�ip�i����� = ptp�(l+1) ���������� 1Xi=0 �l+i+1p�i| {z }� p2
����������� pt p2�l:Aufrunden:j(x)� xj = ����� 1Xi=1 �ip�i! pt � lXi=1 (�ip�i) + p�l! pt�����= ����� 1Xi=l+1�ip�i � p�l����� pt= pt ���p�l + �l+1p�(l+1) + � � ���= ptp�l ���1 + �l+1p�1 + �l+2p�2 + � � ���� ptp�l ��p2p�1 + 1� = ptp2�l:

Proposition 21 Relativer Rundungsfehler Sei x 2 Z. Dann giltj(x)� xjjxj � p2�lptMxpt � p2�l1p = p2p�l:Beweis. Der Beweis folgt da die Mantisse Mx von x die Ungleihung Mx � 1perf�ullt.Beahte, bei Mx = 1p , d.h. x = ptp gibt es keinen Fehler.Die Zahl eps := p2p�l =: (maheps) =: u (3.6)heisst Mashinengenauigkeit (roundo� unit).

30 KAPITEL 3. FEHLERANALYSEBemerkung 22 Es gilt immer eps = minfjÆkj Æ 2 [xmin; xmax℄ und j(1 +Æ)j > 1g und (x) = x � (1 + ") mit j"j � eps ;wobei " = (x)�xx :Beispiel 23 Betrahte 0:2 dezimal mit l = 6; p = 2. Das ergibt 0:0011 indualer Darstellung und normalisiert 0:110011�2�2. Rundung auf l = 6 Stellenergibt 0:110011 � 2�2. R�ukkonvertiert ergibt sih 51256 = 0:19921875.Rundungsfehler entstehen beim Einlesen, Speihern, Konvertieren,Rehnen.Man hat auf dem Rehner nur eine Pseudoarithmetik, denn M ist nihtabgeshlossen bzgl. +;�; �;�.Beispiel 24 Betrahte M (10; 5; 1) und die Zahlenx = +25684 + 1 b= 2:5684;y = +32791� 2 b= 0:0032791:Dann giltx+ y = 2:5716| {z }5 781 =2 M ; x � y = 0:00 84220| {z }5 44044 =2 Mx=y = 783:26| {z }5 37004 =2 M :Die �ublihe Arithmetik in R muss so realisiert werden, dass das Ergebniswieder in M ist.Das Ergebnis der Pseudooperation r , r 2 f+;�; �;�g ist im allgemeinenfestgelegt durh gl(xry) � xr y = (xry); f�ur x; y 2 M (3.7)Hardwarem�a�ig wird �ubliherweise mit l�angerer Mantisse gearbeitet als imErgebnis, dies normalisiert und dann gerundet. Vorsiht: dies gilt nihtauf allen Rehnern, man kann b�ose �Uberrashungen erleben. (z.B.auf Rehnern die niht mit IEEE{Standard{Arithmetik arbeiten.)



3.2. RUNDUNGSFEHLER (REDUKTIONSFEHLER) 31Proposition 25 Es gelte (3.7). Falls jxryj in Z liegt, so gilt f�ur den rela-tiven Fehler ����xr y � xryxry ���� = ����(xry)� xryxry ���� < eps (3.8)In R gelten Assoziativ{, Kommutativ{ und Distributivgesetz, in der Rehne-rarithmetik in M gilt im allgemeinen nur die Kommutativit�at f�ur Additionund Multiplikation.Beispiel 26 Betrahte M (10; 5; 1).Assoziativit�at0:98765 + 0:012424� 0:0065432 = 0:99353080:98765� (0:012424	 0:0065432) =0:98765� 0:00588(08) = 0:99353(08)(0:98765� 0:012424)	 0:0065432 =1:000074| {z }1:0001 	0:0065432 = 0:99351Distributivit�at (4:2832� 4:2821) � 5:7632 = 0:00633952(4:2832	 4:2821)
 5:7632 =0:0011
 5:7632 = 0:0063395(2)(4:2832
 5:7632)	 (4:2821
 5:7632) =24:684(93824)| {z }24:685	24:679=0:0060000	24:678(59872)Mathematish �aquivalente Algorithmen zur Auswertung eines ra-tionalen Ausdruks k�onnen bei Durhf�uhrung auf dem Rehnerzu wesentlih vershiedenen Ergebnissen f�uhren, selbst wenn dieEingabedaten Mashinenzahlen sind. Nihtrationale Operationenwie p; sin; exp sind (niht immer gut) softwarem�a�ig realsiert. Auh

32 KAPITEL 3. FEHLERANALYSEhierf�ur gilt im allgemeinen: Das Mashinenergebnis ist Rundungdes exakten Ergebnisses.Auf einigen Mashinen ist selbst � niht fest realisiert oder man hat dieWahl zwishen billig und shleht oder teuer und gut.3.3 FehlerfortpanzungUngl�ukliherweise planzen sih einmal gemahte Fehler (z.B. bei Rundung)auh noh fort. Seien x; y mit Fehlern 4x;4y behaftet ���4xx �� ; ���4yy ���� 1�.Was passiert bei exakter Durhf�uhrung einer elementaren Operation mitdiesen Fehlern, d.h. f�ur r 2 f+;�; �;�g sei xry 2 M .Fortpanzung des relativen Fehlers:(x+4x)r(y +4y) = xry + 4(xry)| {z }abs. Fehler des Ergebnisses� : x� y +4x�4y :4(x� y)x� y = 4x�4yx� y = xx� y4xx � yx� y4yy (3.9)Bemerkung 27 Ist jx � yj sehr klein gegen�uber jxj oder jyj, so kann derrelative Fehler ausserordentlih verst�arkt werden, z.B. wenn zwei ann�aherndgleih gro�e Zahlen subtrahiert werden. Dieser E�ekt heisst Ausl�oshung.Man muss bei der Aufstellung der Algorithmen darauf ahten, dass dies so-weit wie m�oglih vermieden wird.Bei Multiplikation und Division tritt keine wesentlihe Verst�arkung des Feh-lers auf. � : xy + x4y + y4x+4y4x| {z }4(x�y) :4(x � y)x � y = 4yy + 4xx + 4y4xxy � 4yy + 4xx (3.10)



3.3. FEHLERFORTPFLANZUNG 33� : x+4xy +4y = xy + y4x� x4yy(y +4y) :4(x � y)x� y = 1x� y �y4x� x4yy(y +4y) � (3.11)= y4x� x4yx(y +4y) = 4xx yy +4y � 4yy +4y� 4xx � 4yyWie beurteilt man nun numerishe Verfahren?Wesentlihe Gesihtspunkte sind die Genauigkeit und Verl�asslihkeitdes Ergebnisses und die EÆzienz, d.h. der Rehenzeitbedarf, der Speiher-bedarf, die Programml�ange, die Kosten und neuerdings die Vektorisierbarkeitoder Parallelisierbarkeit.Die EÆzienz h�angt stark von der Rehnerarhitektur ab, bzw. von derSystemumgebung, i.a. kann man dieses gut absh�atzen oder testen.Die Verl�asslihkeit gibt an, wie ein Versagen eines Teilprogramms denGesamtprozess beeinusst. Bei der Genauigkeit hat man alle m�oglihenauftretenden Fehler zu ber�uksihtigen und ihren Einuss auf das Ergebnis.Fehler sind hier niht Programmier{ oder Hardwarefehler, sondern die Ab-weihung, eines nah rihtig angewendeter Vorshrift erzeugten Resultats,vom gew�unshten Ergebnis.Es gibt vershiedene Fehlerarten:1. Rundungs{ oder Reduktionsfehler, s.o.2. Datenfehler: �Ubliherweise sind die Eingangsdaten ungenau, z. B.Messdaten mit Messfehlern. Das L�osen eines Problems entspriht demAuswerten einer Funktion f : D �!W f�ur Datenwerte x 2 D. Anstellevon x hat man gest�orten Wert ~x. Der Datenfehler ist dann f(x)�f(~x).

34 KAPITEL 3. FEHLERANALYSEDie Emp�ndlihkeit der L�osung des Problems (Auswertung von f), ge-gen�uber kleinen �Anderungen in den Daten (in x) heisstKondition desProblems. Die gute oder shlehte Kondition ist eine Eigenshaftdes Problems und NICHT des Verfahrens.Eine instabile Di�erentialgleihung hat eine shlehte Kondi-tion.3. Verfahrensfehler: Exakte Verfahren enden nah endlih vielen Ope-rationen (bei exakter Rehnung) mit dem exakten Ergebnis y = f(x).N�aherungsverfahren (z.B. das Euler-Verfahren) enden mit einer N�ahe-rung ~y f�ur die L�osung y. Verfahrensfehler: ~y � yAnwender- �! Mathem. �! Numer. �! Prog.problem Problem Algorithm.Daten Unsih. Daten ~x gerund.x Daten ~x Daten gl(~x)# # # #L�osung �! exaktes �! Ergeb. �! Mashinen-des Probl. Ergebn. des Alg. Ergeb.y " y� " ^y " ~yDaten- Verfahr.- Rund.fehler fehler fehler3.4 FehleranalyseUm herauszu�nden was in einem Algorithmus passiert, mahen wir eine Feh-leranalyse.Gegeben sei eine Funktion f(a1; : : : ; an) und eine durh Fehler gest�orteFunktion ~f(a1; : : : ; an).Eine Fehleranalyse ist die Verfolgung der Auswirkung aller Fehler, die inden einzelnen Shritten bei der Berehnung von f auftreten k�onnen.Bei der Vorw�artsanalyse verfolgen wir den Fehler von Shritt zu Shritt und



3.4. FEHLERANALYSE 35sh�atzen f�ur jedes Teilergebnis den akkumulierten Fehler ab, d.h. wir verfol-gen den Fehler, so dass das Ergebnis die Form ~f(a1; : : : ; an) = f(a1; : : : ; an)+Æ hat, wobei Æ der akkumulierte Fehler ist.Bei der R�ukw�artsanalyse geshieht die Verfolgung des Fehlers so, dass jedesZwishenergebnis als exakt berehnetes Ergebnis f�ur gest�orte Daten interpre-tiert wird, d.h. der akkumulierte Fehler im Teilergebnis wird als Datenfehler-e�ekt interpretiert. Also: ~f(a1; : : : ; an) = f(~a1; : : : ; ~an) mit gest�orten Daten~a1; : : : ; ~an. �Uber den Fehler im Endergebnis erh�alt man so zun�ahst nur dieAussage, dass er einem Datenfehler bestimmter Gr�o�e entspriht, dem �aqui-valenten Datenfehler. Die Gr�o�e der �aquivalenten Datenfehler dient dann zurBeurteilung der Algorithmen.Beispiel 28 Betrahtef(a1; a2) = a1 + a2; ~f(a1; a2) = a1 � a2:Vorw�artsanalysea1 � a2 = a1 + a2| {z }f(a1;a2) + "(a1 + a2)| {z }Æ j"j 6 eps ;jÆj 6 eps (ja1j+ ja2j)R�ukw�artsanalyse= a1(1 + ") + a2(1 + ")| {z }f(~a1 ; ~a2) j"j 6 epsEine Vorw�artsanalyse ist im allgemeinen kaum durhf�uhrbar, f�ur die meistenVerfahren ist, wenn �uberhaupt, nur eine R�ukw�artsanalyse bekannt.Ein idealer Algorithmus im Sinne der R�ukw�artsanalyse hat einen �aqui-valenten Datenfehler von der Gr�o�enordnung der Rundungsfehler oderEingangsfehler. Aussagen �uber den Gesamtfehler erh�alt man dann �uberSt�orungss�atze.Vorteil dieser Vorgehensweise: Auswirkungen der Arithmetik und desVerfahrens werden getrennt von der Kondition des Problems.Beispiel 29 Betrahte die quadratishe Gleihung x2 � 2a1x+ a2 = 0 0 <a2 � 1 < a1.

36 KAPITEL 3. FEHLERANALYSEFinde die kleine L�osungx� = f(a1; a2) = a1 �qa21 � a2Kondition des Problems: Setze a = (a1; a2) und betrahte Taylorentwiklungvon f(a+4a) = ~x�f(a+4a) = f(a) + �f�a1 (a)4 a1 + �f�a2 (a)4 a2+ Terme h�oherer Ordnung in 4 a1;4a2: (3.12)~x� � x�x� = �f(a)�a1 a1x�| {z }4a1a1 + �f(a)�a2 a2x�| {z }4a2a2 + T.h.0.Verst�arkungsfaktoren f�urrelativen Fehler in Daten.�f�a1 (a) = 1� 12 2a1pa21 � a2 = pa21 � a2 � a1pa21 � a2 = �x�pa21 � a2�f�a2 (a) = 12 1pa21 � a2�f�a1 (a)a1x� = �x�pa21 � a2 a1x� � �1 da a2 � 1 < a1�f�2 (a)a2x� = a22pa21 � a2x� = a22a2a1pa21�a2+1 � 1Also ist das Problem gut konditioniert. Erwarten w�urden wir bei einem gutenAlgorithmus einen relativen Fehler von  � eps , mit kleinem .Algorithmus: M (10; 5; 1)a1 = 6:002; a2 = 0:01y1 := a1 � a1 y1 = 36:024y2 := y1 � a2 y2 = 36:014y3 := py2 y3 = 6:0012x := y4 = a1 � y3 ~x = y4 = 0:00080000exakt 0:000833114xx = 0:039747Eine R�ukw�artsanalyse liefert



3.5. FEHLERANALYSE BEI EINSCHRITTVERFAHREN 37�a1 �q(a21(1 + "1)� a2)(1 + "2)(1 + "3)� (1 + "4); j"ij < eps := a1(1 + "4)�vuuta21(1 + "4)2 (1 + "1)(1 + "2)(1 + "3)2| {z }1+"5j"5j<4 eps : �a2 (1 + "2)(1 + "3)2(1 + "4)2| {z }1+"6j"6j<5 eps := a1(1 + "4)�vuuuuut(a1(1 + "4))2 � a2((1 + "6)� a21(1 + "4)2"5a2 )| {z }1+"7j"7j< eps (5+4 a21ja2j ))Der Rehner liefert die exakte L�osung von x2�2a1(1+"4)x+a2(1+"7) = 0 mitj"4j < eps und j"7j < eps (5+4 a21ja2j| {z }gro� )), d.h. der Algorithmus ist ungeeignet.

De�nition 30 Ein Algorithmus f�ur den die R�ukw�artsanalyse liefert, dassdas berehnete Ergebnis das exakte Ergebnis eines gest�orten Problems mitSt�orungen der Gr�o�enordnung  � eps ist, heisst numerish r�ukw�arts stabil.Ein Algorithmus f�ur den die Vorw�artsanalyse liefert, dass das berehnete Re-sultat einen relativen Fehler der Gr�o�enordnung  � eps hat, heisst numerishvorw�arts stabil. Ansonsten ist der Algorithmus numerish instabil.Faustregel:Gut konditioniertes Problem und stabiler Algorithmus =) guteErgebnisse.Shleht konditioniertes Problem oder instabiler Algorithmus =)unsihere Ergebnisse.3.5 Fehleranalyse bei EinshrittverfahrenWir wollen nun mit diesen Erkenntnissen die expliziten Einshrittverfahrenuntersuhen.

38 KAPITEL 3. FEHLERANALYSEWir haben shon im Beispiel gesehen, dass der Fehler w�ahst, wenn wir hzu klein mahen. Woran liegt das?Die Lipshitzkonstante L, gibt im wesentlih an ob das Problem shlehtkonditioniert ist. Leider kennen wir diese im allgemeinen niht.Was passiert bei der Implementierung des Verfahrens?Wir berehnen ui+1 = ui + h�(ti; ui; h; f); u0 = y0:Dabei mahen wir einen Approximationsfehler aber auh Rundungsfehler beider Auswertung von � und bei der Summe und Multiplikation.Auf dem Rehner erhalten wir~u0 = gl(y0) = y0 + �0; j�0j � eps~ui+1 = gl(~ui + gl(~h � gl(�(~ti; ~ui; ~h; ~f))= ~ui + h�(ti; ~ui; h; f) + �i+1; (3.13)wobei �i+1 = h�(ti; ~ui; h; f)(�i+1 + �i+1) + ~ui+1�i+1 +O( eps 2): (3.14)Dabei ist �i+1 der Fehler bei der Berehnung von �, �i+1 der Fehler beider Berehnung von ~h~� und �i+1 der Fehler bei der Berehnung von ~ui+ ~~h~�.Wenn h klein ist, k�onnen wir annehmen, dassh(�i+1 + �i+1)� ui+1�i+1:Damit haben wir grob, dass �i+1 � �i+1~ui+1.Theorem 31 Rundungsfehlereinu� beim expliziten Einzelshritt-verfahren.Seien ui; i = 0; : : : ; N die (theoretishen) Verfahrenswerte, die gem�a�ui+1 = ui + h�(ti; ui; h; f); u0 = y0



3.5. FEHLERANALYSE BEI EINSCHRITTVERFAHREN 39gewonnen werden, und seien ~ui die vom Rehner hierf�ur gelieferten Werte,f�ur die gilt ~ui+1 = ~ui + h�(ti; ~ui; h; f) + �i+1; ~u0 = u0 + �0:Die Inkrementfunktion � gen�uge einer Lipshitzbedingung mit KonstanteL bzgl. u und es sei j�ij � � =  eps f�ur alle 0 = 1; : : : ; N .Dann gilt f�ur ri = ~ui � ui, dassjrmj � eL(tm�t0)(jr0j+ tm � t0h �):Beweis. Wir habenri+1 = ri + h[�(ti; ~ui; h; f)� �(ti; ui; h; f ℄ + �i+1also jri+1j � (1 + hL)jrij+ �:Nah Lemma 10 gilt daherjrmj � (jr0j+m�)emLh = (jr0j+ tm � t0h �)eL(tm�t0);da mh = tm � t0.Damit k�onnen wir nun den Gesamtfehler Ei := ~ui � y(ti) bei explizitenEinzelshrittverfahren harakterisieren.Theorem 32 Gesamtfehler.Mit den Bezeihnungen und Voraussetzungen von Theorem 31 und mit �h =maxi j�ij und �i = �(ti; yi; h; f) folgt f�ur m = 0; : : : ; N , dassjEmj = j~um � y(tm)j � eL(tm�t0)[j�0j+ (tm � t0)h (�h +  eps )℄:Beweis. Wir haben E0 = �0 undEi+1 = ~ui+1 � yi+1 = (~ui+1 � ui+1) + (ui+1 � yi+1) = ri+1 + ei+1:

40 KAPITEL 3. FEHLERANALYSEWir haben ei+1 in Theorem 9 und ri+1 in Theorem 31 berehnet. Damitergibt sih jEmj = jrm + emj � jrmj+ jemj� �jr0j+ je0j+ (tm � t0)�h +  epsh � eL(tm�t0):

Bemerkung 33 Diskussion der Ergebnisse:� Falls h gro� ist, so ist �hh gro� und epsh klein.� Falls h klein ist, so ist �hh klein, aber epsh gro�.� Wir m�ussen h klein mahen, damit �hh klein ist, wir d�urfen esaber niht zu klein mahen, weil sonst der Anteil des Fehlers,der von den Rundungsfehlern herr�uhrt den Fehler dominiert.� Wir brauhen daher Verfahren h�oherer Ordnung, d.h., Ver-fahren, bei denen �hh = O(hp) mit m�oglihst gro�em p, denndann k�onnen wir den Gesamtfehler shon mit relativ gro�emh klein mahen.



Kapitel 4Interpolation
4.1 Einf�uhrungWir haben gesehen, dass wir f�ur die numerishe L�osung von Di�erential-gleihungen Verfahren h�oherer Ordnung ben�otigen. Um solhe Verfahren zuerhalten, und auh aus vielen anderen Gr�unden wie� Approximation von Funktionen,� Darstellung der L�osung von Di�erentialgleihungen als Kurve,� CAD (Computer Aided Design),CAGD (Computer Aided Graphi Design),� Bildverarbeitung,� Signalverarbeitung,� . . .m�ussen wir uns mit Interpolationsmethoden besh�aftigen.Betrahte einen Typ von Funktionen z.B.1. Polynome P (x) = a0 + a1x + a2x2 + : : :+ anxn; (4.1)2. Rationale FunktionenP (x) = a0 + a1x + a2x2 + : : :+ anxnan+1 + an+2x+ an+3xn+3 + : : :+ an+m+1xm ; (4.2)41

42 KAPITEL 4. INTERPOLATION3. Trigonometrishe PolynomeP (x) = a0 + a1exi + a2e2xi + : : :+ anenxi; (4.3)4. oder Splines, dies sind st�ukweise Polynome.Eine Interpolationsaufgabe hat dann die folgende Form:Gegeben Werte (xi; fi) f�ur i = 0; 1; : : : ; n (diese hei�en St�utzstellen oderKnoten), �nde Parameter a0; : : : ; an, so dassP (xi; a0; : : : ; an) = fi; i = 0; : : : ; n: (4.4)Beispiel 34 Interpolation durh st�ukweise lineare Funktionen. Gegeben sei-en die St�utzstellen, die das Euler-Verfahren f�ur y0 = f(t; y), mit Anfangswerty(t0) = y0 berehnet hat, (ti; ui); i = 0; : : :N:Bestimme eine st�ukweise lineare Funktion (linearer Spline), die diesePunkte verbindet.4.2 PolynominterpolationEine der wihtigsten Interpolationsaufgaben in der Praxis ist die Polynomin-terpolation.Mit der Bezeihnung�n := fPolynome vom Grad � ngerhalten wir den folgenden Satz:Theorem 35 Lagrange{Interpolation1Seien n+1 St�utzstellen (xi; fi); i = 0; : : : ; n, mit xi 6= xj f�ur i 6= j gegeben.Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom p 2 �n mitp(xi) = fi; i = 0; : : : ; n: (4.5)1J.L. Lagrange, Franz�osisher Mathematiker 1736{1813



4.2. POLYNOMINTERPOLATION 43Beweis. Zuerst zeigen wir die Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms: An-genommen, es existieren zwei Polynome p1; p2 2 �n mitp1(xi) = p2(xi) = fi; i = 0; : : : ; n:Dann de�niere p := p1(x)� p2(x). Es gilt: Grad p � n undp(xi) = p1(xi)� p2(xi) = 0; i = 0; : : : ; np hat n+ 1 Nullstellen. Mit dem Hauptsatz der Algebra folgt:p(x) � 0und damit p1 = p2:Nun zeigen wir die Existenz, indem wir das Interpolationspolynom konstru-ieren: Sei Li(x) = nYj=0j 6=i x� xjxi � xj : (4.6)F�ur die Li gilt an den St�utzstellen xk:Li(xk) = � 1 f�ur i = k0 f�ur i 6= k : (4.7)Daraus folgt, dass p(x) = nXi=0 fiLi(x)= nXi=0 fi0B� nYj=0j 6=i x� xjxi � xj1CA (4.8)die Interpolationsaufgabe l�ost.Die Li(x) hei�en Lagrange{Interpolationspolynome. Sie bilden eine Basisf�ur �n. Eine andere Basis ist 1; x; x2; : : : ; xn. Beide Basen sind jedoh f�ur diepraktishe Berehnung ungeeignet. F�ur die numerishe Berehnung verwen-den wir zwei andere Ans�atze.

44 KAPITEL 4. INTERPOLATION4.2.1 Das Verfahren von Neville und AitkenDe�nition 36 Gegeben seien die St�utzwerte (xi; fi); i = 0; : : : ; n und eineTeilmenge fi0; : : : ; ikg � f0; : : : ; ng. Dann bezeihnet Pi0;:::;ik 2 �k das Poly-nom mit der EigenshaftPi0;:::;ik(xij ) = fij ; j = 0; : : : ; k (4.9)Dann erhalten wir f�ur diese Teilpolynome die folgende Rekursionsformel:Lemma 37 Es gilt:Pij(x) � fij ; j = 0; : : : ; k; (4.10)Pi0;:::;ik(x) = (x� xi0)Pi1;:::;ik(x)� (x� xik)Pi0;:::;ik�1(x)xik � xi0 : (4.11)Beweis. Die Formel (4.10) ist klar. Zum Beweis von (4.11) sei q(x) die rehteSeite von (4.11). Der Grad von q(x) ist niht gr�o�er als k, daher giltq(xi0) = 0� (xi0 � xik)Pi0;:::;ik�1(xi0)xik � xi0= Pi0;:::;ik�1(xi0)= fi0 ;q(xik) = (xik � xi0)Pi1;:::;ik(xik)� 0xik � xi0= Pi1;:::;ik(xik)= fik :Weiterhin gilt f�ur j = 1; : : : ; k � 1, dassq(xij ) = (xij � xi0)Pi1;:::;ik(xij )� (xij � xik)Pi0;:::;ik�1(xij )xik � xi0= (xij � xi0)fij � (xij � xik)fijxik � xi0= fij :Die Behauptung folgt dann aus der Eindeutigkeit des Interpolationspoly-noms.Damit k�onnen wir nun einen rekursiven Algorithmus aufbauen.



4.2. POLYNOMINTERPOLATION 45Algorithmus 1 Algorithmus von Neville{Aitken2Gegeben sei eine Stelle x an der das Polynom P0;1;:::;n ausgewertet werdensoll.Konstruiere mit Hilfe der Rekursionsformel (4.10), (4.11) das folgende Ta-bleau:x0 f0 = P0(x) ! P0;1(x) = (x�x0)P1(x)�(x�x1)P0(x)x1�x0x1 f1 = P1(x) !! P1;2(x) = (x�x1)P2(x)�(x�x2)P1(x)x2�x1 . . .x2 f2 = P2(x) P0;1;:::;n(x)... ... ...... ... ... !! Pn�1;n(x) = (x�xn�1)Pn(x)�(x�xn)Pn�1(x)xn�xn�1xn fn = Pn(x)Beispiel 38 Gegeben seien die St�utzstellen (0; 1); (1; 3); (3; 2). Die Auswer-tung erfolgt an der Stelle x = 2.0 1 = P0(x) ! P0;1(x) = (x�0)3�(x�1)11�0 = 51 3 = P1(x) ! P0;1;2(x) = (2�0) 52�(2�3)53�0 = 103! P1;2(x) = (x�1)2�(x�3)33�1 = 523 2 = P2(x)Der Algorithmus von Neville-Aitken ist gut geeignet, um das Interpolati-onspolynom an einer oder wenigen Stellen auszuwerten, aber niht um dasPolynom selbst zu bestimmen, oder viele Auswertungen zu mahen, (wie mansie zum Beispiel f�ur einen Plot brauht).4.2.2 Interpolation nah NewtonEine Alternative zum Neville-Aitken Algorithmus stellt die Newton-Interpolation mit Hilfe von dividierten Di�erenzen dar.2A.C. Aitken, Neuseel�andisher Mathematiker, 1895{1966

46 KAPITEL 4. INTERPOLATIONDe�nition 39 Seien St�utzstellen (xi; fi); i = 0; : : : ; n gegeben. Der Ausdrukf [xi; : : : ; xi+k℄, de�niert durh die Rekursionf [xi℄ := fi; (4.12)f [xi; : : : ; xi+k℄ := f [xi+1; : : : ; xi+k℄� f [xi; : : : ; xi+k�1℄xi+k � xi ; (4.13)i = 0; : : : ; n; k = 0; : : : ; n� i;hei�t k-te dividierte Di�erenz von (xi; fi); : : : ; (xi+k; fi+k).F�ur die Berehnung der dividierten Di�erenzen haben wir wieder ein Shema:k = 0 k = 1 k = 2 k = 3x0 f0 = f [x0℄ & f [x0; x1℄ = f [x1℄�f [x0℄x1�x0 &x1 f1 = f [x1℄ %& f [x0; x1; x2℄ &f [x1; x2℄ = f [x2℄�f [x1℄x2�x1 %& f [x0; : : : ; x3℄x2 f2 = f [x2℄ %& f [x1; x2; x3℄ %&f [x2; x3℄ = f [x3℄�f [x2℄x3�x2 %& ...x3 f3 = f [x3℄ %& ...x4 ......Als Basis von �n verwenden wir die Newton-Basis3:N0(x) = 1;Ni(x) = i�1Yj=0(x� xj) (4.14)= (x� x0)(x� x1) : : : (x� xi�1); i = 1; : : : ; n:3Sir Isaa Newton, 1643{1727, englisher Physiker und Mathematiker



4.2. POLYNOMINTERPOLATION 47Das Interpolationspolynom wird dann folgenderma�en konstruiert:P0;:::;n(x) = nXi=0 iNi(x): (4.15)Die KoeÆzienten ergeben sih aus den dividierten Di�erenzen mit folgendemTheorem.Theorem 40 Es giltPi;:::;i+k(x) = f [xi℄ + f [xi; xi+1℄(x� xi)+f [xi; xi+1; xi+2℄(x� xi)(x� xi+1)+ : : :+f [xi; xi+1; : : : ; xi+k℄(x� xi)(x� xi+1) : : : (x� xi+k�1):Insbesondere ist i = f [x0; : : : ; xi℄, d.h. die oberste Zeile im Shema derdividierten Di�erenzen liefert die i.Beweis. Wir verwenden Induktion �uber k.F�ur k = 0 ist die Behauptung o�ensihtlih wahr.Sei die Behauptung wahr f�ur k � 1 � 0. Dann gilt:Pi;:::;i+k(x) = Pi;:::;i+k�1(x) + (x� xi) : : : (x� xi+k�1);wobei  gerade der KoeÆzient von xk ist.Wenn wir zeigen, dass  = f [xi; : : : ; xi+k℄, so gilt die Behauptung auh f�urk. Nah (4.11) istPi;i+1;:::;i+k(x) = (x� xi)Pi+1;:::;i+k(x)� (x� xi+k)Pi;:::;i+k�1(x)xi+k � xiNah Induktionsvoraussetzung ist f [xi+1; : : : ; xi+k℄ der KoeÆzient zuxk�1 von Pi+1;:::;i+k(x) und f [xi; : : : ; xi+k�1℄ der KoeÆzient zu xk�1 vonPi;:::;i+k�1(x). Also istf [xi+1; : : : ; xi+k℄� f [xi; : : : ; xi+k�1℄xi+k � xi = f [xi; : : : ; xi+k℄der KoeÆzient zu xk von Pi;:::;i+k(x), d.h. .

48 KAPITEL 4. INTERPOLATIONBeispiel 41 Betrahte die St�utzstellen xi = 0 1 3fi = 1 3 2 .Wir erhalten das dividierte Di�erenzen Shema:x0 = 0 f [x0℄ = 1 & f [x0; x1℄ = 2 &x1 = 1 f [x1℄ = 3 %& f [x0; x1; x2℄ = �56f [x1; x2℄ = �12 %x2 = 3 f [x2℄ = 2 %und damit P0;1;2(x) = 1 + 2(x� 0)� 56(x� 0)(x� 1):Zur Auswertung von Polynomen verwendet man �ubliherweise das Horner-Shema4. Dazu shreibt man das Polynom alsP (x) = a0 + a1x + a2x2 + : : :+ anxn= (: : : ((anx+ an�1)x+ an�2)x + : : :+ a1)x + a0und erh�alt f�ur festes ~x die Rekursion:un+1 = 0;uk = ~xuk+1 + ak; k = n; : : : ; 0; (4.16)P (~x) = u0:Der Vorteil des Horner-Shemas ist, das die Auswertung n Multiplikationenund n Additionen ben�otigt, also 2n ops kostet. Wenn man mittels der nor-malen Darstellung auswertet, w�urde das 2n2 ops kosten.F�ur die Newton-Basis erhalten wir ein analoges Shema:Algorithmus 2 Hornershema f�ur Newton{BasisP (x) = nXi=0 iNi(x);Ni(x) = (x� x0)(x� x1) : : : (x� xi�1);= Ni�1(x)(x� xi�1):4W.G. Horner, 1786{1837, englisher Mathematiker



4.2. POLYNOMINTERPOLATION 49Rekursion f�ur festes ~x:un+1 = 0;uk = (~x� xk)uk+1 + k; k = n; : : : ; 0; (4.17)P (~x) = u0:In diesem Fall werden zur Auswertung des Polynoms n Multiplikationen und2n Additionen ben�otigt, die Kosten betragen also 3n ops.Bemerkung 42 Die Newton{Interpolation in Verbindung mit dem Horner-shema bietet bei der Bestimmung eines Interpolationspolynoms eine Reihevon Vorteilen:� Einfahe Berehnung des gesamten Interpolationspolynoms mit divi-dierten Di�erenzen.� Leihte Auswertung mit dem Hornershema.� Einfahes Hinzuf�ugen weiterer St�utzstellen.� f [x0; : : : ; xn℄ ist symmetrish in den xi, d.h. die Reihenfolge ist egal.� Der Rundungsfehlereinu� ist durh Umordnung der St�utzstellen redu-zierbar.Dividierte Di�erenzen lassen sih auf zusammenfallende St�utzstellen xi = xjerweitern falls f(xj) = f(xi).f [xk; xk℄ := limh!0 f [xk + h℄� f [xk℄xk + h� xk = f 0(xk)f [xk; xk; xk℄ := limh!0 f [xk + h; xk + 2h℄� f [xk; xk + h℄xk � 2h� xk= limh!0 f [xk + 2h℄� 2f [xk + h℄ + f [xk℄2h2= 12f 00(xk)f [xk; : : : ; xk| {z }m+1 mal ℄ := 1m!f (m)(xk):

50 KAPITEL 4. INTERPOLATIONDamit kann man dann allgemeine Hermite{Interpolation5 durhf�uhren, beider f�ur mehrfahe St�utzstellen jeweils die entsprehenden Ableitungen mitinterpoliert werden.Beispiel 430x0 f [x0℄ & 1f 0(x0) & 2x0 f [x0℄ %& 12f 00(x0) & 3f 0(x0) %& f [x0; x0; x0; x1℄ & 4x0 f [x0℄ %& f [x0; x0; x1℄ %& f [x0; x0; x0; x1; x1℄ &f [x0; x1℄ %& f [x0; x0; x1; x1℄ %& 5x1 f [x1℄ %& f [x0; x1; x1℄ %& f [x0; x0; x1; x1; x1℄ %f 0(x1) %& f [x0; x1; x1; x1℄ %x1 f [x1℄ %& 12f 00(x1) %f 0(x1) %x1 f [x1℄ %Das Interpolationspolynom ist damitP000111(x) = 0 + 1(x� x0) + 2(x� x0)2 + 3(x� x0)3+4(x� x0)3(x� x1) + 5(x� x0)3(x� x0)2:Beispiel 44 Betrahte St�utzstellen x0; x0; x1; x1; : : : . Das Shema ergibtP001122:::kk(x) = [0 + 1(x� x0)℄ + [2 + 3(x� x1)℄(x� x0)2+[4 + 5(x� x2)℄(x� x0)2(x� x1)2 + � � �+[2k + 2k�1(x� xk)℄(x� x0)2 � � � (x� xk�1)2:Es gilt f�ur i = 0; : : : ; k die BedingungP00:::kk(xi) = f(xi);P 000:::kk(xi) = f 0(xi):5C. Hermite, Franz�osisher Mathematiker, 1822{1901



4.2. POLYNOMINTERPOLATION 51Wir wollen die Interpolation verwenden, um Verfahren h�oherer Ordung f�urdie L�osung von Di�erentialgleihungen zu konstruieren. Dazu m�ussen wir dieFrage kl�aren:Gegeben eine Funktion f und Auswertungsstellen x0; : : : ; xn und Wertefi = f(xi) f�ur i = 0; : : : ; n.Wie gut approximiert das entsprehende InterpolationspolynomP0;:::;n(x) die Funktion f?Theorem 45 Die Funktion f sei n+1{mal di�erenzierbar. Dann gibt es zujedem ^x eine Zahl � aus dem kleinsten Intervall I, das alle xi und ^x enth�alt(konvexe H�ulle I = C[x0; : : : ; xn; ^x℄), so dassf(^x)� P0;1;:::;n(^x) = w(^x)f (n+1)(�)(n+ 1)! (4.18)wobei w(x) =Qni=0(x� xi):Beweis. Sei f�ur ^x 6= xiF (x) := f(x)� P0;1;:::;n(x)� kw(x):Bestimme k derart, da� F (^x) = 0: Dann hat F (x) in C[x0; : : : ; xn; ^x℄ n+ 2Nullstellen x0; : : : ; xn; ^x:Nah dem Satz von Rolle hat dann F 0(x) mindestens n + 1 Nullstellen, ...,F (n+1)(x) mindestens eine Nullstelle � 2 C[x0; : : : ; xn^x℄:P (n+1)0;1;:::;n(x) � 0 =) F (n+1)(�) = f (n+1)(�)� k(n + 1)! = 0=) k = f (n+1)(�)(n+ 1)! :

Wie sieht w(x) aus?

52 KAPITEL 4. INTERPOLATION

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
x 10

−3

x

y

w(x), n=10, aequidistante Stuetzstellen

Die Funktion w(x) w�ahst au�erhalb von C[x0; : : : ; xn℄ stark an und oszil-liert sehr stark. Man sollte daher das Interpolationspolynoms au�erhalb vonC[x0; : : : ; xn℄ niht verwenden und und damit der Fehler niht gr�o�er wird,niht zu viele St�utzstellen haben.Sei nun f : [a; b℄! R gegeben, f gen�ugend glatt. Dann kann ih f beliebiggenau durh Polynome interpolieren. Man k�onnte nun vermuten, da� die In-terpolationspolynome gegen f konvergieren, falls ih die Intervallunterteilungfeiner und feiner mahe.Betrahte eine Folge von Unterteilungen4m = fa = x(m)0 < x(m)1 < � � � < x(m)nm = bg;k 4m k = maxi jx(m)i+1 � x(m)i j:Theorem 46 [Satz von Faber℄6 Zu jeder Folge von Intervalleinteilungen4mvon [a; b℄ kann man eine auf [a; b℄ stetige Funktion f �nden, so dass diePolynome P4m die auf (x(m)i ; f(x(m)i )); i = 0; : : : ; nm interpolieren f�ur m !1 NICHT gleihm�a�ig gegen f(x) konvergieren.6G. Faber Deutsher Mathematiker, 1877{1966



4.3. TRIGONOMETRISCHE INTERPOLATION 53Nur f�ur ganze Funktionen gilt f�ur alle k 4m k ! 0 ; Pm ! f gleihm�a�ig.F�ur beliebige stetige Funktionen gibt es spezielle 4m, diese sind i.a. niht�aquidistant.4.3 Trigonometrishe InterpolationWenn Interpolation f�ur ein Problem gemaht werden soll, welhes periodi-shes Verhalten aufweist, so bietet es sih an trigonometrishe Polynome zuverwenden, d.h., jetzt soll die Funktion f (oder die Folge von St�utzstellen),im Intervall [0; 2�℄ durh ein trigonometrishes Polynom der FormP (x) = �0 + �1eix + �2e2ix + : : :+ �n�1e(n�1)ix; (4.19)durh die St�utzstellen (xk; fk); k = 0; : : : ; n� 1 mitxk = k2�n ; fk 2 Cinterpoliert werden. Dies nennt man auh diskrete Fouriertransformation7.Dabei soll P (x) die InterpolationsbedingungP (xk) = fk; k = 0; : : : ; n� 1 (4.20)erf�ullen. Aus der Periodizit�at von P (x) folgtP (xk) = fk; k = : : : ;�3;�2;�1; 0; 1; 2; 3; : : : : (4.21)Setze w = eix wk = eixk : (4.22)Dann ist die Interpolationsaufgabe identish mit der Aufgabep(wk) = fk; k = 0; : : : ; n� 1 (4.23)mit p(w) = �0 + �1w + �2w2 + : : :+ �n�1wn�1: (4.24)Wir erhalten das folgende Theorem:7J. Baron de Fourier, franz�osisher Physiker und Mathematiker, 1768{1830

54 KAPITEL 4. INTERPOLATIONTheorem 47 Sei xk = 2�kn ; fk beliebig f�ur k = 0; : : : ; n � 1; n 2 N : Danngibt es ein eindeutiges trigonometrishes Polynom p(w) = �0 + �1w + � � �+�n�1wn�1 mit p(wk) = fk; f�ur wk = eixk ; k = 0; : : : ; n� 1.Zus�atzlih gilti) wjk = wkj 8j; k 2 Zii) n�1Pk=0wjkw�lk = � n f�ur j = l0 f�ur j 6= l; 0 � j; l � n� 1:Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit folgt aus Theorem 35.Teil i) ist trivial.Um Teil ii) zu zeigen, beahte, dass f�ur alle k = Z, jedes wk eine Nullstellevon wn � 1 = (w � 1)(wn�1 + wn�2 + � � �+ 1) = 0ist. F�ur k 6= 0;�n;�2n; ist wk 6= 1, also folgtn�1Xl=0 wlk = � n k = 0;�n;�2n; : : :0 sonst.

Die n{Vektoren �j = (wj0; : : : ; wjn�1); j = 0; : : : ; n � 1 bilden eine Ortho-normalbasis von C n unter dem Skalarprodukt[f; g℄ := 1n n�1Xj=0 fj�gj (4.25)(diskrete Version von (f; g) = 1� �R�� f(x)g(x)dx), denn es gilt[�j;�l℄ = � 1 j = l0 j 6= l 0 � j; l;� n� 1:Damit erh�alt man eine explizite Formel f�ur die KoeÆzienten �i.



4.3. TRIGONOMETRISCHE INTERPOLATION 55Theorem 48 Sei p(x) = n�1Pk=0 �keikx das interpolierende trigonometishe Po-lynom f�ur p(xk) = fk; k = 0; : : : ; n� 1, so gilt�j = 1n n�1Xk=0 fkw�jk = 1n n�1Xk=0 fk exp��2�ikjn � ; j = 0; : : : ; n� 1: (4.26)Beweis. Aus dem Skalarprodukt [�; �℄ folgt1n n�1Xk=0 fkw�jk = [f;�j℄ = [�0�0 + � � �+ �n�1�n�1;�j℄ = �j:Bisher haben wir komplex gearbeitet, es gibt aber auh eine reelle Version:Beahte, dass eix = os x + i sinx und setzeAj = 2n n�1Xk=0 fk os 2�jkn ;Bj = 2n n�1Xk=0 fk sin 2�jkn : (4.27)F�ur reelle fk sind Aj; Bj reell und es gilt�n�j = 1n n�1Xk=0 fkwj�nk = 1n n�1Xk=0 fkwjk; (4.28)�j = 12[Aj � iBj℄; �n�j = 12[Aj + iBj℄; (4.29)und �jwjk + �n�jwn�jk = Aj os jxk +Bj sin jxk: (4.30)Damit erh�alt man die reelle diskrete Fouriertransformation.Die KoeÆzienten Aj; Bj sind diskrete Approximationen an die Fourierko-eÆzienten ak = 1� �R�� f(x) os(kx) dx; k = 0; : : : ; n� 1;bk = 1� �R�� f(x) sin(kx) dx; k = 1; : : : ; n� 1:

56 KAPITEL 4. INTERPOLATIONTheorem 49 Gegeben (xk; fk); k = 0; : : : ; N � 1 mit xk = 2�kN . Man setzef�ur j 2 Z Aj := 2N N�1Pk=0 fk os(kxj);Bj := 2N N�1Pk=0 fk sin(kxj): (4.31)De�niere f�ur ungerades N = 2M + 1	(x) = A02 + MXk=1(Ak os kx +Bk sin kx) (4.32)und f�ur gerades N = 2M	(x) = A02 + M�1Xk=1 (Ak os kx+Bk sin kx) + AM2 osMx; (4.33)so gilt 	(xk) = fk; k = 0; : : : ; N � 1:Beweis. Mit N = 2M folgtfk = N�1Xj=0 �jwjk = �0 + M�1Xj=1 (�jwjk + �N�jw(N�j)k ) + �MwMkund mit (4.29), (4.30) folgtB0 = 2N N�1Pk=0 fk sin 2�k�0N = 0;BM = 2N N�1Pk=0 sin 2�k�1N = 0:Der Beweis f�ur ungerades N geht analog.Die Berehnung der KoeÆzienten des trigonometrishen Polynomes gehtsehr eÆzient mit Hilfe der shnellen (fast) Fouriertransformation(FFT) f�ur N = 2n; n > 0.Was ist zu berehnen?



4.3. TRIGONOMETRISCHE INTERPOLATION 57

�j = 1N N�1Xk=0 fke�2�ikjN= 1N N�1Xk=0 fk�kjNmit �N = e�2�iN .Der Trik ist, die Tatsahe auszunutzen, dass e�2�iN eine N{te Einheitswur-zel ist, d.h. alle Potenzen liegen auh auf dem Einheitskreis und die Expo-nenten lassen sih einfah berehnen.Beispiel 50 Betrahte als Beispiel die FFT f�ur N = 4.2664 �0�1�2�3 3775 = 1N 2664 �0N �0N �0N �0N�0N �1N �2N �3N�0N �2N �4N �6N�0N �3N �6N �9N 37752664 f0f1f2f3 3775 = 1N 2664 1 1 1 11 �1N �2N �3N1 �2N 1 �2N1 �3N �2N �1N 37752664 f0f1f2f3 37752664 �0�2�1�3 3775 = 1N 2664 1 1 1 11 �2N 1 �2N1 �N �2N �3N1 �3N �2N �N 37752664 f0f1f2f3 3775= 1N 2664 1 1 0 01 �2N 0 00 0 1 10 0 1 �2N 37752664 1 0 1 00 1 0 11 0 �2N 00 �N 0 �3N 37752664 f0f1f2f3 3775Bilde zuerst 2664 z0z1z2z3 3775 = 2664 1 0 1 00 1 0 11 0 �2N 00 �N 0 �3N 37752664 f0f1f2f3 3775 :Verwende �2N = �1; �3N = ��Nz0 = f0 + f2 z2 = f0 � f2;z1 = f1 + f3 z3 = �N (f1 � f3);

58 KAPITEL 4. INTERPOLATION2664 �0�2�1�3 3775 = 1N 2664 1 1 0 01 �2N 0 00 0 1 10 0 1 �2N 3775| {z }2 komplexe FT der Ordnung 2 mit �2N
2664 z0z1z2z3 3775 = 1N 2664 1 11 �1 1 11 �1 37752664 z0z1z2z3 3775 ;also N�0 = z0 + 1z1; N�1 = z2 + z3;N�2 = z0 � z1; N�3 = z2 � z3:Es �ndet jeweils eine R�ukf�uhrung einer FFT der Ordnung N = 2n auf 2FFT der Ordnung N2 = 2n�1 statt. Als zus�atzliher Aufwand ergeben sihKosten von O(N) ops. Anstatt O(N2) f�ur Matrixmultiplikation erh�alt mandann insgesamt 12N log2N = 2n�1 � (n� 1) Operationen.Da wir die zwei FFT halber Dimension unabh�angig laufen k�onnen, lassensie sih gut auf Parallelrehner implementieren.F�ur einen Shritt von N auf N=2 erhalten wir die allgemeinen Formeln: SeiM = N2 und setze j = 2l, dann ist�2l = 2M�1Xk=0 fk�2lkN = M�1Xk=0 (fk + fM+k)�2lkN (4.34)= M�1Xk=0 (fk + fM+k)(�2N )lk;wobei wir benutzen, dass �2l(M+k)N = �2lkN �2lMN = �2lkN :Mit Hilfswerten zk = fk + fM+k; k = 0; : : : ;M � 1 (4.35)und mit �2N = �M folgt�2l = M�1Xk=0 zk�klM ; l = 0; : : : ;M � 1: (4.36)



4.4. SPLINE INTERPOLATION 59F�ur die ungeraden Indizes gilt analog�2l+1 = M�1Xk=0 zM+k�klM ; l = 0; : : : ; m� 1 (4.37)mit Hilfswerten zM+k = fk � fM+k�kN ; k = 0; : : : ;M � 1 (4.38)Der zugeh�orige Algorithmus von Cooley/Tukey (1965) enth�alt noh weitereTriks.4.4 Spline InterpolationWir haben gesehen, dass die Polynominterpolation niht unbedingt gute Er-gebnisse liefert, insbesondere dass der Fehler stark oszillieren kann.Als Ausweg kann man die Interpolation durh st�ukweise Polynomedurhf�uhren. Dies ist urspr�unglih shon im Shi�bau ein �ublihes Verfah-ren, daher auh der Name.
Heute sind Splines die wihtigsten Werkzeuge bei der L�osung von Rand-wertproblemen f�ur gew�ohnlihe und partielle Di�erentialgleihungen, bei der

60 KAPITEL 4. INTERPOLATIONComputergraphik, und vielen anderen Anwendungen, weil sie sehr sh�on glat-te Kurven liefern.Durh 4 := fa = x0 < x1 � � � < xn = bg sei eine Unterteilung von [a; b℄gegeben.De�nition 51 Unter einer zu 4 geh�orenden Spline{Funktion S4 verstehtman eine reelle Funktion S4 : [a; b℄! R mita) S4 2 C2k[a; b℄ (2k mal stetig di�erenzierbar).b) Auf jedem Teilintervall [xi; xi+1℄ stimmt S4 mit Polynom 2k + 1{tenGrades �uberein.Hier sei im folgenden k = 1, das sind kubishe Splines. Fast alles l�a�t sih�ubertragen auf andere k.Um die Berehnung der Splines eindeutig zu mahen, m�u�en wir noh eineder folgenden Bedingungen erf�ullen.a) S 004(a) = S 004(b) = 0; (4.39)b) f 2 �2p(a; b) S4 periodish; (4.40)) f 0(a) = S 04(a); f 0(b) = S 04(b): (4.41)Zur expliziten Berehnung der Splines setze hj+1 = xj+1 � xj f�ur j =0; : : : ; n� 1 und Mj = S 004(xj); j = 0; : : : ; n: (4.42)Diese Mj hei�en Momente. Wir berehnen Splines, die (4.39), (4.40) oder(4.41) erf�ullen mit Hilfe der Momente. Da S4 kubish in [xi; xi+1℄ ist, folgtdass S 004 linear in [xi; xi+1℄ und es gilt (2-Punkte Formel der Geradenglei-hung), dassS 004(x) =Mj xj+1 � xhj+1 +Mj+1x� xjhj+1 ; x 2 [xj; xj+1℄: (4.43)



4.4. SPLINE INTERPOLATION 61Integration ergibtS 04(x) = �Mj (xj+1 � x)22hj+1 +Mj+1 (x� xj)22hj+1 + �j;S4(x) = Mj (xj+1 � x)36hj+1 +Mj+1 (x� xj)36hj+1 + �j(x� xj) + �j:Die Interpolationsbedingungen ergeben, dassS�(xj) = fj;=)Mj h2j+16 + �j = fj =) �j = fj �Mj h2j+16 ;S�(xj+1) = fj+1=)Mj+1h2j+16 + �jhj+1 + �j = fj+1 =) �j = fj+1 � fjhj+1 � hj+16 (Mj+1 �Mj);und damit S�(x) = aj + bj(x� xj) + j(x� xj)2 + dj(x� xj)3; (4.44)mit aj = fj; j = Mj2 ; bj = �Mjhj+12 + �j = S 0�(xj) (4.45)= fj+1 � fjhj+1 � 2Mj +Mj+1hj+16 ; dj = Mj+1 �Mj6hj+1 = S 000�(x+j )6 :Wir brauhen also nur dieMj zu berehnen. Wir haben gefordert, dass S 0�(x)an den Knoten x = xj; j = 1; : : : ; n � 1 stetig sein soll. Das ergibt n � 1Gleihungen. Es giltS 0�(x) = �Mj (xj+1 � x)22hj+1 +Mj+1 (x� xj)22hj+1 + fj+1 � fjhj+1 (4.46)�hj+16 (Mj+1 �Mj)wenn man die Werte einsetzt. Damit ergibt sih f�ur j = 1; : : : ; n� 1S 0�(x�j ) = fj � fj�1hj + hj3 Mj + hj6 Mj�1; (4.47)S 0�(x+j ) = fj+1 � fjhj+1 � hj+13 Mj � hj+16 Mj+1:

62 KAPITEL 4. INTERPOLATIONGleihsetzen wegen der Stetigkeit impliziert, dasshj6 Mj�1 + hj + hj+13 Mj + hj+16 Mj+1 = fj+1 � fjhj+1 � fj � fj�1hj (4.48)= f [xj; xj+1℄� f [xj�1; xj℄;f�ur j = 1; : : : ; n� 1. Das sind n� 1 Gleihungen f�ur M0; : : : ;Mn:Die zwei weiteren notwendigen Bedingungen erh�alt man aus (4.39), (4.40),(4.41). Aus (4.39) S 00�(a) =M0 =Mn = S 00�(b) = 0:Aus (4.40) S 00�(a) = S 00�(b) =) M0 =Mn:S 0�(a) = S 0�(b) =) hn6 Mn�1 + hn + h13 Mn + h16 M1= f1 � fnh1 � fn � fn�1hn :Aus fn = f0 und mit der Setzung hn+1 := h1, Mn+1 :=M1, fn+1 := f1 erh�altman wieder Gleihung (4.48).Aus (4.41)S 0�(a) = f 00 =) h13 M0 + h16 M1 = f1 � f0h1 � f 00;S 0�(b) = f 0n =) hn6 Mn�1 + hn3 Mn = f 0n � fn � fn�1hn :F�uhre nun folgende Abk�urzungen ein:�j := hj+1hj + hj+1 ; �j := 1� �j = hjhj + hj+1Dann erh�alt man das System von linearen Gleihungen�jMj�1 + 2Mj + �jMj+1 = 6f [xj�1; xj; xj+1℄ =: dj (4.49)d.h. die folgenden Gleihungssysteme:2666664 2 �0�1 2 �1. . . . . . . . .. . . . . . �n�1�n 2
3777775
26666664 M0.........Mn
37777775 = 26666664 d0.........dn
37777775 (4.50)



4.4. SPLINE INTERPOLATION 63im Fall von Bedingung (4.39), wobei �0 := 0; d0 = 0; �n := 0; dn := 0 gesetztwurde. 266666664
2 �1 �1�2 2 �2�3 . . . . . .. . . . . . . . . �n�1�n �n 2
377777775
26666664 M1.........Mn
37777775 = 26666664 d1.........dn
37777775 (4.51)

im Fall von Bedingung (4.40), wobei�n := h1hn + h1 ; �n = 1� �n; dn = 6f [xn�1; xn; x1℄Im Fall von Bedingung (4.41) erh�alt man wiederum System (4.50) nur mit�0 = 1; �n = 1; d0 = 6h1 (f [x0; x1℄� f 00) ; dn = 6hn (f 0n � f [xn�1; xn℄) :F�ur alle 3 Gleihungssysteme gilt �i � 0; �i � 0; �i+�i 6 1 und das Theorem:Theorem 52 Die Matrizen der Systeme (4.50), (4.51) sind f�ur jede Zerle-gung � von [a; b℄ nihtsingul�ar.Beweis. Sei A = 26664 2 �0�1 . . . . . .. . . . . . �n�1�n 2
37775 :Sei x; y 2 Rn+1 mit Ax = y und setze �n = �0 = 0. Dann giltmaxi jxij � maxi jyij (A ist monoton):Denn sei r der Index f�ur den maxi jxij angenommen wird.Dann gilt �rxr�1 + 2xr + �rxr+1 = yr=) maxi jyij � jyrj � 2jxrj � �rjxr�1j � �rjxr+1j� 2jxrj � (�r + �r)jxrj� jxrj = maxi jxij:

64 KAPITEL 4. INTERPOLATIONAngenommen A singul�ar =) x 6= 0 mit Ax = 0.Monotonie f�uhrt sofort zum Widerspruh. Der Beweis f�ur die anderen Syste-me geht analog.Wie gut approximiert so eine Spline-Funktion?Sei �m = fa = x(m)0 < x(m)1 < � � � < x(m)nm = bg eine Folge von Unterteilun-gen von [a; b℄ und sei �m = maxi (x(m)i+1 � x(m)i ):Theorem 53 Sei f 2 C4[a; b℄ und jf (4)(x)j � L 8x 2 [a; b℄;�m wie obenmit supm;j �mx(m)j+1�x(m)j � � < 1: Seien S�m die zu f geh�origen Splines, die dieInterpolationsbedingungenS�m(�) = f(�) f�ur � 2 �mS 0�m(x) = f 0(x) f�ur x = a; b (4.52)erf�ullen. Dann gibt es von �m unabh�angige Konstanten Ci � 2, so dass f�uralle x 2 [a; b℄ ���f (i)(x)� S(i)�m(x)��� � CiL��4�im ; i = 0; 1; 2; 3: (4.53)Beweis. Betrahte feste Zerlegung � von [a; b℄. Die Momente Mj erf�ullen f�urden Fall den wir hier haben, das Gleihungssystem26664 2 �0�1 2 . . .. . . . . . �n�1�n 2
3777526664 M0......Mn
3777526664 d0......dn
37775�0 = �n = 1; �j = hj+1hj + hj+1 ; �j = 1� �j; j = 1; : : : ; n� 1dj = 6f [xj�1; xj; xj+1℄; j = 1; : : : ; n� 1d0 = 6h1 (f [x0; x1℄� f 00) ;dn = 6hn (f 0n � f [xn�1; xn℄) :



4.4. SPLINE INTERPOLATION 65De�niere F = 264 f 00(xo)...f 00(xn) 375 ; r = d� AF;M = 264 M0...Mn 375 :Dann gilt r0 = d0 � 2f 00(x0) � f 00(x1). Sh�atze zuerst kr0k1 ab. Taylorent-wiklung um x0 liefertr0 = 6h1 (f [x0; x1℄� f 00)� 2f 00(x0)� f 00(x1)= 6h1 �f 0(x0) + h12 f 00(x0) + h216 f 000(x0) + h3124f (4)(�1)� f 0(x0)��2f 00(x0)� �f 00(x0) + h1f 000(x0) + h212 f (4)(�2)�= h214 f (4)(�1)� h212 f (4)(�2); f�ur �1; �2 2 [x0; x1℄=) jr0j � 34L�2m: (4.54)Analog gilt f�ur rn = dn � f 00(xn�1)� 2f 00(xn) die Absh�atzungjrnj � 34L�2m (4.55)und f�ur j = 1; : : : ; n� 1 mit Taylorentwiklung um xj.rj = dj � �jf 00(xj�1)� 2f 00(xj)� �jf 00(xj+1)= 6f [xj�1; xj; xj+1℄� hjhj + hj+1f 00(xj�1)� 2f 00(xj)� hj+1hj + hj+1f 00(xj+1)= 1hj + hj+1 �6�f 0(xj) + hj+12 f 00(xj) + h2j+16 f 000(xj) + h3j+124 f (4)(�j1)�f 0(xj) + hj2 f 00(xj)� h2j6 f 000(xj) + h3j24f (4)(�j2)�� hj �f 00(xj)� hjf 000(xj) + h2j2 f (4)(�j3)�� 2f 00(xj)(hj + hj+1)

66 KAPITEL 4. INTERPOLATION� hj+1�f 00(xj) + hj+1f 000(xj) + h2j+12 f (4)(�j4)��= 1hj + hj+1 �h3j+14 f (4)(�j1) + h3j4 f (4)(�j2)� h3j2 f (4)(�j3)� h3j+12 f (4)(�j4)� ;mit �ji 2 [xj�1; xj+1℄; i = 1; 2; 3; 4.=) jrjj � 34Lh3j+1 + h3jhj + hj+1 � 34L�2m:Insgesamt gilt krk1 � 34L�2m =)kA(M � F )k1 � 34L�2m =) kM � Fk1 � 34L�2m; (4.56)da A monoton.Sei x 2 [xj�1; xj℄: Dann folgtS 000� � f 000(x) = Mj �Mj�1hj � f 000(x)= Mj � f 00(xj)hj � Mj�1 � f 00(xj�1)hj+[f 00(xj)� f 00(x)℄� [f 00(xj�1)� f 00(x)℄hj � f 000(x):Taylorentwiklung um x und (4.56) =)jS 000�(x)� f 000(x)j � 32L�2mhj + 1hj ����(xj � x)f 000(x) + (xj � x)22 f (4)(�1)� (xj�1 � x)f 000(x)�(xj�1 � x)22 f (4)(�2)� hjf 000(x)����� 32L�2mhj + 12 �2mhj L; �1; �2 2 [xj�1; xj℄� 2L��m; wegen Vor. �mhj � �:Hierbei wurde noh maxx2[xj�1;xj ℄f(xj�x)2+(x�xj�1)2g = h2j benutzt. Nungibt es f�ur jedes x 2 (a; b) ein xj mitjxj � xj � 12�m



4.4. SPLINE INTERPOLATION 67=) f 00(x)� S 00�(x) = f 00(xj)� S 00�(xj) + xZxj (f 000(t)� S 000�(t)) dt:Mit der Absh�atzung f�ur f 000 � S 000� folgt, dassjf 00(x)� S 00�(x)j � 34L�2m + 12�m � 2L��m� 74L��2m; da � � 1:Damit haben wir die Absh�atzung f�ur f 00 � S 00�:Es gilt f(xj�1) = S�(xj�1); f(xj) = S�(xj): Au�er den Randpunkten �0 =a; �n+1 = b gibt es also noh den Satz von Rolle n Stellen �j 2 (xj�1; xj) mitf 0(�j) = S 0�(�j) j = 0; : : : ; n+ 1:Es gilt also f�ur jedes x 2 [a; b℄ ein �j mit j�j � xj < �m: Daher gilt f�ur allex 2 [a; b℄ : f 0(x)� S 0�(x) = xZ�j(x) (f 00(t)� S 00�(t)) dt=) jf 0(x)� S 0�(x)j � 74L��2m � �m = 74L��3m:Analog folgt f�ur x 2 [a; b℄ (hier ist wieder jx� xjj � 12�m), dassf(x)� S�(x) = xZxj f 0(t)� S 0�(t)dtund damit jf(x)� S�(x)j � 74L��3m 12�m = 78L��4m:Es g�abe noh viel mehr zu Splines zu sagen, dazu fehlt hier die Zeit.

68 KAPITEL 4. INTERPOLATION



Kapitel 5Numerishe IntegrationEine weitere Tehnik, die wir zur Entwiklung von Verfahren h�oherer Ord-nung ben�otigen, sind numerishe Integrationsmethoden, oft auh Quadratur-methoden genannt.Aufgabe der numerishen Integration (Quadratur) ist die Berehnung vonbZa f(x)dx; a; b <1:Typisherweise ist f niht direkt integrierbar, und wir m�ussen numerisheMethoden verwenden. Die Idee ist nun die folgende. Approximiere f(x) durheine Funktion, die einfah zu integrieren ist; wie Polynome, trigonometrishePolynome, Splines, rationale Funktionen, Exponentialsummen, oder �ahnli-hes, und verwende das Integral dieser approxierenden Funktion als Appro-ximation an das gesuhte Integral.5.1 Newton{Cotes FormelnDie Idee der Newton{Cotes1 Formeln ist, f(x) durh ein Polynom zu in-terpolieren und dieses zu integrieren. Bilde �aquidistante Unterteilung von[a; b℄; xi = a + ih; i = 0; � � � ; n; mit h = b�an n 2 N , und bilde dasInterpolationspolynom in �n, dasPn(xi) = f(xi) i = 0; � � � ; n (5.1)1R. Cotes, Englisher Mathematiker, 1682 { 171669

70 KAPITEL 5. NUMERISCHE INTEGRATIONn �i ns Fehler Name1 1 1 2 h312f (2)(�) Trapezregel2 1 4 1 6 h590f (4)(�) Simpsonregel3 1 3 3 1 8 h5380 f (4)(�) 3=8 Regel4 7 32 12 32 7 90 h7178945 f (6)(�) Milne{Regel5 19 75 50 50 75 19 288 h727512096f (6)(�) {6 41 216 27 272 27 216 41 840 h991400f (8)(�) Weddle{RegelTabelle 5.1: Newton{Cotes{Formelnerf�ullt. Aus Theorem 35 folgt, dassPn(x) = nXi=0 fiLi(x): (5.2)Damit ergibt sihbZa Pn(x)dx = nXi=0 fi bZa Li(x)dx mit x = a+ hs= h nXi=0 fi nZ0 �nk=0k 6=i s� ki� k ds (5.3)= h nXi=0 fi�i = b� an nXi=0 �ifi mit �i 2 Z:Die Gewihte �i sind unabh�angig von fi; a; b jedoh abh�angig von n undliegen tabelliert (siehe Tabelle 5.1) vor. Diese Formeln hei�en Newton{Cotes{Formeln.Proposition 54 F�ur den Approximationsfehler bei der numerishen Inte-



5.1. NEWTON{COTES FORMELN 71gration mit Hilfe von Newton-Cotes Formeln gilt:bZa (Pn(x)� f(x)) dx = hp+1� � f (p)(�); � 2 (a; b): (5.4)Beweis. Der Beweis folgt sofort aus Theorem 45.Es maht keinen Sinn h�oheren Polynomgrad zu verwenden, weil dannnegative Gewihte in den Formeln auftreten und damit die Gefahr derAusl�oshung auftritt. Aber das ist auh niht notwendig, denn um die shleh-ten globalen Approximationseigenshaften von Polynomen zu vermeiden wer-den die Regeln st�ukweise auf Teilintervalle angewendet und dann aufsum-miert.Beispiel 55 (Summierte Trapezregel: st�ukweise lineare Interpolation)
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Verwende Teilintervalle [xi; xi+1℄; xi = a + ih; i = 0; � � � ; N; h = b�aN :Dann ist die summierte Trapezregel gegeben durhT (h) := N�1Xi=0 h2 [f(xi) + f(xi+1)℄ (5.5)

72 KAPITEL 5. NUMERISCHE INTEGRATION= h �f(a)2 + f(a+ h) + � � �+ f(b� h) + f(b)2 � :F�ur jedes Teilintervall ist der Fehlerh2 [f(xi)� f(xi+1)℄� xi+1Zxi f(x)dx = h312f (2)(�i) f�ur �i 2 (xi; xi+1): (5.6)Insgesamt ergibt sih also������T (h)� bZa f(x)dx������ = �����n�1Xi=0 h312f (2)(�i)����� (5.7)� h312N � sup�2[a;b℄ f 00(�)| {z }=M = b� a12 h2M:Damit geht der Fehler mit h2 gegen 0. Man nennt dies ein Verfahren 2. Ord-nung.Beispiel 56 (Summierte Mittelpunktregel)
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5.1. NEWTON{COTES FORMELN 73Beispiel 57 Sei N gerade. Verwende die Simpsonregel auf[x2i; x2i+1; x2i+2℄; i = 0; � � � ; N2 � 1: Der N�aherungswert auf jedem derTeilintervalle ist h3 [f(x2i) + 4f(x2i+1) + f(x2i+2)℄ :Summation ergibtS(h) = h3 [(f(a) + 4f(a+ b) + 2f(a+ 2h) + 4f(a+ 3h)+ (5.8)+2f(b� 2h) + 4f(b� h) + f(b)℄und als Fehler erhalten wir������S(h)� bZa f(x)dx������ � h590 � N2 � sup�2[a;b℄ f (4)(�)| {z }=M (5.9)= b� a180 h4 �M;also ist das ein Verfahren 4. Ordnung.Weitere Quadraturformeln erh�alt man durh andere Approximationsaufga-ben f�ur f(x). Dies sind z.B. die Gauss{Quadratur2 f�ur Integrale der FormbZa w(x)f(x)dx � nXi=1 wif(xi):wobei wi; fi so gew�ahlt werden, dass der FehlerbZa w(x)f(x)dx� nXi=1 wif(x):f�ur Polynome m�oglihst hohen Grades vershwindet.2C.F. Gau�, Deutsher Mathematiker, 1777 {1855

74 KAPITEL 5. NUMERISCHE INTEGRATION5.2 ExtrapolationEine weitere Tehnik zur numerishen Integration, die wir auh bei derL�osung von Di�erentialgleihungen verwenden, ist die Extrapolation. DieIdee ist dabei, Integrationsformeln f�ur untershiedlihe Werte hi von h zu ver-wenden und damit Approximationen an das Integral Qi auszurehen, danndie Werte (hi; Qi) durh ein Interpolationspolynom zu interpolieren und die-ses mit Hilfe des Neville-Aitken Shemas bei h = 0 auszuwerten. Besonderesgut funktioniert dies bei der Trapezsumme. Dies liegt an der Euler-Malaurin-Formel3.Theorem 58 F�ur f 2 C2m+2[a; b℄ hat T (h) die EntwiklungT (h) = �0 + �1h2 + �2h4 + � � �+ �mh2m + �m+1(h)h2m+2 (5.10)mit �0 := bRa f(x) dx: Dabei sind die �i von h unabh�angige Konstanten undj�m+1(h)j �M f�ur alle h = b�an ; n 2 N :Die Euler{MaLaurin{Formel l�a�t sih nun zur Extrapolation verwenden.Wenn man das Restglied vernahl�assigt, ist T (h) ein Polynom in h2, dasf�ur h = 0 den Wert �0 = bRa f(x) dx liefert.Bestimme daher f�ur vershiedene Shrittweiten h0 = b � a; h1 =h0n1 ; � � � ; hm = h0nm ; ni 2 N ; die zugeh�orige TrapezsummeTi;0 = T (hi); i = 0; � � � ; m (5.11)und dann durh Interpolation das Polynom~Tm;m(h) = a0 + a1h2 + � � �+ amh2m; (5.12)dass die Interpolationsbedingungen~Tm;m(hi) = T (hi); i = 0; : : : ; m (5.13)3C. Malaurin, Englisher Mathematiker, 1698 { 1746



5.2. EXTRAPOLATION 75erf�ullt. Werte dann dieses Polynom bei h = 0 mit dem Neville{Aitken Shemaaus. Dies liefert i.a. eine sehr gute N�aherung f�ur das Integral. Sei ~Ti;k(h) dasPolynom vom Grad k in h2, dass~Ti;k(hj) = Tj;0; j = i� k; � � � ; i (5.14)erf�ullt. Damit gilt f�ur die extrapolieren Werte Ti;k := ~Ti;k(0):Ti;k = Ti;k�1 + Ti;k�1 � Ti�1;k�1�hi�khi �2 � 1 ; 1 � k � i � m: (5.15)Als Extrapolationsfolgen verwendet mana) h0 = b� a; h1 = h02 ; h2 = h12 ; h3 = h22 ; � � � (Romberg Folge)b) h0 = b� a; h1 = h02 ; h2 = h03 ; h3 = h12 ; h4 = h22 ; h5 = h32 ; � � � (Bulirshfol-ge).Dabei ist b) oft besser, da der Rehenaufwand weniger shnell ansteigt, dennvorherige Werte k�onnen verwendet werden.Wie gut ist nun die Extrapolation?Aus der Fehlerbetrahtung f�ur die Quadraturformel folgt, dass es � 2 [a; b℄gibt, so dass giltTmm � bZa f(x) dx = � 1(2m+ 2)!f (2m+2)(�) bZa K(x) dx (5.16)mit K(x) = mXi=0 mih2m+2i �S2m+2�x� ahi �� S2m+2(0)� : (5.17)Damit ergibt sih die Fehlerabsh�atzung:Tmm � bZa f(x)dx = (b� a)h20 � � �h2m �m+1(2m+ 1)!f (2m+2)(�): (5.18)

76 KAPITEL 5. NUMERISCHE INTEGRATION



Kapitel 6Verfahren h�oherer OrdnungDie Fehler- und Konvergenzanalyse f�ur das Euler-Verfahren hat uns gezeigt,dass wir auf Grund der Rundungsfehler die Shrittweite niht beliebig kleinmahen k�onnen. Wir brauhen daher Verfahren, die einen lokalen Diskretisie-rungsfehler (und damit auh einen globalen Fehler) haben, der eine OrdungO(hp) mit m�oglihst gro�em p hat.De�nition 59 Ein Einshrittverfahren der Formu0 = y0;ui+1 = ui + h�(ti; ui; h; f) (6.1)zur L�osung der Anfangswertaufgabey0 = f(t; y); y(t0) = y0 (6.2)auf einem Intervall I= [t0; t0+ a℄, hei�t konsistent von der Ordnung p, wennf�ur alle gen�ugend oft di�erenzierbaren Funktionen f und f�ur alle ^t 2 I undalle z, f�ur den lokalen Diskretisierungsfehler gilt, dass�(^t; z; h; f) = O(hp+1): (6.3)6.1 Einfahe Verfahren h�oherer OrdnungEinfahe Verfahren h�oherer Ordnung erh�alt man mit dem Ansatz�(t; z; h; f) = a1f(t; z) + a2f(t+ p1h; z + p2hf(t; z))77

78 KAPITEL 6. VERFAHREN H�OHERER ORDNUNGMan bestimmt nun a1; a2; p1; p2 so, dass die Taylor-Entwiklung von � mitm�oglihst hoher h�Potenz beginnt.Die Taylorentwiklung von �(t; z; h; f) ergibt�(t; z; h; f) = (a1 + a2)f(t; z) + a2h[p1ft(t; z) + p2fz(t; z)f(t; z)℄ +O(h2):Um ein Verfahren 2-ter Ordnung zu erhalten, ergibt sih daher:a1 + a2 = 1 a2p1 = 12 a2p2 = 12 :L�osungen sind:1) a1 = 12 ; a2 = 12 ; p1 = p2 = 1. Das ergibt das Verfahren von Heun mit�(t; z; h; f) = 12[f(t; z) + f(t+ h; z + hf(t; z))℄;welhes 2 Auswertungen von f pro Shritt hat.2) a1 = 0; a2 = 1; p1 = p2 = 12 . Das ist das modi�zierte Euler-Verfahrenvon Collatz mit �(t; z; h; f) = f(t+ h2 ; z + h2f(t; z));das ebenfalls 2 Auswertungen von f pro Shritt hat.Beispiel 60 Wir wollen uns die drei Verfahren, Euler, modi�zierter Eulerund Heun im Vergleih anshauen, siehe Abbildung 60.Dazu betrahten wir die Anfangswertaufgabey0 = �2xy2; y(0) = 1mit der exakten L�osung y(x) = 1=(x2+1): Mit der Methode von Euler erhal-ten wir die in der folgenden Tabelle zusammengestellten N�aherungswerte ykf�ur vershiedene Shrittweiten h an gleihen Stellen xk sowie die zugeh�origenFehler ek := y(xk)�yk: Der Fehler nimmt etwa proportional zur Shrittweiteh ab. Euler-Verfahren f�ur y0 = �2xy2; y(0) = 1.



6.1. EINFACHE VERFAHREN H�OHERER ORDNUNG 79h = 0:1 h = 0:01 h = 0:001xk y(xk) yk ek yk ek yk ek0 1:00000 1:00000 � 1:00000 � 1:00000 �0:1 0:99010 1:00000 �0:00990 0:99107 �0:00097 0:99020 �0:000100:2 0:96154 0:98000 �0:01846 0:96330 �0:00176 0:96171 �0:000180:3 0:91743 0:94158 �0:02415 0:91969 �0:00226 0:91766 �0:000220:4 0:86207 0:88839 �0:02632 0:86448 �0:00242 0:86231 �0:000240:5 0:80000 0:82525 �0:02525 0:80229 �0:00229 0:80023 �0:000230:6 0:73529 0:75715 �0:02185 0:73727 �0:00198 0:73549 �0:00020Mit dem Verfahren von Heun und dem modi�ziertem Euler-Verfahren f�urShrittweiten h = 0:1 und h = 0:05 erhalten wir die folgenden Ergebnisse.Die Resultate zeigen die Fehlerordnung 2.Modi�ziertes Euler-Verfahren (yk) und Verfahren von Heun (^yk) f�ury0 = �2xy2; y(0) = 1.h = 0:1 h = 0:05 h = 0:1 h = 0:05xk yk ek yk ek ^yk ^ek ^yk ^ek0 1:00000 � 1:00000 � 1:00000 � 1:00000 �0:1 0:99000 0:00010 0:99007 0:00002 0:99000 0:00010 0:99009 0:000010:2 0:96118 0:00036 0:96145 0:00009 0:96137 0:00017 0:96152 0:000020:3 0:91674 0:00069 0:91727 0:00016 0:91725 0:00019 0:91742 0:000010:4 0:86110 0:00096 0:86184 0:00023 0:86195 0:00011 0:86208 �0:000010:5 0:79889 0:00111 0:79974 0:00026 0:80003 �0:00003 0:80004 �0:000040:6 0:73418 0:00111 0:73503 0:00026 0:73553 �0:00023 0:73538 �0:000090:7 0:67014 0:00100 0:67091 0:00023 0:67159 �0:00045 0:67128 �0:000140:8 0:60895 0:00080 0:60957 0:00018 0:61040 �0:00064 0:60993 �0:000180:9 0:55191 0:00058 0:55236 0:00013 0:55329 �0:00080 0:55270 �0:000211:0 0:49964 0:00036 0:49992 0:00008 0:50092 �0:00092 0:50024 �0:00024Man kann noh weitere Methoden auf �ahnlihe Weise konstruieren, wir wollenjedoh systematish vorgehen.Wir betrahten wieder eine Anfangswertaufgabe der Formy0 = f(t; y); y(t0) = y0 (6.4)

80 KAPITEL 6. VERFAHREN H�OHERER ORDNUNG
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Abbildung 6.1: Vergleih Euler (-), Mod. Euler (.) und Heun (*)auf einem Intervall I = [t0; t0+a℄. Dabei sei f eine stetige Funktion der Formf : G � Rn+1 ! Rn ;die einer Lipshitzbedingung gen�uge. Integration der Di�erentialgleihungergibt f�ur y(t) y(t) = y(t0) + tZt0 f(s; y(s)) ds: (6.5)Entsprehend erhalten wir f�ur Teilintervalleyj+1 = yj + tj+1Ztj f(s; y(s)) ds: (6.6)



6.1. EINFACHE VERFAHREN H�OHERER ORDNUNG 81Das Integral Z tj+1tj f(s; y(s)) dsersetzen wir nun durh die Quadraturformelhj mXl=1 lf(sl; y(sl)); si 2 [tj; tj+1℄;wobei wir jetzt auh variable Shrittweiten hj zulassen. Dabei muss y(sl) nohausgerehnet werden. Dazu ben�otigen wir eine N�aherung f�ur f(sl; y(sl)), dawir y(sl) ja niht kennen.Dieser allgemeine Ansatz f�uhrt auf explizite Runge1{Kutta2 Verfahren. Wirsetzen f(sl; y(sl)) � kl(tj; yj)mit s1 = tj und sl = tj + �lhj, wobei f�ur �l gilt:�l = l�1Xr=1 �l;r:Daraus konstruieren wir ein Gleihungssystem der Formk1(tj; yj) = f(tj; yj);k2(tj; yj) = f(tj + �2hj; yj + hj�2;1k1(tj; yj));k3(tj; yj) = f(tj + �3hj; yj + hj(�3;1k1(tj; yj) + �3;2k2(tj; yj)));...km(tj; yj) = f(tj + �mhj; yj + hj(�m;1k1(tj; yj) + : : :: : :+ �m;m�1km�1(tj; yj))); (6.7)

und damit erhalten wir f�ur Approximationen uj das Verfahren:uj+1 = uj + hj(1k1(tj; uj) + : : :+ mkm(tj; uj)): (6.8)1C.D. Runge, deutsher Mathematiker, 1856{19272M.W. Kutta, deutsher Mathematiker, 1867{1944

82 KAPITEL 6. VERFAHREN H�OHERER ORDNUNGTheorem 61 Ein Verfahren der Form (6.8) mit Stufenwerten ki wie in (6.7)hei�t m{stu�ges Runge{Kutta Verfahren. Es wird �ubliherweise durh eineButher{Tabelle der Form0�2 �2;1�3 �3;1 . . .... ...�m �m;1 : : : �m;m�11 : : : m�1 m (6.9)

dargestellt.Beispiel 62 Als spezielle Runge-Kutta Verfahren erhalten wir die folgendenMethoden:1. Eulerverfahren, 1. Ordnung:m = 1; 1 = 1uj+1 = uj + hjf(tj; uj): (6.10)2. Modi�ziertes Eulerverfahren, (Mittelpunktsregel f�ur Quadratur), 2.Ordnung: m = 2; 1 = 0; 2 = 1; �2;1 = �2 = 12 : (6.11)3. Verfahren von Heun, (Trapezregel f�ur Quadratur), 2. Ordnung:m = 2; 1 = 2 = 12 ; �2;1 = �2 = 1 (6.12)4. Runge{Verfahren, 3. Ordnung:m = 3 01=2 1=21 0 10 0 1 (6.13)



6.1. EINFACHE VERFAHREN H�OHERER ORDNUNG 835. Klassishes Runge{Kutta Verfahren, (Simpsonregel f�ur Quadratur), 4.Ordnung: m = 4 01=2 1=21=2 0 1=21 0 0 11=6 1=3 1=3 1=6 (6.14)

Was f�ur Bedingungen m�ussen an die KoeÆzienten gestellt wer-den?Es soll ja f�ur die kr gelten, dasskr(tj; yj) = f(tj + �rhj; y(tj) + hj(�r;1k1 + : : :+ �r;r�1kr�1))� f(tj + �rhj; y(tj + �rhj))= f(tj + �rhj; y(tj) + �rhjy0(tj) +O(h2j));und die Approximation soll mindestens O(h2j) sein. F�ur die KoeÆzienten�i; �i und i gelten dann folgende Beziehungen:�r;1 + : : :+ �r;r�1 = �r; (6.15)1 + : : :+ m = 1: (6.16)Wir erhalten den folgenden Konsistenzsatz:Theorem 63 Ein explizites Runge{Kutta Verfahren der Form (6.9), welhesdie Bedingungen (6.15) und (6.16) erf�ullt, ist konsistent.Beweis. Laut De�nition gilt f�ur den lokalen Fehler, dass 1hj �(^t; z; hj; f) =�(^t; z; hj; f) � �(^t; z; hj; f) und damit erhalten wir unter Verwendungvon (6.16) die folgende Absh�atzung:j 1hj �(^t; z; hj; f)j = j�(^t; z; hj; f)� �(^t; z; hj; f)j= �����y(^t+ hj)� y(^t)hj � mXr=1 rkr(^t; z) + f(^t; z)� f(^t; z)�����

84 KAPITEL 6. VERFAHREN H�OHERER ORDNUNG� ����y(^t+ hj)� y(^t)hj � y0(^t)����+ ����� mXr=1 r(kr(^t; z)� f(^t; z))������ ����y(^t+ hj)� y(^t)hj � y0(^t)����+ mXr=1 r ��f(^t; z)� f(^t+ �rhj; y(^t) + hj�)�� :Da die beiden Summanden gegen Null gehen, wenn hj gegen Null geht, folgtdie Behauptung.Um die Ordnung der Runge{Kutta Verfahren zu bestimmen, muss mannah Taylor entwikeln und anshlie�end ein nihtlineares Gleihungssystemf�ur die KoeÆzienten l�osen. Die Anzahl der Parameter und damit der Funk-tionsauswertungen w�ahst sehr shnell, wie die folgende Tabelle zeigt:Ordnung p 1 2 3 4 5 6 7 8# Parameter 1 2 4 8 17 37 85 200 (6.17)Die folgende Tabelle zeigt, wie gro� die maximale Ordnung ist, die mit einemm{stu�gen Verfahren f�ur ein bestimmtes m erreiht werden kann.Stufe m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 � 9Ordnung p(m) 1 2 3 4 4 5 6 6 7 < m� 2 (6.18)Beispiel 64 Im folgenden sei m = 4 und p = 4. Dann gibt es z.B. diefolgenden 4-stu�gen Verfahren:� Klassishes Runge{Kutta Verfahren01=2 1=21=2 0 1=21 0 0 11=6 1=3 1=3 1=6 (6.19)



6.2. IMPLIZITE RUNGE-KUTTA FORMELN 85� 3=8{Regel 01=3 1=32=3 �1=3 11 1 �1 11=8 3=8 3=8 1=8 (6.20)Das klassishe Runge{Kutta Verfahren (6.19) ist unter allen explizitenRunge-Kutta Verfahren der Ordnung 4 dasjenige mit den wenigsten Parame-tern. Es brauht daher auh unter all diesen Methoden die wenigsten Funk-tionsauswertungen.Weitere Verfahren lassen sih durh Kombination von Runge{Kutta{Verfahren und Taylorentwiklung erzeugen. Diese hei�en Runge{Kutta{Fehlberg Verfahren.6.2 Implizite Runge-Kutta FormelnIn einigen Problemen l�a�t es sih niht vermeiden, kompliziertere Verfahrenzu verwenden. Bei den Runge-Kutta-Verfahren lassen sih weitere Verfahrensehr einfah entwikeln. De�niere hier statt (6.7)kr(tj; yj) = f(tj + �rhj; yj + hj(�r;1k1 + : : :+ �r;mkm)); (6.21)f�ur r = 1; : : : ; m und damituj+1 = uj + hj(1k1(tj; uj) + : : :+ mkm(tj; uj)):Mit �r;l = 0 f�ur l � r ist kr in (6.21) explizit aus k1; : : : ; kr�1 berehenbar,sonst ist (6.21) implizit in den Unbekannten k1; : : : ; km. Man beahte: dieseFormeln de�nieren kein implizites Verfahren, d.h. wir erhalten immer nohui+1 explizit aus ui, nur die Berehnung der kr ist implizit.Auh implizite Runge-Kutta-Verfahren werden wieder durh Buther{Tabellen angegeben: �1 �11 : : : �1m�2 �21 : : : �2m... ... : : : ...�m �m1 : : : �mm1 : : : m�1

86 KAPITEL 6. VERFAHREN H�OHERER ORDNUNGBei den impliziten Verfahren sind drei vershiedene Formeltypen von beson-derem Interesse.1. Gau�-Form : Alle Parameter �j; �jl; j beliebig w�ahlbar2. Radau-Form : Entweder �1 = �11 = �12 = : : : = �1m = 0 oder �m = 1und �1m = �2m = : : : = �mm = 0.3. Lobatto-Form : �1 = �11 = �12 = : : : = �1m = �2m = : : : = �mm =0; �m = 1.Die Namen der drei Typen von Verfahren leiten sih aus dem Umstand her,dass sie im Spezialfall einer von y unabh�angigen Funktion f in die gleihna-migen Quadraturformeln �ubergehen. Die Radau-Formeln haben den Vorteil,dass entweder k1 oder km explizit berehnet werden kann, bei den Lobatto-Formeln k�onnen sogar k1 und km explizit berehnet werden, wodurh dieZahl der in jedem Shritt zu l�osenden impliziten Gleihungen verringert wird.Daf�ur mu� man eine geringere Konsistenzordnung bei gleiher Stufenzahl inKauf nehmen.Beispiel 65 Wir geben nun einige spezielle implizite Formeln der genanntenTypen an.Gau�-Form, 2. Ordnung : m = 1; p = 2,12 121Mit diesen KoeÆzienten erh�alt man das folgende Verfahren:k1 = f(tj + hj2 ; uj + hj2 k1);uj+1 = uj + hjk1:Gau�-Form, 4. Ordnung : m = 2; p = 4,



6.2. IMPLIZITE RUNGE-KUTTA FORMELN 87(3�p3)6 14 (3�2p3)12(3+p3)6 (3+2p3)12 1412 12Radau-Form, 1. Ordnung, (Euler Verfahren): m = 1; p = 10 1Radau-Form, 3. Ordnung: m = 2; p = 30 0 023 13 1314 34 13 13 01 1 034 14Lobatto-Form, 2. Ordnung : m = 2; p = 20 0 01 1 012 12Setze man diese Werte ein, so erh�alt man die (explizite) Formeluj+1 = uj + hj2 (f(tj; uj) + f(tj + hj; uj + f(tj; uj))):Lobatto-Form, 4. Ordnung : m = 3; p = 40 0 0 012 14 14 01 0 1 016 23 16

88 KAPITEL 6. VERFAHREN H�OHERER ORDNUNGZur Berehnung der kr muss im allgemeinen ein nihtlineares Gleihungssys-tem gel�ost werden. Die Existenz der L�osung erhalten wir aus dem folgendenTheorem. Zur numerishen L�osung kommen wir sp�ater.Theorem 66 Die Funktion f gen�uge f�ur alle (t; y1); (t; y2) 2 I� Rn derLipshitz-Bedingung kf(t; y1)� f(t; y2)k � Lky1 � y2k:Dann existiert f�ur alle Shrittweiten h mitq = L � h �maxj=1;:::;m( mXk=1 j�jkj) < 1und alle (t; y) 2 I�Rn eine eindeutig bestimmte L�osung k1(t; y); : : : ; km(t; y)von (6.21).Beweis. Der Beweis folgt aus dem Banahshen Fixpunktsatz.Bemerkung 67 i) Wesentliher Vorteil der impliziten Runge-KuttaVerfahren gegen�uber den expliziten Verfahren ist der gr�o�ere Stabilit�ats-bereih der Methoden.ii) Die Lipshitz-Bedingung l�a�t sih auf eine lokale Lipshitz-Bedingungabshw�ahen, die nur in einem Shlauh um die L�osung gilt.iii) Um q < 1 zu garantieren, muss h gen�ugend klein sein. Das f�uhrt oft da-zu, dass der erh�ohte Rehenaufwand die hohe Konsistenzordnung wiederaufhebt.6.3 Shrittweitensteuerung:So wie wir die Runge{Kutta Verfahren bisher entwikelt haben, ist niht klarwie die Shrittweite hj in jedem Shritt zu w�ahlen ist. Es ist nat�urlih sinnvoll,die Shrittweite an den L�osungsverlauf anzupassen, d.h. bei fast linearemL�osungsverhalten sollten wir gro�e Shritte mahen (um den Rehenaufwandzu minimieren), und wenn die L�osung stark oszilliert entsprehend kleineShritte (um die gew�unshte Genauigkeit zu bekommen). Dies ist die Ideeder Shrittweitensteuerung.



6.3. SCHRITTWEITENSTEUERUNG: 89Ziel: W�ahle die Shrittweite hj von tj auf tj+1 m�oglihst gro�, aber so, dassder lokale Fehler unterhalb einer bestimmten Toleranzgrenze liegt.Idee: Verwende eine Sh�atzung f�ur den Fehler. Wird der gesh�atzte Fehlerzu gro�, so verkleinere die Shrittweite. Wird der gesh�atzte Fehlerdagegen sehr klein, so vergr�o�ere die Shrittweite.

Wie k�onnen wir den Fehler sh�atzen?Seien �p(t; y; h; f) und �p+1(t; y; h; f) die Inkrementfunktionen zweier Ver-fahren der Ordnung p und p + 1. Dann gilt f�ur die zugeh�origen Diskretisie-rungsfehler �p bzw. �p+1:1hj �p(tj; z; hj; f) = �(tj; z; hj; f)� �p(tj; z; hj; f);1hj �p+1(tj; z; hj; f) = �(tj; z; hj; f)� �p+1(tj; z; hj; f):Daraus folgt dann 1hj �p = �p+1 � �p + 1hj �p+1� �p+1 � �p: (6.22)Diese Sh�atzung des lokalen Fehlers wird nun zur Shrittweitensteuerungverwendet. Ideal w�are nat�urlih, wenn die beiden Verfahren so gew�ahlt w�aren,dass der Rehenaufwand im wesentlihen der gleihe ist, als wenn wir nur dasVerfahren der Ordnung p + 1 verwenden. Dies ist die Idee der eingebettetenRunge-Kutta Verfahren.Die allgemeine Vorgehensweise l�a�t sih nun wie folgt beshreiben:

90 KAPITEL 6. VERFAHREN H�OHERER ORDNUNGShrittweitensteuerungGegeben t0; u0; aAnfangsshrittweite h < aToleranz "Intervall [t0; t0 + a℄2 Inkrementfunktionen �p;�p+1 zu Verfahren der Ordnung p; p+ 1i = 0WHILE ti < t0 + a AND ti + h > tiIF ti + h > t0 + ah = t0 + a� tiEND IF�1 = �p(ti; ui; h; f)�2 = �p+1(ti; ui; h; f)� = k�2 � �1kn = kuik+ 1IF � 6 "nti+1 = ti + hui+1 = ui + h�1 (ui+1 = ui + h�2)i = i+ 1END IFIF � > 0h = h pp"n=�END IFEND WHILEMan kann auf diese Weise auh Unstetigkeiten in den L�osungen aufsp�uren,wenn die Shrittweite immer kleiner wird.Beispiel 68 Wir verwenden ein Verfahren der Ordnung p = 2 zum Rehnenund ein Verfahren der Ordnung p = 3 zum Sh�atzen des Fehlers mit folgendenTabellen f�ur die Runge{Kutta Verfahren:p = 2 01 11=2 1=2



6.3. SCHRITTWEITENSTEUERUNG: 91p = 3 01 11=2 1=4 1=41=6 1=6 2=3Wir erhalten so f�ur die diskreten Werte u bzw. ^u der beiden Verfahren fol-gende Terme: uj+1 = uj + hj2 (k1 + k2); (6.23)k1 = f(tj; uj);k2 = f(tj + hj; uj + hjk1)und ^uj+1 = ^uj + hj6 (^k1 + ^k2 + 4^k3); (6.24)^k1 = f(tj; ^uj);^k2 = f(tj + hj; ^uj + hj^k1);^k3 = f �tj + hj2 ; ^uj + hj4 (^k1 + ^k2)� :Da wir vom gleihen Startwert starten, gilt dann ^k1 = k1 und ^k2 = k2 unddamit brauhen wir diese Werte nur einmal zu berehnen.Beispiel 69 Das eingebettete Runge-Kutta-Fehlberg-4(5)-Verfahren hat dieForm 014 1438 332 9321213 19322197 �72002197 729621971 439216 �8 3680513 � 845410412 � 827 2 �35442565 18594104 �1140y 25216 0 14082565 21974104 �15 0 Ordnung 4^y 16135 0 665612825 2856156430 � 950 255 Ordnung 5

92 KAPITEL 6. VERFAHREN H�OHERER ORDNUNGDieses Verfahren brauht keine zus�atzlihen Funktionsauswertungen.Eine andere exzellente Methode ist das Verfahren von Dormand-Prine-5(4) (DOPRI5) mit den folgenden KoeÆzienten015 15310 340 94045 4445 �5615 32989 193726561 �253602187 644486561 �2127291 90173168 �35533 467325247 49176 � 5103186561 35384 0 5001113 125192 �21876784 1184y1 35384 0 5001113 125192 �21876784 1184 0^y1 517957600 0 757116695 393640 � 92097339200 1872100 140



Kapitel 7L�osung von linearenGleihungssystemen.Fast alle Praxisprobleme, ob in der Physik, der Chemie oder den Ingenieur-wissenshaften f�uhren letztendlih auf die L�osung eines linearen Gleihungs-systems welhes typisherweise heute eine gro�e Zahl von Variablen hat. EinBeispiel haben wir shon bei der Spline-Interpolation gesehen. Ein ande-res Beispiel tritt o�ensihtlih bei der L�osung von impliziten Runge{Kutta{Verfahren auf. Wir betrahten die folgende Aufgabe:Berehne eine L�osung von Ax = b, wobei A 2 C n;n (oder Rn;n) und b 2 C n(oder Rn) ist. Im folgenden verwenden wir immer K = C oder K = R. Wirwerden im folgenden einige Verfahren kennenlernen und genauer auf ihreQualit�at untersuhen.7.1 Normen und andere GrundlagenZuerst betrahten wir als Wiederholung ein paar Grundlagen.Eine Vektornorm auf K n ist eine Funktion f : K n �! R, welhe die fol-genden Bedingungen erf�ullt.f(x) � 0 8x 2 K n ( dabei ist f(x) = 0() x = 0);f(x+ y) � f(x) + f(y) 8x; y 2 K n ;f(�x) = j�jf(x) 8� 2 K ; x 2 K n ; (7.1)Wir shreiben f(x) = kxk. 93

94 KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.Beispiel 70 kxkp = (jx1jp + � � � jxnjp) 1p ; p � 1;kxk1 = jx1j+ jx2j+ � � �+ jxnj;kxk2 = (jx1j2 + jx2j2 + � � �+ jxnj2) 12 = (xTx) 12 ;kxk1 = max1�k�n jxkj:Proposition 71 Es gilt:jxTyj � kxkpkykq; f�ur 1p + 1q = 1 (H�oldershe Ungleihung)jxTyj � kxk2kyk2 (Cauhy{Shwarz{Ungleihung)kxk2 � kxk1 � pnkxk2kxk1 � kxk2 � pnkxk1kxk1 � kxk1 � nkxk1Eine Abbildung f : Km;n �! R hei�t Matrix Norm, fallsf(A) � 0 8A 2 Km;n ( dabei ist f(A) = 0() A = 0)f(A+B) � f(A) + f(B) 8A;B 2 Km;nf(�A) = j�jf(A) 8� 2 K ; A 2 Km;n (7.2)Beispiel 72 Beispiele sind die Frobenius NormkAkF =  mXi=1 nXj=1 jaijj2!12 ; (7.3)dies ist die euklidishe Norm auf Kmn , und die Matrix p{NormenkAkp = supx6=0 kAxkpkxkp = supx6=0 A xkxkpp = maxkxkp=1 kAxkp (7.4)Insbesondere gilt kAk1 = max1�j�n mXi=1 jaijj



7.1. NORMEN UND ANDERE GRUNDLAGEN 95kAk1 = max1�i�m nXj=1 jaijjDie Matrix 2{Norm ist niht so leiht zu harakterisieren wie k � k1; k � k1.Es gilt, dass kAk22 der gr�o�te Eigenwert von A�A ist.Matrix Normen sind abh�angig von der Dimension. k � k2 auf R3;2 ist etwasanderes als k � k2 auf R5;6 .Eine Matrixnorm hei�t konsistent, falls kABk � kAkkBk. Die p-Normenund die Frobenius-Norm sind konsistent, d.h.,kABkp � kAkpkBkpkABkF � kAk2kBkF � kAkFkBkF 8A 2 Km;n ; B 2 K n;q (7.5)Niht alle Normen erf�ullen die Konsistenzbedingung.Proposition 73 Es gelten folgende Ungleihungen und GleihungenkAk2 � kAkF � pnkAk2;maxi;j jaijj � kAk2 � pmnmaxi;j jaijj;1pnkAk1 � kAk2 � pmkAk1;1pmkAk1 � kAk2 � pnkAk1: (7.6)Weiterhin brauhen wir noh Absolutbetr�age f�ur Matrizen.Sei A 2 C m;n , dann ist jAj = B mit bij = jaijj. Wir setzenB � A; falls bij � aij; 8i = 1 : m; j = 1 : n:Proposition 74 F�ur das Rehnen mit Betr�agen gelten folgende Regeln.jA+Bj � jAj+ jBj;

96 KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.jABj � jAj jBj;A � B: C;D � O =) CAD � CBD;kAkp � k jAj kp;kAk = k jAj k; f�ur k � k = k � k1; k � k1; k � kF ;jAj � jBj =) kAk1 � kBk1; kAk1 � kBk1; kAkF � kBkF :Wir haben gesehen, dass sih beim Speihern oder Runden ergibt, dass[gl(A)℄ij = [gl(aij)℄ = [aij(1 + "ij)℄ mit j"ijj � eps :Dann folgt jgl(A)� Aj � eps jAj:Dieses kann auh als Normungleihung umgeshrieben werden,kgl(A)� Ak1 � eps kAk1:Heute werden vielfah f�ur Fehleranalysen niht Normabsh�atzungen sondernelementweise Absh�atzungen verwendet.7.2 L�osung von DreiekssystemenZur Anfang betrahten wir erst einmal Dreieksmatrizen. Sei nun L = [lij℄ 2K n;n eine invertierbare untere Dreieksmatrix, d.h. li;j = 0 f�ur i < j. Wirbetrahten die L�osung von Lx = b = [bi℄ mit b 2 K n . Wir erhalten sofortdurh Vorw�arts-Einsetzen die L�osungxi =  bi � i�1Xj=1 lijxj! =lii i = 1; � � � ; n: (7.7)Dieses Verfahren wird durh folgenden Algorithmus realisiert.Algorithmus 3Input: L 2 K n;n untere Dreieks-Matrix, nihtsingul�ar, b 2 K n :Output: L�osung von Lx = b, �ubershrieben auf b.b(1) = b(1)=L(1; 1);FOR i = 2 : nb(i) = (b(i)� L(i; 1 : i� 1) � b(1 : i� 1))=L(i; i);END



7.2. L �OSUNG VON DREIECKSSYSTEMEN 97Die Multiplikation L(i; 1 : i� 1) � b(1 : i� 1) ist nat�urlih eine Shleife.Die Kosten f�ur Algorithmus 3 betragen n2 ops .Eine R�ukw�artsanalyse f�ur Algorithmus 3 liefert f�ur die berehnete L�osungvon ~x: (L+ F )~x = b; wobei jF j � n � eps � jLj+O( eps 2): (7.8)Der analoge Algorithmus f�ur obere Dreieksmatrizen hei�t R�ukw�arts{Einsetzen. Sei U 2 [uij℄ 2 K n;n obere Dreieksmatrix. F�ur die L�osung vonUx = b = [bi℄ 2 K n erhalten wirxi =  bi � nXj=i+1uijxj! =ujj i = n; n� 1; : : : ; 1 (7.9)durh den folgenden Algorithmus.Algorithmus 4Input: U 2 K n;n nihtsingul�are obere Dreieks-Matrix, b 2 K n .Output: L�osung von Ux = b, �ubershrieben auf b.b(n) = b(n)=U(n; n);FOR i = n� 1 : �1 : 1b(i) = (b(i)� U(i; i + 1 : n) � b(i + 1 : n))=U(i; i);ENDF�ur die Kosten in Algorithmus 4 erhalten wir wieder n2 ops und dieR�ukw�artsanalyse liefert f�ur Algorithmus 4, dass(U + F )~x = b; wobei jF j � n � eps � jU j+O( eps 2): (7.10)Es gibt Varianten dieser Algorithmen f�ur Parallel{ und Vektorrehner (spal-tenorientierte Versionen) und entsprehende Blok{Versionen f�ur mehrfaherehte Seiten.Die Algorithmen zum Vorw�arts{ und R�ukw�arts{Einsetzen bilden die Basisf�ur die L�osung von Gleihungssystemen mittels einer LR{Zerlegung und sindin Paketen wie LAPACK implementiert.

98 KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.7.3 LR{ZerlegungWir kommen nun zur LR{Zerlegung einer Matrix A als A = LR, mit Luntere und R obere Dreieks-Matrix.Falls man so eine Zerlegung hat, so l�ost man Ax = b mittels Algorithmus 4und 3, indem man Ly = b und Rx = y naheinander l�ost. Die LR{Zerlegungwird mittels des Gau�shen Eliminationsverfahrens erzeugt. Dazu verwendenwir sogenannte Gau�{Transformationen.Sei x 2 K n mit xk 6= 0. Sei
t � t(k) = 266666664

0...0tk+1...tn;
377777775
9=; k ; ti = xixk ; i = k + 1 : n

und sei ek, der k-te Einheitsvektor.Setze Mk := I � t(k)eTk (Dyade oder �au�eres Produkt). (7.11)Dann gilt
Mkx = 266666664

1 . . . 1�tk+1 1... . . .�tn 1
377777775
266666664
x1...xkxk+1...xn
377777775 = 266666664
x1...xk0...0
377777775 : (7.12)

Mk hei�t Gau�{Transformation.Algorithmus 5Input: x 2 K n ; x1 6= 0:Output: Vektor t der L�ange n� 1, so dass f�ur die Gau�{Transformation M mitM(2 : n; 1) = �t und y =Mx gilt, dass y(2 : n) = 0:FUNCTION t = GAUSS(x)n = length(x);t = x(2 : n)=x(1);END GAUSS



7.3. LR{ZERLEGUNG 99Dieser Algorithmus ben�otigt n� 1 ops .Wir betrahten nun die Multiplikation mit einer Gau�{TransformationMkC = (I � t(k)eTk )C = C � t(k)(eTkC): (7.13)Da t(1 : k) = 0 wird nur C(k + 1 : n; :) ver�andert. Die Multiplikation wirddurh folgenden Algorithmus realisiert.Algorithmus 6Input: C 2 K n;r ;M 2 K n;n Gau�{Transformation mit M(2 : n; 1) = �t:Output: C �ubershrieben mit MC.FUNCTION C = GAUSSAPP(C; t)n = size(C; 1);C(2 : n; :) = C(2 : n; :)� t � C(1; :);END GAUSSAPPDieser Algorithmus ben�otigt 2(n� 1)r ops .Die Fehleranalyse f�ur Algorithmus 6 liefert f�ur den berehneten Wert ~t f�urt aus GAUSS, dass ~t = t+ e; wobei jej � eps jtj: (7.14)Damit erh�alt man f�ur das Ergebnis von GAUSSAPPgl �(I � ~teT1 )C� = (I � teT1 )C + E; (7.15)wobei jEj � 3 eps (jCj+ jtj jC(1; :)j) +O( eps 2) (7.16)Falls jtj gro� ist, dann werden die Fehler in der Aufdatierung sehrgro� gegen�uber jCj.Die Transformation auf Dreieksgestalt erfolgt nun durh mehrfahe An-wendung von GAUSSAPP.

100KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.Im k{ten Shritt erhalten wir (falls alles glatt geht)

A(k�1) :=Mk�1 � � �M2M1A = 266666666664
a(k�1)11 � � � a(k�1)1;k�1 � � � � � � a(k�1)1;n0 . . . ...... . . . a(k�1)k�1;k�1 � � � � � � a(k�1)k�1;n... 0 a(k�1)kk a(k�1)k;n... ... ... ...0 � � � 0 a(k�1)n;k � � � a(k�1)nn

377777777775 :(7.17)Wir fahren dann fort auf dem noh niht reduzierten unteren Blok. Dievollst�andige Dreieksreduktion wird dann durh die folgende Shleife erzielt.n = size(A; 1);k = 1;WHILE A(k; k) 6= 0 AND k < nt = GAUSS(A(k : n; k));A(k : n; :) = GAUSSAPP (A(k : n; :); t);k = k + 1;END (7.18)

Die Elemente A(k; k), die w�ahrend des Algorithmus auf '0' �uberpr�uft wer-den m�ussen, hei�en Pivots. Ihre relative Gr�o�e ist entsheidend f�ur die Feh-leranalyse.Matrizentheoretish formuliert gilt, dass wenn die Shleife 7.18 mit k = nendet, so ist Mn�1 � � �M1A =: Rmit R obere Dreieks-Matrix.F�ur jedes Mk = I � t(k)eTk gilt M�1k = I + t(k)eTk , und damit giltA =M�11 � � �M�1n�1R =: L �R:Alle Mk sind untere Dreieks-Matrizen mit 1{Diagonale also auh L.



7.3. LR{ZERLEGUNG 101Theorem 75 (Existenz und Eindeutigkeit der LR{Zerlegung)Eine Matrix A 2 K n;n hat eine LR{Zerlegung genau dann, wenndet (A(1 : k; 1 : k)) 6= 0 f�ur k = 1 : n� 1: (7.19)Falls die LR{Zerlegung existiert und A nihtsingul�ar ist, so ist die LR{Zerlegung eindeutig und detA = r11 � � � rnn:Beweis. Falls A eine LR{ZerlegungA = 26664 1l21 . . .... . . . . . .ln1 � � � ln;n+1 1
3777526664 r11 � � � � � � r1n. . . .... . . ...rn;n
37775besitzt, so gilt rii 6= 0 f�ur i = 1 : n� 1, da die rii die Pivots sind.det (A(1 : k; 1 : k)) = det (L(1 : k; 1 : k)) �det (R(1 : k; 1 : k)) = 1 � kYi=1 rii 6= 0:Die R�ukrihtung beweisen wir mit Induktion �uber k. Der Fall k = 1 istklar. Angenommen k � 1 Shritte sind ausgef�uhrt, A(k�1) = Mk�1 � � �M1Aund a(k�1)k;k ist das k{te Pivot. Dann ist

Mk�1 � � �M1| {z }M(k�1) A = 26666666664
1� . . .... . . . 1... � 1... ... . . .� � � � � 1

37777777775A = A(k�1)

= 2666666664
a(k�1)11 � � � � � � � � � � � � �. . . ...a(k�1)k�1;k�1 � � � � � � �a(k�1)kk � � � �... ...� � � � �

3777777775 :

102KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.Es folgt, dassdet �A(k�1)(1 : k; 1 : k)� = kYi=1 a(k�1)ii= det �M (k�1)(1 : k; 1 : k); �| {z }=1 � det (A(1 : k; 1 : k)) :Also folgt aus det (A(1 : k; 1 : k)) 6= 0, dass a(k�1)k;k 6= 0 ist.Zur Eindeutigkeit: Seien A = L1R1 = L2R2 zwei LR{Zerlegungen dernihtsingul�aren Matrix A. Dann sind Li; Ri i = 1; 2 auh nihtsingul�ar. Alsofolgt L�12 L1 = R2R�11ist gleihzeitig untere Dreieks-Matrix mit Einsdiagonale und obere Dreieks-Matrix und damit die Einheitsmatrix. Also L1 = L2; R1 = R2 unddetA = detL � detR = 1 � detR = r11 � � � rnn:

Die LR{Zerlegung l�a�t sih auh �uber anderen K�orpern (Ringen)durhf�uhren.Einige praktishe Details.� Die Gau�{Transformation brauht nur auf Spalten k : n angewendetwerden, und selbst bei Spalte k kennen wir das Ergebnis. Also habenwir die folgende �Anderung der ShleifeA(k : n; k + 1 : n) = GAUSSAPP (A(k : n; k + 1 : n); t) ;� Die Multiplikatoren, d.h. die wihtigen Elemente von tk k�onnen auf denentstandenen Nullen von A gespeihert werden.Damit erh�alt man folgenden Algorithmus f�ur die LR{Zerlegung.



7.3. LR{ZERLEGUNG 103Algorithmus 7 (Gau�{Elimination)Input: A 2 K n;n mit A(1 : k; 1 : k) nihtsingul�ar f�ur k = 1 : n� 1.Output: Faktorisierung Mn�1 � � �M1A = R, mit R obere Dreieks-Matrix und MiGau�{Transformationen, R wird im oberen Dreiek von A und die Multi-plikatoren aus Mk in A(k + 1 : n; k) gespeihert, d.h. A(k + 1 : n; k) =�Mk(k + 1 : n; k).FOR k = 1 : n� 1t = GAUSS(A(k : n; k));A(k + 1 : n; k) = t;A(k : n; k + 1 : n) = GAUSSAPP(A(k : n; k + 1 : n); t);END
Die Kosten f�ur den Algorithmus betragen 2n33 ops , jeder Durhgang durhdie k{Shleife ist ein �au�eres Produkt.Wir haben gesehen, da� wir die Multiplikatoren aus t(k) in A speihernk�onnen. Wie erhalten wir nun L (falls wir es ben�otigen)?

L = (Mn�1 � � �M1)�1 =M�11 � � �M�1n�1= (I + t(1)eT1 ) � � � (I + t(n�1)eTn�1) = I + n�1Xk=1 t(k)eTk :Also folgt L(k + 1 : n; k) = t(k):Die L�osung eines linearen Gleihungssystems folgt nun basierend auf derLR{Zerlegung wie oben beshrieben.Im wesentlihen enth�alt Algorithmus 7 drei Shleifen die ineinanderge-shahtelt sind. Je nah Rehnerarhitektur ist es besser eine andere als diebeshriebene Anordnung zu verwenden. Siehe das Buh von Golub/Van Lo-an: 'Matrix Computations'.

104KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.7.4 Fehleranalyse der Gau�-EliminationDa die L�osung von Gleihungssystemen so wihtig ist, wollen wir hier ex-emplarish einmal die volle R�ukw�arts-Analyse betrahten. Um eine Idee zubekommen was passiert betrahten wir das parametrisierte System(A+ "F )x(") = b + "f; x(0) = x; F 2 K n;n ; f 2 K n :Falls A nihtsingul�ar ist, so ist x(") di�erenzierbar in einer Umgebung von 0und es gilt: _x(0) = A�1(f � Fx):Eine Taylorentwiklung liefertx(") = x + " _x(0) +O("2):Also folgt f�ur jede Vektornorm und zugeh�orige konsistente Matrixnorm, dasskx(")� xkkxk � j"jkA�1k�kfkkxk + kFk�+O("2): (7.20)F�ur quadratishe Matrizen de�nieren wir dann die Konditionszahl einer Ma-trix als �k�k(A) := kAkkA�1k; (7.21)diese ist abh�angig von der Norm, und wir setzen �(A) = 1 f�ur A singul�ar.Mit der Konsistenzungleihung kbk � kAkkxk folgt dann f�ur den relativenFehler kx(")� xkkxk � �(A)(�A + �b) +O("2); (7.22)wobei �A = "kFkkAk ; �b = "kfkkbkdie relativen Fehler in A; b sind. Damit ist �(A) der Verst�arkungsfaktor f�urdie relativen Fehler in den Daten.Die Absh�atzung (7.22) ist noh unbefriedigend, da sie auf "" klein\ be-ruht, eine genauere Analyse erh�alt durh komponentenweise Absh�atzung.Wir erhalten:



7.5. PARTIELLE PIVOTISIERUNG (SPALTENPIVOTISIERUNG) 105F�ur shleht konditionierte Probleme kann also auh ein guterAlgorithmus shlehte Ergebnisse liefern.Wir betrahten nun konkret das Gau�{Verfahren in der Form von Algo-rithmus 7.Theorem 76 Sei A eine n� n Matrix von Mashinenzahlen. Falls kein 0{Pivot w�ahrend der Ausf�uhrung von Algorithmus 7 auftritt, dann erf�ullen dieberehneten Faktoren ~L; ~R ~L ~R = A +H (7.23)mit jHj � 3(n� 1) eps (jAj+ j~Ljj ~Rj) +O( eps 2) (7.24)Damit haben wir eine Analyse �uber die LR{Zerlegung, jetzt m�ussen wirnoh analysieren, was die Dreieks-L�oser mahen.Theorem 77 Seien ~L; ~R die berehneten LR{Faktoren aus Algorithmus 7.Bei Verwendung von Algorithmus 3 bzw. 4 zur L�osung von ~Ly = b und~Rx = ~y ergibt sih (A+ E)~x = b mitjEj � n eps (3jAj+ 5j~Lj j ~Rj) +O( eps 2): (7.25)W�are niht der Term j~Lj j ~Rj in der Absh�atzung, welher gro� sein kann,so w�are der Algorithmus r�ukw�arts stabil. Da wir jedoh nihts gegen kleinePivots mahen k�onnen, falls diese auftauhen, kann j~Lj; j ~Rj sehr gro� werden,und der Algorithmus ist damit NICHT r�ukw�arts stabil.7.5 Partielle Pivotisierung (Spaltenpivotisie-rung)Um zu vermeiden, dass 0{Pivots oder sehr kleine Pivots auftauhen, wirdjeweils in der momentanen Spalte, das betragsm�a�ig maximale Element ge-suht und durh eine Zeilenvertaushung (Multiplikation mit Permutations-matrizen Pk) in die Diagonalposition gebraht.Diese Vorgehensweise hei�t Spaltenpivotisierung oder partielle Pivotisie-rung und garantiert, dass alle Multiplikatoren vom Betrag kleiner oder gleih1 sind. Es giltj(PkMk�1 � � �M1P1A)kkj = maxk�i�n j(PkMk�1 � � �M1P1A)ikj ; k = 1 : n� 1:

106KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.Falls das Pivot 0 ist, so kann man einfah den Shritt der Elimination weg-lassen, da dann alle zu eliminierenden Elemente in dieser Spalte auh 0 sind.Man erh�alt dann den folgenden Algorithmus.Algorithmus 8 (Gau�{Elim. mit partieller Pivotisierung)Input: A 2 K n;n .Output: Gau�{TransformationenM1; : : : ;Mk�1 und Permutationen P1; : : : ; Pn�1, sodass Mn�1Pn�1 � � �M1P1A = R obere Dreieks-Matrix.Keiner der Multiplikatoren hat Betrag > 1. A(k + 1 : n; k) wird durh�Mk(k + 1 : n; k); k = 1 : n � 1 �ubershrieben, A(1 : k; k) wird durhR(1 : k; k); k = 1 : n �ubershrieben. Im Pivotvektor piv(1 : n � 1) werdendie Vertaushungen gespeihert. Pk vertausht die Zeilen k und piv(k); k =1 : n� 1.FOR k = 1 : n� 1Bestimme � (k � � � n) mit jA(�; k)j = kA(k : n; k)k1A(k; k : n) ! A(�; k : n)piv(k) = �;IF A(k; k) 6= 0t = GAUSS(A(k : n; k));A(k + 1 : n; k) = t;A(k : n; k + 1 : n) = GAUSSAPP (A(k : n; k + 1 : n); t);ENDENDDie Kosten f�ur diesen Algorithmus sind O(n2) Vergleihe und 2n33 ops .Die L�osung des linearen Gleihungssystem Ax = b erh�alt man also durhy =Mn�1Pn�1 � � �M1P1bund danah der L�osung von Rx = y: S�amtlihe Informationen werden in A; bund piv gespeihert.



7.5. PARTIELLE PIVOTISIERUNG (SPALTENPIVOTISIERUNG) 107Beispiel 78A = 24 3 17 102 4 �26 18 �12 35P1 = 24 0 0 10 1 01 0 0 35P1A = 24 6 18 �122 4 �23 17 10 35 piv(1) = 3M1 = 24 1 0 0�13 1 0�12 0 1 35 M1P1A = 24 6 18 �120 �2 20 8 16 35P2 = 24 1 0 00 0 10 1 0 35 piv(2) = 3M2 = 24 1 0 00 1 00 14 1 35 R = 24 6 18 �120 8 160 0 6 35Was passiert mit L?Theorem 79 Man verwende Gau�{Elimination mit partieller Pivotisierungzur Berehnung von Mn�1Pn�1 � � �M1P1A = R (7.26)mit Algorithmus 8. Dann gilt PA = LR;mit P = Pn�1 � � �P1 (Permutationsmatrix), L untere Dreieks-Matrix mit 1{Diagonale, jlijj � 1. Die k{te Spalte von L ist unterhalb der Diagonalen einepermutierte Version des k{ten Gau�-Vektors. Speziell f�ur Mk = I � t(k)eTkgilt L(k + 1 : n; k) = g(k + 1 : n); g = Pn�1 � � �Pk+1t(k):Beweis. Aus (7.26) folgt ~Mn�1 � � � ~M1PA = R mit

108KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.~Mn�1 = Mn�1;~Mk = Pn�1 � � �Pk+1MkPk+1 � � �Pn�1; k � n� 2:Da Pj nur Zeilen j und � � j vertausht, so folgt Pj(1 : j � 1; 1 : j �1) = Ij�1. Also ist ~Mk eine Gau�{Transformation mit Gau�{Vektor ~t(k) =Pn�1 � � �Pk+1t(k):Durh die einfahe Ersetzung der ZeileA(k; k : n) ! A(�; k : n)durh A(k; 1 : n) ! A(�; 1 : n)in Algorithmus 8 gilt dann wieder, dass A(i; j) die Werte L(i; j) f�ur i > jnah Ende des Algorithmus enth�alt.Die Fehleranalyse liefert das folgende: Da Permutationen rundungsfehler-frei durhgef�uhrt werden k�onnen, kann man analog zeigen, da� die berehneteL�osung ~x die Gleihung (A+ E)~x = b erf�ullt mitjEj � n eps �3jAj+ 5 ~P T j~Lj j ~Rj� +O( eps 2); (7.27)wobei ~P ; ~L; ~R die berehneten P; L;R sind.Durh die Pivotisierung folgt k~Lk1 � n;und damit kEk1 � n eps �3kAk1 + 5nk ~Rk1�+O( eps 2):Als letztes Problem bleibt die Bestimmung einer Shranke f�ur k ~Rk1.De�niere den Wahstumsfaktor � durh� = maxi;j;k j~a(k)ij jkAk1 ; (7.28)



7.6. VOLLST�ANDIGE PIVOTISIERUNG 109wobei ~A(k) die berehnete Version von A(k) ist. Dann folgtkEk1 � 8n3�kAk1 eps +O( eps 2): (7.29)Die Fehlershranke h�angt also wesentlih von � ab, der Faktor n3 ist i.a. inder Praxis vernahl�assigbar, da er niht auftritt. Der Faktor � ist typish vonder Ordnung 10, kann aber om shlimmsten Fall 2n�1 sein.Im allgemeinen ist der Gau�-Algorithmus mit partieller Pivotisierung sehrzuverl�assig und kann relativ sorglos verwendet werden.7.6 Vollst�andige PivotisierungUm den Wahstumsfaktor zu verkleinern gibt es eine Variante, in der dasPivot aus der gesamten Matrix A(k�1)(k : n; k : n) ausgew�ahlt wird, d.h. wirbestimmen eine ZerlegungMn�1Pn�1 � � �M1P1AQ1 � � �Qn�1 = Rmit Permutationsmatrizen Pi; Qi, die so bestimmt werden, da���(PkA(k�1)Qk)kk�� = maxk�i;j�n ��(PkA(k�1)Qk)ij�� :Theorem 80 Bei Verwendung von Gau�{Elimination mit vollst�andiger Pi-votisierung zur Berehnung vonMn�1Pn�1 � � �M1P1AQ1 � � �Qn�1 = R (7.30)gilt PAQ = LRmit P = Pn�1 � � �P1, Q = Q1 � � �Qn�1 und L ist untere Dreieks-Matrix mit1{Diagonale und jlijj � 1. F�ur Mk = I � t(k)eTk giltL(k + 1 : n; k) = g(k + 1 : n) mit g = Pn�1 � � �Pk+1t(k):

110KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.Algorithmus 9 (Gau�{Elim. mit vollst�andiger Pivotisierung)Input: A 2 K n;n .Output: LR{Zerlegung von PAQ mit P;Q Produkte von elementaren Permutations-matrizen, A(1 : k; k) wird durh R(1 : k; k); k = 1 : n und A(k + 1 : n; k)durh L(k + 1 : n; k); k = 1 : n � 1 �ubershrieben. Pk vertausht Zeilen kund p(k), Qk vertausht Spalten k und q(k).FOR k = 1 : n� 1Bestimme �; �, so da� jA(�; �)j = max fjA(i; j)j : i; j = k : ngA(k; 1 : n) ! A(�; 1 : n)A(1 : n; k) ! A(1 : n; �)p(k) = �;q(k) = �;IF A(k; k) 6= 0t = GAUSS(A(k : n; k));A(k + 1 : n; k) = t;A(k : n; k + 1 : n) = GAUSSAPP (A(k : n; k + 1 : n); t);ENDENDDie Kosten f�ur den Algorithmus sind 2n33 ops und Vergleihe. Die Kostenf�ur die Vergleihe sind niht vernahl�assigbar.Bemerkung 81 Man sieht sofort, dass vollst�andige Pivotisierung LR{Zerlegungen f�ur Matrizen mit rankA = r < n erlaubt, denn wenn es keinPivot ungleih 0 mehr gibt so ist auh die Elimination beendet.In exakter Arithmetik gilt f�ur Algorithmus 9, dass���a(k)ij ��� � k 12 (2 � 3 12 � � �k 1k�1 ) 12 max jaijj:Die Shranke ist sehr langsam wahsend mit k. Mit der empirishen Tatsa-he, da� � � 10, kann man aussagen, dass Gau�{Elimination mit vollst�andi-ger Pivotisierung r�ukw�arts stabil ist, d.h. die Methode l�ost exakt(A+ E)^x = bf�ur kleines E. Die Wilkinson'she Vermutung, dass die Shranke n ist, istniht rihtig.



7.7. ABSCH�ATZUNG DER GENAUIGKEIT 1117.7 Absh�atzung der GenauigkeitDas Residuum r der berehneten L�osung von Ax = b ist der Vektor r =b � A~x. Ein kleines Residiuum bedeutet, dass A~x eine gute N�aherung vonb ist. Wenn man annimmt, dass (A + E)~x = b; kEk1 � eps kAk1, so folgtkb� A~xk1 � eps kAk1k~xk1.Heuristik I Gau�{Elimination erzeugt eine L�osung ~x mit relativ kleinemResiduum.Kleine Residuen implizieren hohe Genauigkeit jedoh nur beikleiner Konditionszahl.k~x� xk1kxk1 � eps �1(A):Heuristik II Falls eps � 10�d und �1(A) � 10q, dann erzeugt Gau�{Elimination eine L�osung mit ungef�ahr d� q korrekten Dezimalstellen.Beispiel 82� :986 :579:409 :237 � � x1x2 � = � :235:107 � ; �(A)1 � 700; x = � 23 � :eps ~x1 ~x2 k~x�xkkxk1 kb�A~xk1kAk1k~xk110�3 2:11 �3:17 5 � 10�2 2:0 � 10�310�4 1:986 �2:975 8 � 10�3 1:5 � 10�410�5 2:0019 �3:0032 1 � 10�3 2:1 � 10�610�6 2:00025 �3:00094 3 � 10�4 4:2 � 10�7Eine weitere Verbesserung ist durh Skalierung der Daten zu erreihen.Dies sollte man in der Praxis immer durhf�uhren.Ax = b() D�11 AD2y = D�11 b; y = D�12 xFalls man f�ur D1; D2 Diagonalmatrizen aus Mashinenzahlen der Formdiag (P r1; P r2; : : : ; P rn)

112KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.nimmt, so kann die Skalierung ohne Rundungsfehler in O(n2)ops durhgef�uhrt werden. Dann giltkD�12 (~x� x)k1kD�12 xk1 = k~y � yk1kyk1 � eps �1(D�11 AD2): (7.31)Wenn man also �1(D�11 AD2) gegen �1(A) verkleinert, erwartet man eineVerbesserung des Resultats. Es gibt zwei gebr�auhlihe Varianten:a) Zeilenskalierung: D2 = I, D1 so, da� alle Zeilen ungef�ahr gleihe 1{Norm haben.b) Zeilen{Spalten{Gleihgewihtung: W�ahle D1; D2 so, dass alle Zeilenund Spalten 1{Norm im Intervall h1p ; 1i haben ( wobei p die Basisder Mashine ist).Beispiel 83� 10 1000001 1 � � x1x2 � = � 1000002 �() � 0:0001 11 1 � � x1x2 � = � 12 �Bei dreistelliger Arithmetik, p = 10 ergibt das erste System ~x = � 0:001:00 �und das zweite � 1:001:00 �. Exakte L�osung x = � 1:0001:::0:9999::: �.7.8 Iterative VerbesserungAngenommen, wir haben Ax = b mittels Gau�-Elimination mit partiellerPivotisierung gel�ost, PA = LR, und wollen jetzt die L�osungsgenauigkeitverbessern. Wir k�onnten folgendes ausf�uhren:8>><>>: r = b� A~x (doppelt genau) ;L�ose Ly = Pr;L�ose Rz = y;Setze x = ~x+ z; (7.32)so folgt bei exakter RehnungAx = A~x + Az = (b� r) + r = b:



7.9. DER CHOLESKY{ALGORITHMUS, BANDMATRIZEN 113Wenn man (7.32) allerdings einfah so ausf�uhrt, ist das Ergebnis niht ge-nauer als ~x. Dies ist zu erwarten, denn ~r = gl(b � A~x) hat im allgemeinenkaum rihtige signi�kante Stellen (siehe Heuristik I). Also~z = gl(A�1r) = A�1 � Raushen = Raushen:Um eine Verbesserung zu erhalten, sollte man daher r = b�Ax mit erh�ohterGenauigkeit berehnen (doppelt so viele Stellen wie sonst). Dieser Prozesskann iteriert werden.Heuristik III Bei Mashinengenauigkeit eps = 10�d und �1(A) � 10q,hat nah k Shritten von (7.32) (mit doppelter Genauigkeit f�ur das Residu-um) das berehnete x ungef�ahr minfd; k(d� q)g korrekte Stellen.Die Kosten betragen O(n2) pro Nahiteratinsshritt. Bei Rehnung vonPA = LR in einfaher Genauigkeit und eps � �1(A) � 1, ist die L�osungkorrekt in einfaher Genauigkeit nah einer Iteration. Also haben wir kaumeine Verteuerung und daf�ur eine Verbesserung der L�osung.7.9 Der Cholesky{Algorithmus, Bandmatri-zenEin guter numerisher Algorithmus sollte spezielle Eigenshaften des ma-thematishen Problems ber�uksihtigen. Der Gau�{Algorithmus ist auf all-gemeine lineare Gleihungssysteme zugeshnitten. Nun sind aber viele derAnwendungsprobleme so, dass die Gleihungssysteme eine spezielle Strukturhaben, wie zum Beispiel Symmetrie oder eine Bandstruktur. Wir betrahtennun zuerst symmetrishe (Hermite'she) SystemeAx = b mit A = A�; d.h. aij = aij; (7.33)und zus�atzlih den wihtigen Spezialfall der positiven De�nitheit, d.h.x�Ax > 0; 8x 2 C n n f0g:Wir untersuhen nun , wie wir den Gau�{Algorithmus verbessern k�onnen.Theorem 84 (Cholesky Zerlegung)Sei A 2 K n;n (K = C oder K = R), Hermite'sh positiv de�nit. Dann existiert

114KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.eine untere Dreieks-Matrix G 2 K n;n mit positiven Diagonalelementen, sodass A = GG�:Beweis. Da A positiv de�nit ist, sind alle HauptabshnittsmatrizenA(1 : k; 1 : k); k = 1; : : : ; npositiv de�nit, haben also Determinante 6= 0: Also existiert eine eindeutigeLR{Zerlegung A = LR mit L untere Dreieks-Matrix mit 1{Diagonale, undR hat Diagonalelemente > 0 (gleih den Pivots). Also kann man R shreibenals D ~R, wobei ~R 1{Diagonale hat. Sei D = diag (d1; : : : ; dn). Die Pivots sindgerade die Determinanten der Hauptabshnittsmatrizen, also reell positiv(alle Eigenwerte sind reell, positiv), also ist di > 0; 8i = 1; : : : ; n: Wir habenA = LD ~R = LD 12D 12 ~R. D 12 = diag (d 121 ; : : : ; d 12n).Also folgt D� 12L�1AL��D� 12 = D 12 ~RL��D� 12 :Links steht eine Hermiteshe Matrix, rehts eine obere Dreieks-Matrix mit1{Diagonale. Also mu� rehts die Einheitsmatrix stehen und es giltD 12 ~R = D 12L�und damit ~R = L�. Wir erhalten also G := LD 12 :Damit k�onnen wir den Gau�{Algorithmus verbessern und erhalten denCholesky{Algorithmus.Algorithmus 10 (Cholesky{Zerlegung)Input: Hermite'sh positiv de�nite Matrix A 2 K n;n.Output: Untere Dreieks-Matrix G 2 K n;n mit positiver Diagonale, so da� A = GG�.F�ur i � j �ubershreibt G(i; j) jeweils A(i; j).FOR k = 1 : nA(k; k) =pA(k; k);A(k + 1 : n; k) = A(k + 1 : n; k)=A(k; k);FOR j = k + 1 : nA(j : n; j) = A(j : n; j)� A(j : n; k) �A(j; k);ENDEND



7.10. BANDSYSTEME 115Die Kosten f�ur diesen Algorithmus betragen n3=3 ops . und die Fehlerana-lyse kann analog wie bei der LR{Zerlegung durhgef�uhrt werden.Die L�osung des Gleihungssystems erh�alt man dann wie bei Gau� mitVorw�arts{ und R�ukw�artseinsetzen.Um bessere Stabilit�at zu erhalten sollten man auh hier wieder pivoti-sieren, es ist aber auh wihtig die Symmetrie zu erhalten. Dies erfordertdann symmetrishe Permutationen PAP � verwenden, die die Diagonalele-mente vertaushen. Damit k�onnen dann auh positiv semide�nite Matrizenzerlegt werden.7.10 BandsystemeEine weitere h�au�g vorkommende spezielle Struktur ist die Bandstruktur.Eine Matrix hei�t p � q Bandmatrix mit unterer Bandbreite p und obererBandbreite q, falls aij = 0 f�ur i > j + p und j > i + q.Beispiel 85A = 26666664 � � � 0 0� � � � 00 � � � �0 0 � � �0 0 0 � �0 0 0 0 0
37777775 untere Bandbreite 1obere Bandbreite 21{2 Bandmatrix.Theorem 86 Die Matrix A 2 K n;n habe eine LR{Zerlegung A = LR. FallsA eine p � q{Bandmatrix ist, so hat L untere Bandbreite p und R obereBandbreite q.Beweis. Mit vollst�andiger Induktion:A = � � w�v B � = � 1 0v=� In�1 � � 1 00 B � vw�=� � � � w�0 In�1 �Die matrix B� vw�=� ist p� q Bandmatrix, da nur die ersten q Komponen-ten von w und die ersten p Komponenten von v ungleih 0 sind. Sei L1R1die LR{Zerlegung von B� vw�=�: Nah Induktionsvoraussetzung und unterAusnutzung der Nullen in v; w folgt dassL = � 1 0v=� L1 � und R = � � w�0 R1 �

116KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.die gew�unshten Brandbreiten haben und es gilt A = LR:Es folgt also, dass man die Bandstruktur optimal ausnutzen kann voraus-gesetzt, die LR{Zerlegung existiert, und man muss keine Vertaushungendurhf�uhren.Algorithmus 11 (Band Gau�{Elimination)Input: p� q{Bandmatrix A 2 K n;n welhe eine LR{Zerlegung besitzt.Output: Zerlegung A = LR, A(i; j) �ubershrieben durh L(i; j) f�ur i > j und R(i; j)sonst.FOR k = 1 : n� 1FOR i = k + 1 : min(k + p; n)A(i; k) = A(i; k)=A(k; k);ENDFOR j = k + 1 : min(k + q; n)FOR i = k + 1 : min(k + p; n)A(i; j) = A(i; j)� A(i; k) � A(k; j);ENDENDENDDie Kosten f�ur diesen Algorithmus betragen f�ur n� p; q a. 2npq ops unddie Fehleranalyse ist analog zur LR-Zerlegung ohne Pivotisierung. Man kannauh noh spezielle Speihertehniken nutzen und auh die Dreieksl�oser ver-bessern.Algorithmus 12 (Band{Vorw�arts{Au�osen)Input: L 2 K n;n untere Dreieks-Matrix mit 1{Diagonale und Bandbreite p, b 2 K n .Output: b �ubershrieben mit der L�osung von Lx = b.FOR j = 1 : nFOR i = j + 1 : min(j + p; n)b(i) = b(i)� L(i; j) � b(j);ENDENDDie Kosten betragen f�ur n� p a. 2np ops .



7.11. HOUSEHOLDER-ORTHOGONALISIERUNG 117Algorithmus 13 (Band{R�ukw�arts{Au�osen)Input: R 2 K n;n obere Dreieks-Matrix mit oberer Bandbreite q; b 2 K n :Output: b �ubershrieben mit der L�osung von Rx = b.FOR j = n : �1 : 1b(j) = b(j)=u(j; j);FOR i = max(1; j � q) : j � 1b(i) = b(i)� L(i; j) � b(j);ENDEND7.11 Householder-OrthogonalisierungWir haben bei der Fehleranalyse von Gau� gesehen, dass die Gr�o�e j~Lj; j ~Rjder berehneten Matrizen ~L; ~R in die Absh�atzung des Fehlers eingeht. Nunkann nat�urlih j~Lj sehr gro� sein, wenn wir ohne Pivotisierung arbeiten. Au-�erdem haben wir gesehen, da� die L�osung von Gleihungssystemen mit Gau�auh bei Pivotisierung niht numerish r�ukw�arts stabil ist, wegen der Wahs-tumsfaktoren. In diesem Kapitel betrahten wir nun Methoden, die auf Zer-legungen mit orthogonalen (unit�aren) Matrizen beruhen und bei denen wirnumerishe Stabilit�at zeigen k�onnen. Diese Zerlegungen werden dann auhverwendet, um �uberbestimmte Systeme zu l�osen.Sei v 2 Rnnf0g. Eine n� n Matrix der FormP = I � 2vvTvTv (7.34)hei�t Householder Matrix.Eine Multiplikation mit P spiegelt einen Vektor x an der Hyperebe-ne span(v)?: Householder Matrizen sind symmetrish und orthogonal. Siesind Rang 1 Modi�kationen der Identit�at. Sie werden verwendet, um be-stimmte Komponenten eines Vektors zu eliminieren, analog wie bei Gau�{Transformationen. Wir werden hier jetzt nur den reellen Fall betrahten, imkomplexen werden die Formeln etwas komplizierter.Angenommen x 2 Rn n f0g und wir wollen v bestimmen, so dass Px = e1(P wie in (7.34)), d.h.Px = �I � 2vvTvTv � x = x� �2vTxvTv � v

118KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.Da wir wollen, dass Px 2 spanfe1g so folgt dass v 2 spanfx; e1g. Setzev = x+ �e1, dann giltvTx = xTx + �x1; vTv = xTx + 2�x1 + �2:Also folgt, dassPx = �1� 2 xTx + �x1xTx + 2�x1 + �2� x� 2�vTxvTv e1Wir w�ahlen � so, dass der KoeÆzient vor x die 0 ist, d.h. � = �kxk2 =�(xTx) 12 . Dann gilt v = x� kxk2e1 und damitPx = �I � 2vvTvTv� x = �kxk2e1:Wir haben dabei aber noh die M�oglihkeiten das Vorzeihen zu w�ahlen.Falls x � �e1, dann hat v = x � �e1 eine sehr kleine Norm und es kannAusl�oshung auftreten und damit ein gro�er relativer Fehler in � = 2=vTv:W�ahle daher immer v = x + sign(x1)kxk2e1: Dann gilt kvk2 � kxk2 und Pist fast perfekt orthogonal.Weiterhin normalisiert man v so, dass auf v(1) = 1: Dies vereinfaht eineganze Menge von Algorithmen, die auf Householder{Vektoren beruhen.Algorithmus 14 (Erzeugung des Householder Vektors)Input: x 2 Rn .Output: v 2 Rn mit v(1) = 1, so da� �I � 2vvTvT v � x = �e1.FUNCTION v = HOUSE(x)n = LENGTH(x);� = kxk2;v = x;IF � 6= 0� = x(1) + sign(x(1)) � �;v(2 : n) = v(2 : n)=�;ENDv(1) = 1;END HOUSE



7.11. HOUSEHOLDER-ORTHOGONALISIERUNG 119Die Kosten betragen a. 3n ops und das berehnete ~P erf�ullt k ~P � Pk2 =O( eps ). Bei der Multiplikation mit Householder{Matrizen kann an einigenStellen die Struktur ausgenutzt werden.PA = �I � 2vvTvTv �A = A + vwTmit w = �ATv und � = �2vT v : Dies ist eine Matrix{Vektor{Multiplikation undeine �au�ere{Produkt Aufdatierung.Algorithmus 15 (Vormultiplikation mit Householder{Matrix)Input: A 2 Rm;n ; v 2 Rm ; v(1) = 1.Output: A �ubershrieben mit PA = �I � 2vvTvT v �A.FUNCTION A = ROWHOUSE(A; v)� = �2=vT � v;w = � � AT � v;A = A+ v � wT ;END ROWHOUSEDie Kosten betragen 4mn ops und f�ur dem Fehler gilt, dass gl( ~PA) = P (A+E), kEk2 = O( eps kAk2).Algorithmus 16 (Nahmultiplikation mit Householder{Matrix)Input: A 2 Rm;n ; v 2 Rn ; v(1) = 1.Output: A �ubershrieben mit AP = A�I � 2vvTvT v �.FUNCTION A = COLHOUSE(A; v)� = �2=vT � v;w = � � A � v;A = A + w � vT ;END COLHOUSEDie Kosten betragen 4mn ops und f�ur den Fehler gilt gl(A ~P ) = (A+E)P ,kEk2 = O( eps kAk2).Diese 3 Algorithmen werden verwendet um bestimmte Teile einer Matrixzu eliminieren.Beispiel 87 �Ubershreibe A 2 Rm;n(m � n) mit B = QTA wobei Q or-thogonal, so dass B(j + 1 : m; j) = 0 f�ur ein j mit 1 � j � n: Sei weiter

120KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.angenommen, dass A(j : m; 1 : j � 1) = 0. Wir wollen den nihtrivialen Teilvon v in A(j + 1 : m; j) speihern.v(j : m) = HOUSE(A(j : m; j));A(j : m; j : n) = ROWHOUSE(A(j : m; j : n); v(j : m));A(j + 1 : m; j) = v(j + 1 : m);Mathematish gesehen haben wir damit mit der m�m Householder{MatrixP = � Ij�1 00 ~P � = I � zvvTvTvmultipliziert. Die Fehleranalyse von Wilkinson besagt, dass Berehnung undAnwendung von Householder Matrizen numerish r�ukw�arts stabil sind.7.12 Die QR{Zerlegung.Die QR{Zerlegung einer Matrix A 2 Rm;n(m � n) ist gegeben durhA = QRmit Q 2 Rm;m orthogonal, R = � R1O � 2 Rm;n mit R1 obere Dreieks{Matrix.Falls A vollen Rang hat, dann bilden die ersten n Spalten von Q eineOrthonormalbasis f�ur Bild (A). Mit Hilfe der QR{Zerlegung kann man alsoOrthonormalbasen f�ur Mengen von Vektoren bestimmen.Zur L�osung von Gleihungssystemen Ax = b mit A 2 Rn;n erhalten wir mitA = QR, dass  = QT b; Rx = :Die Anwendung von QT auf b ist nur eine Matrix{Vektor Multiplikation oderin faktorisierter Householder Form, mehrere innere Produkte. Die L�osungvon Rx =  erfolgt durh R�ukw�arts-Einsetzen.



7.12. DIE QR{ZERLEGUNG. 121Algorithmus 17 (Householder QR{Zerlegung)Input: A 2 Rm;n mit m � n.Output: Householder{Matrizen P1; : : : ; Pn, so da� f�ur Q = P1 � � �Pn; QTA = R obereDreieks-Matrix. Der obere Dreieks-Teil von A wird durh R �ubershriebenund die Komponenten j + 1 : m des j{ten Householdervektors werden aufA(j + 1 : m; j); j < m �ubershrieben.FOR j = 1 : nv(j : m) = HOUSE(A(j : m; j));A(j : m; j : n) = ROWHOUSE(A(j : m; j : n); v(j : m));IF j < mA(j + 1 : m; j) = v(j + 1 : m);ENDEND
Die Kosten betragen 2n2(m � n3 ) ops sowie, falls Q ben�otigt wird, noheinmal 4(m2n�mn2 + n33 ) ops :Die Fehleranalyse liefert, dass ~QT (A + E) = ~R, wobei das berehnete ~Qexakt orthogonal ist und QT ~Q = I + F mit kFk2 � eps und weiterhinkEk2 � eps kAk2:Beispiel 8826666664 � � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �

37777775 ; P1A = 26666664 � � � � �0 � � � �0 � � � �0 � � � �0 � � � �0 � � � �
37777775 ; P2P1A = 26666664 � � � � �0 � � � �0 0 � � �0 0 � � �0 0 � � �0 0 � � �
37777775 ; usw.

122KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.Die Matrix A sieht am Ende des Algorithmus wie folgt aus2666666666666664
r11 r12 � � � � � � r1;nv(1)2 r22 ...v(1)3 v(2)3 . . . ...... ... . . . rn�1;n�1 ...... ... v(n�1)n rn;n... ... ... v(n)n+1... ... ... ...v(1)m v(2)m � � � v(n�1)m v(n)m
3777777777777775Die j{te Komponente von v(j) ist jeweils 1.Der obige Algorithmus beweist die Existenz der QR-Zerlegung. Es geltennoh folgende weitere Eigenshaften.Theorem 89 Ist A = QR eine QR{Zerlegung einer Matrix A =[a1; : : : ; an℄ 2 Rm;n von vollem Rang und Q = [q1; : : : ; qn℄, dann istspan fa1; � � � ; akg = span fq1; � � � ; qkg; k = 1 : n:F�ur Q1 = Q(1 : m; 1 : n); Q2 = Q(1 : m;n + 1 : m) gilt:Bild (A) = Bild (Q1);Bild (A)? = Bild (Q2)und A = Q1R1 mit R1 = R(1 : n; 1 : n).Beweis. Es gilt ak = kXi=1 rikqi 2 span fq1; : : : ; qkgund daher span fa1; : : : ; akg � span fq1; : : : ; qkg. Da rank(A) = n, so folgtdim( span fa1; : : : ; akg) = k; 8k 6 nund damit span fa1; : : : ; akg = span (q1; : : : ; qk).Der Rest ist klar.



7.13. GRAM{SCHMIDT ORTHOGONALISIERUNG 123Theorem 90 Die Matrix A 2 Rm;n habe vollen Rang. Die "d�unne\ QR{Zerlegung A = Q1R1 mit Q1 2 Rm;n und R 2 Rn;n obere Dreieks-Matrix mitrii 2 R; rii > 0; ist eindeutig. G = RT1 ist der Cholesky Faktor von ATA:Beweis. Es gilt ATA = (Q1R1)T (Q1R1) = RT1R1: Der Faktor R1 ist eindeutigund da A vollen Rang hat auh Q1 = AR�11 :7.13 Gram{Shmidt OrthogonalisierungWir haben gesehen, dass wir mit Hilfe der Householder QR-Zerlegung or-thogonalisieren k�onnen. Die d�unne QR-Zerlegung A = Q1R1 wie in Satz90 kann man nat�urlih auh �uber den Gram{Shmidt Prozess erhalten. Seirank(A) = n. Der klassishe Gram{Shmidt Algorithmus ist dann gegebendurh rik = qTi ak; i = 1 : k � 1qk = (ak � k�1Xi=1 rikqi)=rkk:Numerish gesehen ist dieser Algorithmus sehr shleht, da die Orthogona-lit�at der qk durh Rundungsfehler zerst�ort wird. Eine leihte Umsortierungergibt den sogenannten modi�zierten Gram{Shmidt (MGS), der numerishwesentlih besser ist. De�niere A(k) 2 Km;n�k+1 durhA� k�1Xi=1 qirTi = nXi=k qirTi = [0 A(k)℄:Mit A(k) = [ z|{z}1 B|{z}n�k ℄ gilt, dass rkk = kzk2; qk = z=rkk und [rk;k+1; : : : rk;n℄ =qTkB:Damit k�onnen wir A(k+1) = B � qk[rk;k+1; : : : ; rk;n℄als �au�eres Produkt bestimmen und weitermahen.

124KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.Algorithmus 18 (Modi�zierter Gram{Shmidt)Input: A 2 Rm;n Rang (A) = n.Output: Zerlegung A = Q1R1; Q1 2 Rm;n mit orthonormalen Spalten, R1 2 Rn;nobere Dreieks-Matrix.FOR k = 1 : nR(k; k) = kA(1 : m; k)k2;Q(1 : m; k) = A(1 : m; k)=R(k; k);FOR j = k + 1 : nR(k; j) = Q(1 : m; k) � A(1 : m; j);A(1 : m; j) = A(1 : m; j)�Q(1 : m; k) �R(k; j);ENDENDDie Kosten betragen 2mn2 ops und die Fehleranalyse liefert ~QT1 ~Q1 = I +E; kEk2 � eps �2(A).Zum Vergleih erhielten wir bei der Householder OrthogonalisierungkEk2 = eps .Allerdings ist zur Berehnung einer Orthonormalbasis f�ur Bild(A) der mo-di�zierte Gram{Shmidt shneller als QR.7.14 AusgleihsproblemeBei vielen wissenshaftlihen Versuhen geht es darum, aus Messungen dieWerte von Konstanten x1; : : : ; xn zu bestimmen. Oft kann man xi niht direktmessen sondern nur eine leihter zug�anglihe Gr�o�e y, die als Funktion vonx und anderen Parametern z abh�angt, y = f(z; x1; : : : ; xn):Beispiel 91 Bestimmung von g. Wir mahen Fallversuhe h = g t22 , wobei hdie Fallh�ohe, t die Fallzeit und g die Gravitationskonstante.Um die xi zu bestimmen, f�uhren wir m > n vershiedene Experimente(Messungen) durh und erhaltenyk = f(zk; x1; : : : ; xn); k = 1; : : : ; m:Dies ergibt ein �uberbestimmtes Gleihungssystem, doh dies ist i.a. nihtl�osbar. Daher mahen wir eine beste Approximation m�oglih. Zum Beispielminimieren wir mXk=1 (yk � f(zk; x1; : : : ; xn))2 (7.35)



7.14. AUSGLEICHSPROBLEME 125Das ist die Methode der kleinsten Quadrate (least squares).Oder wir minimieren die Maximums-Normmax1�k�m jyk � f(zk; x1; : : : ; xn)j :F�ur (7.35) ergibt sih die notwendige Bedingung f�ur die Minimierung durh��xi  mXk=1(yk � fk(x1; : : : ; xn))2! = 0; i = 1 : n; (7.36)wobei fk(x1; : : : ; xn) := f(zk; x1; : : : ; xn).Dies sind die sogenannten Normalengleihungen. Ein wihtiger Spezial-fall, das lineare Ausgleihsproblem, liegt vor, falls fk(x1; : : : ; xn) linear inx1; : : : ; xn, d.h. 264 f1(x1; : : : ; xn)...fm(x1; : : : ; xn) 375 = Ax; A 2 Rm;n : (7.37)Dann sind die Normalengleihungengradx �(y � Ax)T (y � Ax)� = 2ATAx� 2ATy = 0: (7.38)Also man hat das lineare GleihungssystemATAx = AT y (7.39)zur L�osung von minx2Rn kAx� yk2: (7.40)Theorem 92 Das lineare Ausgleihsproblem (7.40) hat mindestens eineL�osung x0. Ist x1 eine weitere L�osung, so gilt Ax0 = Ax1. Das Residuumr = y � Ax0 ist eindeutig bestimmt und erf�ullt AT r = 0: Jede L�osung x0erf�ullt auh (7.39) und umgekehrt.Beweis. Rm = Bild (A)| {z }L � Bild (A)?| {z }L? :Daher gibt es eine eindeutige Zerlegungy = s+ r; mit s 2 L; r 2 L? (7.41)

126KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.und es gibt ein x0 mit ATx0 = s: Da AT r = 0, so folgt AT y = AT s = ATAx0:Also l�ost x0 (7.39) die Normalengleihungen.Umgekehrt sei x1 eine L�osung von (7.39). Dann hat y die Zerlegung y = s+rmit s = Ax1; r = y � Ax1; s 2 L; r 2 L?: Wegen der Eindeutigkeit derZerlegung folgt Ax1 = Ax0.Weiter erf�ullt jede L�osung x0 von (7.39) das Ausgleihsproblem (7.40). Dennf�ur beliebiges x setze z = Ax� Ax0; r = y � Ax0, dann gilt wegen rT z = 0:ky � Axk22 = kr � zk22 = krk22 + kzk22 � krk22 = ky � Ax0k22:Falls A vollen Rang hat, so ist ATA positiv de�nit. Nun k�onnte man einfahfolgenden Algorithmus verwenden:Algorithmus 19 (Normalengleihung)Input: A 2 Rm;n mit rank(A) = n, und b 2 Rm :Output: L�osung x des Minimierungsproblems (7.40).Berehne das untere Dreiek von C = ATA:d = AT b:Berehne die Cholesky Zerlegung C = GGT :L�ose Gy = d und GTx = y:Die Kosten betragen (m + n=3)n2 ops und die Fehleranalyse liefert dasfolgende: Angenommen, es werden keine Fehler bei der Berehnung von C =ATA und d = AT b gemaht.Dann folgt aus der Analyse der Cholesky Zerlegung, dass(ATA + E)~x = AT b;mit kEk2 � eps kATk2kAk2 � eps kATAk2:, d.h. wir erwartenkx� ~xk2kxk2 � eps �2(ATA) = eps �2(A)2;d.h. das Quadrat der Konditionszahl geht ein. Das ist shleht, denn es bedeu-tet, dass wir im Extremfall viel weniger korrekte Stellen haben als m�oglih.Beispiel 93A = 24 1 110�3 00 10�3 35 ; b = 24 210�310�3 35 ; x = � 11 � ; �2(A) = 1:4 � 103:



7.14. AUSGLEICHSPROBLEME 127Mit 6{stelliger Arithmetik ist ATA = � 1 11 1 � singul�ar. Mit 7{stelligerArithmetik folgt~x = � 2:000010 � =) k~x� xk2kxk2 � eps|{z}10�6 �2(A)2| {z }106 :Die Normalengleihung kann also zu sehr shlehten Ergebnissen f�uhren.Wir verwenden daher besser die QR{Zerlegung. BildeQTA = R = � R10 � nm� n ; R1 obere Dreieks-MatrixQT b = � d � nm� nDann gilt, da Q orthogonal ist, dasskAx� bk22 = kQTAx�QT bk22 = kR1x� k22 + kdk22;f�ur alle x 2 K n : Falls rank(A) = rank(R1) = n, so gilt f�ur die L�osung R1x = :Also hat man:Algorithmus 20 (QR L�osung des linearen Ausgleihsproblems)Input: A 2 Rm;n mit rank(A) = n, und b 2 Km :Output: x 2 Rn, so dass kAx� bk2 != min.Verwende Algorithmus 17, um A mit seiner QR{Zerlegung zu �ubershreiben.FOR j = 1 : nv(j) = 1;v(j + 1 : m) = A(j + 1 : m; j);b(j : m) = ROWHOUSE(b(j : m); v(j : m));ENDL�ose R(1 : n; 1 : n)x = b(1 : n) mit R�ukw�arts{Einsetzen.Die Kosten f�ur dieses Verfahren betragen 2n2(m� n3 ) ops . Die Fehleranalyseergibt, dass das berehnete ~x das Minimierungsproblem mink(A + ÆA)x �(b + Æb)k2, l�ost, wobeikÆAkF � (6m� 3n + 41)n eps kAkF +O(eps2)kÆbk2 � (6m� 3n + 40)n eps kbk2 +O( eps 2)

128KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.Es ist wieder klar, dass es Probleme gibt, wenn �2(R) � 1eps . Ein weiteresProblem entsteht nat�urlih wenn Rang(A) < n.Abhilfe sha�t hier die sogenannte Singul�arwertzerlegung A = U�V T mitU; V orthogonal, � = 26664 �1 0. . .0 �n0 37775 : Dies kann zu diesem Zeitpunkt hierniht gemaht werden.7.15 Iterative VerfahrenF�ur viele der Gleihungssysteme, die in der Praxis auftauhen, gilt n �100000 und typisherweise aij = 0 f�ur > 90% der Eintr�age. Wenn manderartige Probleme mit Gau� oder QR l�ost, kann es passieren, das in denFaktoren L;Q;R alle Eintr�age 6= 0 sind. Als Extrembeispiel betrahte denGau�-Algorithmus f�ur die Matrix26664 � � � � � �� � 0... . . .� 0 � 37775 :Die Matrix l�auft total voll. Es gibt daf�ur spezielle Varianten vonGau�/Cholesky/QR. Dies ist Thema einer Spezialvorlesung.Eine wihtige Idee, die insbesondere im Zusammenhang mit Vektorrehnernund Parallelrehnern von gr�o�ter Bedeutung ist, ist die Konstruktion vonVerfahren, die die Matrix an sih niht ver�andern, und wenn m�oglih aufMatrix * Matrix oder Matrix * Vektor{Operationen aufgebaut sind. Dasf�uhrt auf iterative Verfahren. Im wesentlihen betrahten wir hier 2 Ans�atze.7.15.1 Splitting{VerfahrenZerlege A additiv A =M �N; (7.42)wobei M�1 eine Approximation an A�1 ist, die leiht invertierbar ist, z.B.diagonal, blokdiagonal, Dreieks-Matrix,. . . . Ersetze Ax = b durhMx = Nx + b() x =M�1Nx +M�1b: (7.43)



7.15. ITERATIVE VERFAHREN 129Dies ist eine Fixpunktgleihung und wir k�onnen die Grundidee eines Fiz-punktverfahrens anwenden, d.h.x(k+1) =M�1Nx(k) +M�1b; mit gegebenen x(0): (7.44)Theorem 94 Das Fixpunktverfahren (7.44) konvergiert f�ur alle Startwertex(0) gegen die L�osung von Ax = b genau dann, wenn der Spektralradius�(M�1N) < 1 ist, wobei �(T ) = maxfj�j : � Eigenwert von Tg.M�oglihe Wahlen f�ur M;N : Setze A = D�L�U , D Diagonale, L unteresDreiek, U oberes Dreiek. MitM = D; N = L+U ergibt sih das Verfahrenx(k+1) = D�1(L + U)x(k) +D�1b (7.45)Algorithmus 21 (Jaobi oder Gesamtshrittverfahren)Input: A 2 K n;n ; b 2 K n ; aii 6= 0; i = 1; : : : ; n und Startvektor x(0) =[x(0)1 ; : : : ; x(0)n ℄T sowie Abbruhgrenze Æ.Output: N�aherung ~x f�ur L�osung Ax = bFOR k = 0; 1; 2; : : :FOR i = 1 : nx(k+1)i =  bi � i�1Xj=1 aijx(k)j � nXj=i+1 aijx(k)j ! =aii;ENDIF kx(k+1) � x(k)k < Æ, STOPENDDie Kosten sind im wesentlihen ein Matrix{Vektor Produkt (unterAusnutzung der Sparsit�at) und 1 Vektoraddition pro Iterationsshritt.Die Fehleranalyse is die von der Matrix * Vektor, Vektor+Vektor Operati-on. Der Verfahrensfehler ist abh�angig von Æ; �(D�1(L + U)).Mit M = D � L; N = U ergibt sih das Verfahrenx(k+1) = (D � L)�1Ux(k) + (D � L)�1b (7.46)

130KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.Algorithmus 22 (Gau�{Seidel oder Einzelshrittverfahren)Input: A 2 K n;n ; b 2 K n ; aii 6= 0; i = 1; : : : ; n und Startvektor x(0) =[x(0)1 ; : : : ; x(0)n ℄T sowie Abbruhgrenze Æ.Output: N�aherung ~x f�ur L�osung Ax = bFOR k = 0; 1; 2 : : :FOR i = 1 : nx(k+1)i =  bi � i�1Xj=1 aijx(k+1)j � nXj=i+1 aijx(k)j ! =aii;ENDIF kx(k+1) � x(k)k < Æ, STOPENDDie Kosten sind im wesentlihen die gleihen wie bei der Jaobi-Iteration,das Verfahren ist nur shwerer auf Vektor- und Parallelrehnern zu imple-mentierenDer Fehler ist abh�angig vom Fehler in L�osung von (D�L)x =  sowie von�((D � L)�1U); Æ:Beide Verfahren sind einfah, aber konvergieren i.a. sehr langsam, insbe-sondere bei den Problemen, die in der Praxis auftauhen.Eine M�oglihkeit, die Konvergenz zu beshleunigen, ist die sukzessive �Uber-relaxation (SOR).MitM = D�!L;N = (1�!)D+!U; ! 2 (0; 2), (M�N) = !(D�L�U)ergibt sih das Verfahrenx(k+1) = (D � !L)�1((1� !)D + !U)x(k) + (D � !L)�1!b: (7.47)



7.15. ITERATIVE VERFAHREN 131Algorithmus 23 (SOR)Input: A 2 K n;n ; b 2 K n ; aii 6= 0; i = 1; : : : ; n und Startvektor x(0) =[x(0)1 ; : : : ; x(0)n ℄T sowie Abbruhgrenze Æ.Output: N�aherung ~x f�ur L�osung Ax = bFOR k = 0; 1; 2 : : :FOR i = 1 : nx(k+1)i = ! bi � i�1Xj=1 aijx(k+1)j � nXj=i+1 aijx(k)j ! =aii + (1� !)x(k)i ;ENDIF kx(k+1) � x(k)k < Æ, STOPENDKosten und Fehlerwie beim Gau�{Seidel Verfahren.In einigen Spezialf�allen von strukturierten Matrizen aus partiellen Di�e-rentialgleihungen gibt es Konvergenzbeweise, optimales !, et. Weitere Be-shleunigungsmethoden: Tshebyshew{Beshleunigung, semiiterative Ver-fahren, unvollst�andige Dreiekszerlegungen.7.15.2 Das Konjugierte Gradienten VerfahrenDie Idee des Verfahrens der Konjugierten Gradienten (CG) bruht auf einereinfahen Grundidee, die wiederum aus der Behandlung von Optimierungs-problemen herr�uhrt.Betrahte eine quadratishes Funktional�(x) = 12xTAx� xT b; A 2 Rn;n symmetrish, positiv de�nit; b 2 Rn :Das Minimum von � ist der Wert �bTA�1b=2. Dieser wird erreiht bei x =A�1b: Also ist Minimierung von �(x) �aquivalent zur L�osung von Ax = b:Eine Grundmethode aus der Optimierung ist die Methode des SteilstenAbstiegs. In jedem Shritt lege die Rihtung des steilsten Abstiegs fest undgehe in diese Rihtung so weit wie m�oglih. Beim Punkt x angelangt, ist dieRihtung des steilsten Abstiegs die Rihtung des negativen Gradienten.� r�jx = b� Ax = r; (7.48)

132KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.dabei ist r das Residiuum in x. Falls r 6= 0, dann gibt es ein �, so da��(x + �r) < �(x): W�ahle � = rT rrT Ar : (7.49)Das ergibt das Minimum von �(x + �r) �uber �: Man h�atte damit folgendeMethode des steilsten Abstiegs.k = 0; x0 = 0; r0 = b;WHILE rk 6= 0k = k + 1;�k = rTk�1rk�1=rTk�1Ark�1;xk = xk�1 + �krk�1;rk = b� Axk;ENDDieses Verfahren konvergiert i.a. sehr langsam. Besser ist es, die Suhrih-tungen so zu w�ahlen, dass die Residuen senkreht aufeinanderstehen, so dassman bei exakter Rehnung in � n Shritten fertig ist.



7.15. ITERATIVE VERFAHREN 133Algorithmus 24 (Konjugierte Gradienten{Verfahren)Input: A 2 Rn;n , symmetrish, positiv de�nit, b 2 Rn , kmax (Maximum an Iterati-onsshritten), " > 0 Toleranz.Output: N�aherungsl�osung von Ax = b.k = 0; x0 = 0; r0 = b; �0 = kr0k22;WHILE p�k > "p�0 AND k < kmaxk = k + 1;IF k = 1p = r;ELSE � = �k�1=�k�2; % (= rTk�1rk�1=rTk�2rk�2)p = r + �p; % (= pk)ENDw = Ap;� = �k�1=pTw; % (= rTk�1rk�1=pTkApk)x = x + �p; % (= xk)r = r � �w; % (= rk)�k = krk22; % (= rTk rk) .ENDDie Kosten f�ur diese Methode sind 1 Matrix * Vektor{Multiplikation + 2Skalarprodukte + 2 GAXPY (a+x*b) pro Shritt.Die Fehleranalyse liefert, dass die Rundungsfehler die Konvergenzgeshwin-digkeit erniedrigen und die Orthogonalit�at der Residuen zerst�oren.Bemerkung 95� F�ur die Vektoren p � pk, r � rk aus Algorithmus 24 gilt: pTkApl = 0und rTk rl = 0 f�ur alle k > l > 0.� F�ur die Funktion � gilt mit p1; : : : ; pk aus Algorithmus 24 gilt:min�1;:::;�k2R�(x+ kXl=1 �lpl) = min�k2R min�1;:::;�k�12R�(x + kXl=1 �lpl)! :Theorem 96 Sei A 2 Rn;n symmetrish, positiv de�nit und b 2 Rn : F�ur dieIterierten in Algorithmus 24 gilt:kx� xkkA � p(x� xk)TA(x� xk)

134KAPITEL 7. L �OSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.� 2kx� x0kA p�2(A)� 1p�2(A) + 1!k : (7.50)Die Genauigkeit der Methode ist oft besser als (7.50) vorhersagt. Je n�aher�2(A) an 1, je shneller ist die Konvergenz. Daher verwendet man heutein der Praxis noh Triks zur Konvergenzbeshleunigung durh sogenanntePr�akonditionierung.Anstatt des urspr�unglihen Systems Ax = b l�ost man(C�1AC�T )(CTx) = C�1b (7.51)wobei C die folgenden Anforderung erf�ullen sollte:� C sollte invertierbar sein;� Gleihungsssysteme mit C sind einfah zu l�osen;� �2(C�1AC�T ) sollte m�oglihst nahe an 1 liegen.In vielen Anwendungen wie etwa bei Finite Elemente Methoden f�ur Parti-elle Di�erentialgleihungen, hat man nat�urlihe Pr�akonditionierer. Ein gutpr�akonditioniertes Kongugiertes Gradientenverfahren ist f�ur symmetrish,positiv de�nite Systeme i.a. das beste Verfahren.



Kapitel 8L�osung nihtlinearerGleihungssystemeViele Anwendungsprobleme f�uhren auf die Aufgabe der L�osung von nihtli-nearen Gleihungssystemen. Gegebenf : E �! F (z.B. hier E = F = Rm)264 x1...xm 375 7�! 264 f1(x1; : : : ; xm)...fm(x1; : : : ; xm) 375Gesuht: Vektor [x1; � � � ; xm℄T so dass fi(x1; � � � ; xm) = 0, f�ur alle i =1; � � � ; m.E; F k�onnen auh unendlih dimensionale lineare R�aume sein, etwa R�aumevon Funktionen und f kann auh ein Di�erentialoperator sein. Hier betrah-ten wir nur den Fall E = F = Rm : Im allgemeinen ist die L�osung nur durhN�aherungsverfahren zu bestimmen. Nullstellenprobleme sind eng verwandtmit Minimierungsproblemen wieBestimme f�ur h : Rm �! R minx2Rm h(x): (8.1)In �ubliher Weise mu� zur Bestimmung des Minimumsgrad (h(x)) = 264 �h�x1...�h�xm 375 = 0berehnet werden, welhes wiederum ein Nullstellenproblem ist.135

136KAPITEL 8. L �OSUNG NICHTLINEARER GLEICHUNGSSYSTEME8.1 FixpunktverfahrenDie einfahste idee zur L�osung nihtlinearer Gleihungen sind Fixpunktver-fahren.Man wandelt dazu das Nullstellenproblem in ein Fixpunktproblemx = �(x) (8.2)um. Dies ist im allgemeinen auf viele Arten m�oglih, die �aquivalent oder niht�aquivalent sein k�onnen.Beispiel 97 ex � sinx = 0M�oglihe Fixpunktgleihungen, diese sind niht alle �aquivalent.a) x = ex � sin x+ x;b) x = sin x� ex + x;) x = arsin(ex); f�ur x < 0;d) x = ln(sinx); f�ur (�2n�; 2n� + �); n = 1; 2; 3; : : : :Die Idee des Fixpunktverfahrens ist es, eine Folgex(i+1) = �(x(i)); i = 0; 1; 2; : : : (8.3)mit gegebenem Startwert x(0) zu erzeugen. Die Konvergenz dieser Folge gegeneine L�osung erhalten wir mit dem Banah'shen Fizpunktsatz.Theorem 98 (Banahsher Fixpunktsatz) Sei D � D� � Rm einabgeshlossenes Gebiet und � eine kontrahierende Abbildung von D in sih,d.h.a) � : D �! Db) � kontrahierend, d.h. 9 � < 1 und eine Norm k � k, so dassk�(x)� �(y)k � �kx� yk; 8x; y 2 D: (8.4)Dann gilt:i) Es gibt genau einen Fixpunkt ^x von (8.2) in D.ii) Die Fixpunktiteration (8.3) konvergiert f�ur jeden Startwert x(0) 2 Dgegen ^x.



8.1. FIXPUNKTVERFAHREN 137iii) Es gelten die Fehlerabsh�atzungenk^x� x(n)k � �n1� �kx(1) � x(0)k a priori; (8.5)k^x� x(n)k � �1� �kx(n) � x(n�1)k a posteriori : (8.6)Beweis. Wenn x(0) 2 D, so gilt x(n) = �(x(n�1)) 2 D, f�ur alle n = 1; 2; : : :.Wir erhalten aus der Lipshitzbedingung, dasskx(n+1) � x(n)k = k�(x(n))� �(x(n�1))k� �kx(n) � x(n�1)k � �2kx(n�1) � x(n�2)k� �nkx(1) � x(0)kund damit kx(n+k) � x(n)k � kXi=1 kx(n+i) � x(n+i�1)k� kXi=1 �n+i�1kx(1) � x(0)k� �nkx(1) � x(0)k kXi=1 �i�1� �n1� �kx(1) � x(0)k:Damit ist die Folge eine Cauhy{Folge und da Rm vollst�andig ist, erhaltenwir Konvergenz. Da � stetig ist, dies folgt bereits aus der Kontraktionsei-genshaft (8.4), so ist der Grenzwert Fixpunkt von �, wegen^x � limn7!1x(n+1) = limn7!1�(x(n)) = �( limn7!1x(n)) = �(^x):F�ur den beweis der Eindeutigkeit seien ^x; �x Fixpunkte von �. Dann giltk^x� �xk = k�(^x)� �(�x)k 6 �k^x� �xkund da � < 1, so kann nur ^x = �x gelten.

138KAPITEL 8. L �OSUNG NICHTLINEARER GLEICHUNGSSYSTEMEGraphishe Veranshaulihung der Konvergenz m = 1.
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x  xx 0 1 2Die Absh�atzungen ergeben sih wie folgt:kx(n+k) � x(n)k � �n1� �kx(1) � x(0)kk!1=) k^x� x(n)k � �n1� �kx(1) � x(0)kund dies ist (8.5). Mit n = 1 folgtk^x� x(1)k � �1� �kx(1) � x(0)k:Ersetze x(1) durh x(n) und x(0) durh x(n�1) so folgt (8.6).De�nition 99 Ein Fixpunkt ^x hei�t anziehend, wenn die Iteration (8.3) f�uralle gen�ugend nahe bei ^x gelegenen Startwerte x(0) 6= ^x gegen ^x konvergiert.Ein Fixpunkt ^x hei�t absto�end, wenn es eine o�ene Kugel U" um ^x gibt,so dass f�ur alle x(0) 2 U" n f^xg ein n existiert, so dass x(n) 62 U".



8.1. FIXPUNKTVERFAHREN 139Absto�ender Fixpunkt / Anziehender Fixpunkt.

2x
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xx
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xxx x x x x210 0 1Theorem 100 Sei D � D� � Rm abgeshlossen und konvex und nehme an,dassD� = 264 ��1(x)�x1 � � � ��1(x)�xm... ...��m(x)�x1 � � � ��m(x)�xm 375 existiert und stetig ist. Falls es eine Normgibt, so dass kD�(x)k � � < 1, so ist � in D kontrahierend mit Lipshitz-konstante �.Ist D�(^x) stetig und kD�(^x)k < 1 so ist ^x anziehend. Ein Fixpunkt istim allgemeinen niht anziehend, falls einer der Eigenwerte von D�(x) vomBetrag gr�o�er 1 ist.De�nition 101 Eine Iterationsfolge fx(i)g1i=0, die f�ur p � 1kx(i+1) � �k � kx(i) � �kp i = 0; 1; 2 � � � (8.7)und  < 1 f�ur p = 1 erf�ullt, hei�t Folge von mindestens p{ter Ordnung.Korollar 102 Das Fixpunktverfahren (8.3) sofern es konvergiert, ist kon-vergent von mindestens 1. Ordnung (linear konvergent).

140KAPITEL 8. L �OSUNG NICHTLINEARER GLEICHUNGSSYSTEMEDie Kosten f�ur die Iteration (8.3) sind durh eine Auswertung von �(x) proIteration gegeben. Die Anzahl der Iterationen ist aus der Fehlersh�atzung ab-lesbar. Wir versuhen daher eine h�ohere Konvergenzordnung zu bekommen.8.2 Das NewtonverfahrenDie Grundidee beim Newtonverfahren ist die Linearisierung. Man maht eineTaylorentwiklung f�ur die Nullstelle ^x von f(x), f�ur x(0) aus einer Umgebungder Nullstelle.0 = f(^x) = f(x(0)) +Df(x(0))(^x� x(0)) +O(k^x� x(0)k2)| {z }weglassen : (8.8)Weglassen des quadratishen Terms ergibt.0 = f(x(0)) +Df(x(0))(x(1) � x(0)) (8.9)Falls Df(x(0)) nihtsingul�ar, so folgt dassDf(x(0))(x(1) � x(0)) = �f(x(0))eine eindeutige L�osung Æ(1) = x(1) � x(0) hat und wir erhalten (die n�ahsteIterierte) x(1) = x(0) + Æ(1).Theorem 103 Sei D � Rn o�en und sei D0 konvex mit �D0 � D. DieFunktion f : D ! Rn sei f�ur alle x 2 D0 di�erenzierbar und f�ur alle x 2 Dstetig. Sei x(0) 2 D0, so dass es Konstanten r; �; �; ; h gibt mitSr(x(0)) := �xj kx� x(0)k < r	 � D0h = ��=2 < 1r = �=(1� h);und f(x) erf�ulle kDf(x)�Df(y)k � kx� yk; 8x; y 2 D0: (8.10)Die AbleitungDf(x)�1 existiere 8x 2 D0 und es sei kDf(x)�1k � �; 8x 2 D0; (8.11)sowie kDf(x(0))�1f(x(0))k � �: (8.12)Dann gilt



8.2. DAS NEWTONVERFAHREN 141Newtonshritt
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a) Ausgehend von x(0) ist jedes x(i), welhes durhx(i+1) = x(i) �Df(x(i))�1f(x(i)); i = 0; 1; 2; : : :gegeben ist, wohlde�niert und es ist x(i) 2 Sr(x(0)); 8 i = 0; 1; 2; : : :b) limi!1x(i) = ^x existiert und es ist f(^x) = 0; ^x 2 Sr(x(0)).) F�ur alle i � 0 gilt kx(i) � ^xk � � h2i�11� h2i .Das Newton{Verfahren ist also mindestens quadratish konvergent.Man kann unter noh st�arkeren Voraussetzungen mit dem Satz vonNewton{Kantorovih zeigen, dass ^x die einzige Nullstelle in Sr(x(0)) ist.Voraussetzung daf�ur, dass das Newton{Verfahren konvergiert, ist, dass derStartwert gen�ugend nahe bei der gesuhten L�osung liegt. Um globale Kon-vergenz zu erzielen, wird das Newton{Verfahren durh Einf�uhrung eines Pa-rameters modi�ziert. Setzex(k+1) = x(k) � �kd(k); d(k) := Df(x(k))�1f(x(k)): (8.13)

142KAPITEL 8. L �OSUNG NICHTLINEARER GLEICHUNGSSYSTEMEDie �k werden dabei so gew�ahlt, dass die Folge fh(x(k))g mit h(x) =f(x)Tf(x) streng monoton f�allt und die x(k) gegen ein Minimum von h(x)konvergieren.Was hat das mit Nullstelle zu tun? Dah(x) � 0 8x;h(^x) = 0 () f(^x) = 0 (f(x)Tf(x) = kf(x)k22);so ist jedes lokale Minimum ^x von h mit h(^x) = 0 auh globales Minimumvon h und Nullstelle von f . De�niere MengeD(; x) = fs 2 Rm j ksk = 1 und Dh(x)T s � kDh(x)kg;  > 0: (8.14)Algorithmus 25Input: Di�erenzierbare Funktion h(x) : Rn ! R, und Zahlen�k; k; k = 0; 1; 2; : : : mitinfk (k) > 0; infk �k > 0;sowie einen Startwert x(0) 2 Rn :Output: Folge x(k); k = 0; 1; 2; : : :, die gegen Minimum von h(x)konvergiert.FOR k = 0; 1; 2; : : : UNTIL SATISFIEDSei s(k) 2 D(k; x(k)), x(k+1) = x(k) � �ks(k); (8.15)wobei �k 2 [0; �kkDh(x(k))k℄, so dassh(x(k+1)) = min� fh(x(k) � �s(k))j 0 � � � �kkDh(x(k))kg:ENDIn jedem Shritt wird min'(�) = minh(x(k)+�s(k)); � 2 [0; �kkDh(x(k))k℄�uber �k gesuht. Das ist jetzt eine eindimensionale Minimierung, und damitzwar einfaher als minh(x) aber immer noh sehr aufwendig. Dies wird sp�aternoh vereinfaht.Was k�onnen wir nun �uber die Konvergenz von (8.15) aussagen.



8.2. DAS NEWTONVERFAHREN 143

k
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(k)

(k)
lambda-sTheorem 104 Seien h : Rn ! R und x(0) 2 Rn , so dassa) K := fxj h(x) � h(x(0))g kompakt.b) h stetig di�erenzierbar in einer Umgebung von K:Dann gilt f�ur jede Folge fx(k)g in (8.15)1) x(k) 2 K f�ur alle k = 0; 1; 2; : : : :2) �x(k)	 besitzt mindestens einen H�aufungspunkt ^x in K.3) Jeder H�aufungspunkt ^x von �x(k)	 erf�ullt Dh(^x) = 0: (Station�arerPunkt).Dies ist ein allgemeines Minimierungsverfahren mit sehr vielen Anwendun-gen, ben�otigt wird noh eine Methode f�ur die eindimensionale Minimierung.Diese wird in Algorithmus 25 durh einen endlihen Suhprozess ersetzt.a) W�ahle s(k) 2 D(k; x(k)) und de�niere�k := �kkDh(x(k))khk(�) = h(x(k) � �s(k))

144KAPITEL 8. L �OSUNG NICHTLINEARER GLEICHUNGSSYSTEMEund bestimme die kleinste Zahl j � 0 mithk(�k2�j) � hk(0)� �k2�j k4 kDh(x(k))k:b) Bestimme �k und damitx(k+1) := x(k) � �ks(k); so dass gilth(x(k+1)) = min0�i�j hk(�k2�i):Das gesuhte j existiert. Ist x(k) station�ar, so ist j = 0, andernfalls kannj und damit auh �k in einem endlihen Suhprozess bestimmt werdenund es gilt Theorem 104 auh f�ur die so bestimmte Folge.8.2.1 Das modi�zierte NewtonverfahrenWir wenden nun zur L�osung von f(x) = 0 das Minimierungsverfahren Algo-rithmus 25 auf h(x) = f(x)Tf(x) an.Als Suhrihtung s(k) in Punkt x(k) w�ahlen wir den normierten Newtonvektors(k) = d(k)kd(k)k mit d(k) = Df(x(k))�1f(x(k));dieser ist immer de�niert, falls Df(x(k))�1 existiert.Lemma 105 Sei x so, dass d(x) = Df(x)�1f(x) existiert und niht ver-shwindet. Dann gilts(x) = d(x)kd(x)k 2 D(; x); f�ur alle 0 <  < �(x);wobei �(x) = 1�2(Df(x)) = 1kDf(x)k2kDf(x)�1k2 :Beweis. Betrahte Dh(x) = 2fT (x)Df(x). Submultiplikativit�at von k � k2liefert kfT (x)Df(x)k2 � kDf(x)k2 kf(x)k2kDf(x)�1f(x)k2 � kDf(x)�1k2 kf(x)k2



8.2. DAS NEWTONVERFAHREN 145und daher Dh(x)skDh(x)k = f(x)TDf(x)Df(x)�1f(x)kDf(x)�1f(x)k kfT (x)Df(x)k� 1�2(Df(x))> 0:F�ur alle  mit 0 <  < 1�2(Df(x)) gilt also s 2 D(; x).Falls Df(x)�1 existiert folgt also, da� Dh(x) = 0 genau dann wenn f(x) =0: Damit erhalten wir das modi�zierte Newtonverfahren.Algorithmus 26Input: Di�erenzierbare Funktion f(x) : Rn ! Rn sowie Startwertx(0) 2 Rn .Output: Folge x(k); k = 0; 1; 2; : : : die gegen Nullstelle von f kon-vergiert.FOR k = 0; 1; 2; : : : UNTIL SATISFIEDBerehne d(k) = Df(x(k))�1f(x(k)), (lineares Gleihungs-system mit QR)k = 1kappa2(Df(x(k))) , (fast frei aus QR).Setze hk(�) = h(x(k) � �d(k)) = f(x(k) � �d(k))Tf(x(k) � �d(k)).Bestimme j � 0, so dass hk(2�j) � hk(0)� 2�j k4 kd(k)k kDh(x(k))k.Bestimme �k und x(k+1) = x(k) � �kd(k), so da� gilth(x(k+1)) = min0�i�j hk(2�i):ENDAls Kosten fallen pro Shritt an:a) Berehnung von Df(x(k)).b) L�osung von Df(x(k))d(k) = f(x(k)).) eindimensionale Minimierung.

146KAPITEL 8. L �OSUNG NICHTLINEARER GLEICHUNGSSYSTEMEDie Fehleranalyse f�ur Teil b) ist klar. Die f�ur a) und ) h�angt von f ab.�Uber dieses Verfahren hat man die folgende Konvergenzaussage:Theorem 106 Gegeben sei f : Rn ! Rn ; x(0) 2 Rm mita) K = fxj h(x) � h(x0)g ist kompakt, wobei h(x) = fT (x)f(x),b) f ist auf Umgebung von K stetig di�erenzierbar,) Df(x)�1 existiert f�ur alle x 2 K.Dann ist die Folge fx(k)g, die in Algorithmus 26 erzeugt wird, wohlde�niertund es gilta) x(k) 2 K; 8 k = 0; 1; 2; : : : ; fx(k)g besitzt mindestens H�aufungspunkt^x 2 K:b) Jeder H�aufungspunkt ^x von fx(k)g ist Nullstelle von f .8.2.2 Praktishe Realisierung des modi�ziertenNewton{VerfahrensEin Problem bei der Durhf�uhrung des Newtonverfahrens ist, dass in jedemShritt Df(x(k)) ausgerehnet werden mu�. Man kann nun Df(x(k)) durhdie Di�erenzenquotientenmatrix 4f(x(k)) = (41f; � � � ;4mf)(x(k)), approxi-mieren, wobei4if(x) = f(x1; : : : ; xi�1; xi + hi; xi+1; : : : ; xm)� f(x1; : : : ; xm)hi= f(x + hiei)� f(x)hi :Falls hi zu gro� ist so erhalten wir eine shlehte Approximation an Df(x),ist hi zu klein, dann gilt f(x+ hei) � f(x):W�ahle hi so, dass f(x) und f(x+hei) ungef�ahr die t2 ersten Stellen gemeinsamhaben (t{stellige Rehnung)jhij � pepskf(x)k=k 4i f(x)kDie auftretende Ausl�oshung ist dann noh ertr�aglih.Im allgemeinen ist jedoh auh die Berehnung von 4f zu teuer, daherverwende folgende Vereinfahung mit dem Satz von Broyden.



8.2. DAS NEWTONVERFAHREN 147Theorem 107 Seien A;B 2 Rm;m ; b 2 Rm ; F : Rm ! Rm gegeben durhF (u) = Au + b; x; x0 2 Rm und p = x � x0; q = F (x0) � F (x) = Ap: Danngilt f�ur die Rang{1{Modi�kation B0 = B + 1pT p(q � Bp)pT die Absh�atzungkB0 � Ak2 � kB � Ak2und B0p = Ap = q:Beweis. (B0 � A)p = Bp+ (q � Bp)� Ap = 0:F�ur jedes u 2 Rm mit kuk2 = 1 existiert ein v mitu = �p+ v; vTp = 0; kvk2 � 1:Also folgt mit kuk2 = 1, dassk(B0�A)uk2 = k(B0�A)vk2 = k(B �A)vk2 � kB �Ak2 kvk2 � kB �Ak2:Also gilt dies auh f�ur kB0 � Ak2, welhes das Supremum �uber alle u ist.Es folgt, dass DF (x) = A von B0 genau so gut approximiert wird wie von B.B0 und DF (x) transformieren p in denselben Vektor. Die Idee ist nun, f(x)durh eine aÆne Abbildung zu approximieren (in der N�ahe einer Nullstelle)und diese Idee anzuwenden.Ersetze in Algorithmus 26 den Teil in der Shleife.Algorithmus 27 (Broyden{Rang 1{Verfahren)Input: f(x) : Rm ! Rm di�erenzierbar und x(0) 2 RmOutput: Folge x(k); k = 0; 1; 2; : : :FOR k = 0; 1; 2; : : : UNTIL SATISFIEDd(k) = B�1k f(x(k))x(k+1) = x(k) � �kd(k)p(k) = x(k+1) � x(k)q(k) = f (x(k+1)) � f(x(k))B(k+1) = Bk + 1p(k)T p(k) (q(k) � Bkp(k))p(k)TEND�k wird durh n�aherungsweise Minimierung von kf(x(k+1))k2 bestimmt,indem man min��0 kf(x(k) � �d(k))k2 bestimmt wie vorher.Es gilt Bk � 4f(x(k)).

148KAPITEL 8. L �OSUNG NICHTLINEARER GLEICHUNGSSYSTEMEPraktishe Erfahrung zeigt, dass man die Wahl von Bk+1, wie im Al-gorithmus nur f�ur 0:5 � �k � 1 mahen sollte, sonst w�ahlt man besserBk+1 = 4f(xk+1):Die L�osung des linearen GleihungssystemsBkd(k) = f(x(k))kann �uber eine Rang{1{Aufdatierungsformel sehr leiht erhalten werden.



Kapitel 9L�osung partiellerDi�erentialgleihungenEine der Hauptaufgaben und gleihzeitig eins der shwierigsten Probleme derNumerishen Mathematik ist die L�osung von partiellen Di�erentialgleihun-gen. Hier kommen im Prinzip all die Methoden der vorhergehenden Kapi-tel (und einige mehr) zum Einsatz. Es gibt zahlreihe sehr untershiedliheAns�atze (z.B. Finite Di�erenzen, Finite Elemente, Finite Volumen) und auhf�ur jeden Problemklasse wieder Anpassungen dieser Methoden.Hier werden wir nur kurz die Finiten Di�erenzen und die Finite ElementeMethode betrahten. Mehr dazu in der Vorlesung Numerik II f�ur Ingenieure.Beispiel 108 W�armeleitungsgleihung. Ein Metallstab ist zwishen zweiW�armereservoirs eingespannt. Das eine Ende des Stabes wird dadurh auf ei-ner Temperatur �1(t), das andere Ende auf �2(t) gehalten. Im Stab be�ndetsih eine W�armequelle, von der aus sih der Stab in beide Rihtungen auf-heizt. Gesuht ist eine Funktion, die zu jedem Zeitpunkt die W�armeverteilungim Stab beshreibt.Das Temperaturpro�l u(x; t) wird durh folgende partielle Di�erentialglei-hung beshrieben:L(u; f)(x; t) := � ��tu(x; t) + �2�x2u(x; t)� f(x; t) (9.1):= �ut + uxx � f = 0149

150KAPITEL 9. L �OSUNG PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGENf�ur 0 � x � 1; 0 � t � T0, mit den Randbedingungenu(0; t) = �1(t);u(1; t) = �2(t);(d.h. die beiden Enden des Stabes haben immer dieselbe Temperatur wie diebeiden W�armereservoirs) und der Anfangsbedingungu(x; 0) = u0(x); 0 � x � 1(d.h. zu Anfang hat der Stab eine vorgegebene Temperaturverteilung).Dies ist eine parabolishe Di�erentialgleihung.Beispiel 109 Durh ein unendlih langes Rohr mit konstantem Quershnitt(z.B. eine Pipeline) str�omt eine Fl�ussigkeit mit der Dihte � = u mit kon-stanter Geshwindigkeit a0. Zum Zeitpunkt t = 0 sei die Dihteverteilung imganzen Rohr bekannt. Gesuht ist die r�aumlihe und zeitlihe Ver�anderungder Dihte. Diese wird durh folgende Di�erentialgleihung beshrieben:0 = ��tu(x; t) + a0 ��xu(x; t) (9.2):= ut + a0ux;mit �1 < x <1; 0 � t � T0. Die Anfangsbedingung lautet hieru(x; 0) = u0(x):Dies ist eine hyperbolishe Di�erentialgleihung.Beispiel 110 Sei f : 
 ! R2 die Ladungsdihte in einem Gebiet 
. Danngen�ugt die Spannung u in diesem Gebiet der partiellen Di�erentialgleihung(Potenzialgleihung) �u := �2�x2u+ �2�y2u (9.3)=: uxx + uyy = fauf dem Gebiet 
. F�ur die L�osung wird dann noh die Ladungsverteilung aufdem Rand von 
 ben�otigt. Dies ist eine elliptishe Di�erentialgleihung.Es gibt noh viele andere Typen von Di�erentialgleihungen und jeweils spe-zielle Verfahren zur L�osung. Wir betrahten nun zwei Grundprinzipien.



9.1. FINITE DIFFERENZEN 1519.1 Finite Di�erenzenDie Grundidee bei der Approximation durh Finite Di�erenzen ist die gleihe,die wir shon bei gew�ohnlihen Di�erentialgleihungen gesehen haben. Wirbilden in dem Gebiet 
 oder im kombinierten Raum{Zeit{Gebiet ein Gitterund berehnen eine approximative L�osung an den Gitterpunkten indem wirwir Ableitungen durh Di�erenzenquotienten ersetzen.Betrahte das Problem aus Beispiel 108. Sei G = (
; 0 � t � T0) ein(Raum{Zeit{)Gebiet. F�ur gegebene Eingangsinformationen ff; �; u0g ist dieL�osung u(x; t) von L(u; f)(x; t) = 0 gesuht, welhe noh Bedingungen amRand von 
 bzw. [0; T0℄ erf�ullt.Zun�ahst de�nieren wir ein zweidimensionales Gitter:Gh = fxi; tjgmit xi = ih; h = 1N1 ; i = 1; : : : ; N1und tj = j�; � = T0N2 ; j = 1; : : : ; N2:In den Gitterpunkten (xi; tj) wollen wir die N�aherung ui;j � u(xi; tj) be-rehnen. Dazu ersetzen wir die Ableitungen durh Di�erenzenquotienten (Fi-nite Di�erenzen).�u(x; t)�t = u(x; t+ �)� u(x; t)� ; (9.4)�2u(x; t)�x2 = �u(x+ h; t+ �)� 2u(x; t+ �) + u(x� h; t + �)h2+(1� �)u(x+ h; t)� 2u(x; t) + u(x� h; t)h2 ; (9.5)wobei 0 � � � 1 ein fester Parameter ist. Jetzt setzen wir dies in (9.1) ein:ui;j+1 � ui;j� = 1h2 (�(ui+1;j+1 � 2ui;j+1 + ui�1;j+1)+(1� �)(ui+1;j � 2ui;j + ui�1;j))�f �xi; tj + �2� : (9.6)

152KAPITEL 9. L �OSUNG PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGENDazu kommen die diskretisierten Randbedingungenu0;j = �1(tj)uN1;j = �2(tj); j = 0; : : : ; N2und die Anfangsbedingungenui;0 = u0(xi); i = 0; : : : ; N1:Nun setzen wir  = �h2 und �i;j = f �xi; tj + �2� und erhalten ein linearesGleihungssystem f�ur die ui;j.��ui�1;j+1 + (2� + 1)ui;j+1 � �ui+1;j+1= �(� � 1)ui�1;j � (1 + 2(� � 1))ui;j + (� � 1)ui+1;j + ��i;j:Je nahdem, wie der Parameter � gew�ahlt wird, ergeben sih nun vershie-dene Methoden.� = 0: Die Gleihung sieht dann so aus:ui;j+1 = ui�1;j + ( � 1)ui;j + ui+1;j) + ��i;j:Dies ist ein explizites Verfahren, weil in jedem Iterationsshritt derWert sofort ausgerehnet werden kann.� = 1: Es ergibt sihui�1;j+1 + (2 + 1)ui;j+1 � ui+1;j+1 = ui;j + ��i;j:Dies ist ein implizites Verfahren, bei dem in jedem Shritt ein tridiago-nales, symmetrishes positiv de�nites Gleihungssystem gel�ost werdenmu�.� = 12 : Die Gleihung ist dann�ui�1;j+1 + 2(1 + 1=)ui;j+1 � ui+1;j+1= ui�1;j + 2(1� 1=)ui;j+ ui+1;j + 2� �i;j:Dies ist das Crank{Niholson{Verfahren und es muss wieder pro Shrittein tridiagonales Gleihungssystem gel�ost werden.



9.1. FINITE DIFFERENZEN 153Diese untershiedlihen Methoden haben sehr untershiedlihe Stabilit�ats-und Konvergenzeigenshaften. Dies k�onnen wir hier niht analysieren. Beider Wahl der Shrittweiten mu� man darauf ahten, dass �h2 niht zu gro�wird. (Courant-Friedrihs-Levy (CFL) Bedingung).F�ur ein Problem wie in Beispiel 109 gehen wir analog vor. Es gelte a0 > 0(d.h. die Fl�ussigkeit str�omt in positiver Rihtung). Dann sind die zentralenDi�erenzen �u�t � u(x; t+ �)� u(x; t)� ; (9.7)�u�x � u(x; t)� u(x� h; t)h : (9.8)Setzen wir dies in (9.2) ein, so erhalten wirui;j+1 � ui;j� + a0ui;j � ui�1;jh = 0: (9.9)Die Geshwindigkeitsverteilung l�a�t sih dann durh die folgende expliziteIteration bestimmen:ui;j+1 = �1� �a0h � ui;j + �a0h ui�1;j: (9.10)F�ur Problem 110 mir Randbedingung 0 auf dem Gebiet 
 = [0; 1℄2 f�uhrenwir auh wieder ein Gitter 
h = f(xi; yj)g mitxi = ih; yj = jh h = 1N ; i; j = 0; : : : ; Nein und wir verwenden die zentralen Di�erenzen�2u�x2 � u(x� h; y)� 2u(x; y) + u(x� h; y)h ; (9.11)�2u�y2 � u(x; y + h)� 2u(x; y) + u(x; y � h)h : (9.12)Setzt man dies in (9.3) ein und verwendet, dass die Randbedingunen 0 sindso ergibt sih das Gleihungssystem4ui;j � ui+1;j � ui�1;j � ui;j+1 � ui;j�1 = fi;j (9.13)

154KAPITEL 9. L �OSUNG PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGENf�ur die ui;j. Angenommen man numeriert die (N � 1)2 KoeÆzienten der in-neren Punkte (i; j) i = 1; : : : ; N � 1, j = 1; : : : ; N � 1 zeilenweise durh undsetzt ui;j = Ui(N�1)+j , fi;j = F (i(N � 1) + j) so ergibt sih ein Gleihungssy-stem der Form AU = F mit einer symmetrish positiv de�niten Bandmatrixder Form26666666666666666666666666666666664
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:

9.2 Variationsmethoden (Finite Elemente)Eine der popul�arsten Methoden zur L�osung von Randwertaufgaben (ins-besondere f�ur partielle Di�erentialgleihungen) ist die Finite-Elemente-Methode. Wir wollen sie hier nur exemplarish darstellen. Damit wird derGrundstok gelegt f�ur die Methoden zur L�osung partieller Di�erentialglei-hungen.Die Grundidee untersheidet sih wesentlih von den bisher betrahtetenMethoden. Anstatt die L�osung an diskreten Punkten zu bestimmen, werdenFunktionen bestimmt, die die L�osung der Randwertaufgabe approximieren.Wir wollen hier exemplarish zwei Beispiele betrahten. Ein klassishes



9.2. VARIATIONSMETHODEN (FINITE ELEMENTE) 155eindimensionales Beispiel ist das verallgemeinerte Sturm-Liouville-ProblemLy := �[p(t)y0(t)℄0 + q(t)y(t) = r(t); y(a) = �; y(b) = � (9.14)f�ur t 2 [a; b℄ und ein weiteres ist Beispiel 109.In Beispiel 9.14 gelte f�ur die KoeÆzientenfunktionenp 2 C1[a; b℄ p(t) � p0 > 0 in [a; b℄q; r 2 C[a; b℄ q(t) � 0 in [a; b℄: (9.15)In diesem Fall kann man zeigen, da� es eine eindeutige L�osung der Rand-wertaufgabe gibt.F�ur den Finite Elemente Ansatz ist es zuerst notwendig die Randbedin-gungen auf 0 zu homogenisieren.Ist y(t) die L�osung von (9.14), so ist u(t) = y(t)� l(t) mitl(t) = � b� tb� a + � t� ab� a; l(a) = �; l(b) = �die L�osung eines Randwertproblems der Form�(pu0)0 + qu = �[p(y � l)℄0 + qy � ql= �(py0) + (pl0)0 + qy � ql= r + (pl0)0 � ql=: fmit vershwindenden Randwerten. Wir k�onnen also im folgendenLy := �(py0)0 + qy = f; y(a) = y(b) = 0 (9.16)betrahten. Der Di�erentialoperator L bildet die MengeDL := fv 2 C2[a; b℄j v(a) = v(b) = 0galler zweimal auf [a; b℄ stetig di�erenzierbaren reellen Funktionen, die dieRandbedingung v(a) = v(b) = 0 erf�ullen, in die Menge C[a; b℄ aller auf[a; b℄ stetigen Funktionen ab. Das Sturm-Liouville-Problem ist also damit�aquivalent, eine L�osung von Ly = f; y 2 DL (9.17)

156KAPITEL 9. L �OSUNG PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGENzu �nden. (Beahte: Die Randbedingungen sind jetzt in die De�nition vonDL "eingebaut", ohne die Homogenisierung w�are DL kein linearer Raum).O�ensihtlih ist DL ein reeller Vektorraum und L ein linearer Operatorauf DL: Mit u; v 2 DL geh�ort auh �u+ �v zu DL und es ist L(�u+ �v) =�L(u) + �L(v) f�ur alle reellen Zahlen �; �:Der n�ahste Shritt ist nun, die Aufgabe der L�osung von (9.17) in die soge-nannte shwahe Form zu �uberf�uhren. Dazu f�uhren wir auf der Menge L2(a; b)aller auf [a; b℄ quadratish integrierbaren Funktionen durh die De�nition(u; v) := Z ba u(x) � v(x)dx; kuk2 := (u; u)1=2eine Bilinearform und eine Norm ein und betrahten statt der Aufgabe (9.17)die folgende Aufgabe.Finde eine Funktion u 2 DL, so dass(Lu; v) = (f; v) (9.18)f�ur alle v 2 Dl.Damit k�onnen wir die Eigenshaften der Bilinearform nutzen, um die ho-hen Ableitungen mittels partieller von u auf v zu verteilen. Grob gesprohenk�onnen wir damit die Di�erenzierbarkeitsvoraussetzungen an die L�osung ver-ringern und damit die Menge der Funktionen mit denen wir die approximativeL�osung berehnen vergr�o�ern.Es gilt wegen der 0 Randbedingungen mit partieller Integration, dass(Lu; v) = Z ba (�(pu0)0 + qu)vdx = Z ba [pu0v0 + quv℄dx: (9.19)Der Di�erentialoperator L hat einige wihtige Eigenshaften.Theorem 111 L ist ein symmetrisher Operator auf DL; d.h. es gilt(u; L(v)) = (L(u); v) f�ur alle u; v;2 DL:Wir erhalten, dass R ba [pu0v0 + quv℄dx eine symmetrishe Bilinearform aufD = fu 2 C[a; b℄j u0 2 L2[a; b℄; u(a) = u(b) = 0g



9.2. VARIATIONSMETHODEN (FINITE ELEMENTE) 157ist. Insbesondere geh�oren alle st�ukweise stetig di�erenzierbaren Funktionen,die die Randbedingungen erf�ullen zu D. D ist wieder ein reeller Vektorraummit D � DL. Durh[u; v℄ := Z ba [p(x)u0(x)v0(x) + q(x)u(x)v(x)℄dx= (pu0; v0) + (qu; v)wird auf D ein Skalarprodukt de�niert, welhes f�ur u; v 2 DL mit (u; L(v))�ubereinstimmt. Wie oben zeigt man f�ur v 2 DL; u 2 D durh partielle Inte-gration (u; L(v)) = [u; v℄:Bez�uglih des auf DL eingef�uhrten Skalarproduktes ist L ein positiv de�niterOperator in folgendem Sinn:Theorem 112 Unter den Voraussetzungen (9.15) ist(L(u); u) = [u; u℄ > 0 f�ur alle u 6= 0; u 2 DL:(Koerzivit�at der Bilinearform). Es gilt sogar die Absh�atzungkuk21 � [u; u℄ � �ku0k21 f�ur alle u 2 D (9.20)mit der Norm kuk1 := supa�x�b ju(x)j und den Konstanten := p0b� a;� := kpk1(b� a) + kqk1(b� a)3:Nun mahen wir einen Shritt, den wir shon f�ur Gleihungssysteme ge-maht haben. Wir wandeln die L�osung von Lu = f in eine Minimierungsauf-gabe um.F�ur u 2 D de�nieren wir das quadratishe FunktionalF : D ! Ru 7�! F (u) = [u; u℄� 2(f; u):Grundlegend f�ur die Variationsmethoden ist die Beobahtung, da� die Funk-tion F ihren kleinsten Wert genau f�ur die L�osung y von (9.16) annimmt.Theorem 113 Es sei y die L�osung von (9.16). Dann giltF (u) > F (y)f�ur alle u 2 D; u 6= y:

158KAPITEL 9. L �OSUNG PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN9.2.1 Das Ritzshe Verfahren zur L�osung der Minimie-rungsaufgabeDie Idee des Ritzshen-Verfahren ist es, einen endlih dimensionalen TeilraumSn � D mit dimSn = n zu w�ahlen und F �uber Sn zu minimieren. Dazu sei�1; : : : ; �n eine Basis f�ur Sn. Dann m�ussen wiru� = nXi=1 ��i �ibestimmen mit F (u�) = minu2Sn F (u):Dann ist [u� � y; u� � y℄ = F (u�) � F (y) minimal, d.h. u� ist die besteApproximation aus Sn an y bzgl. [�; �℄: F�ur u = nPi=1 i�i 2 Sn gilt�(1; : : : ; n) := F (u)= F (1�1 + : : :+ n�n)= [ nXi=1 i �i; nXi=1 i�i℄� 2(f; nXi=1 i�i)= nXi;k=1[�i; �k℄ik � 2 nXi=1 (f; �i)i:Dies m�ussen wir nun bzgl.  = (1; : : : ; n)T minimieren. In Matrixform lautetobige Gleihung mitA = ([�i; �k℄)ni;k=1 und b = 264 (f; �1)...(f; �n) 375�() = TA� 2bT :Die Matrix A ist positiv de�nit, denn A ist symmetrish und es gilt f�ur alleVektoren d 6= 0 auh u := d1�1 + : : :+ dn�n 6= 0 und daherdTAd =Xi;k [�i; �k℄didk = [u; u℄ > 0:



9.2. VARIATIONSMETHODEN (FINITE ELEMENTE) 159Das lineare Gleihungssystem Ax = zbesitzt somit eine eindeutige L�osung x, die man z.B. mit Hilfe des Cholesky-Verfahrens oder des CG{Verfahrens berehnen kann.Notwendige Bedingung f�ur ein Minimum von � ist0 = r�() := grad(�()) = 2(A� b)d.h. A = b:Da A positiv de�nit ist, liegt ein eindeutiges Minimum vor.Wie w�ahlen wir nun den endlih-dimensionalen Teilraum am besten?Es ist klar, dass wir zur Berehnung der Matrix A viele Integrale auswertenm�ussen. Daher w�are es g�unstig, dass f�ur viele der Elemente des Teilraumsgilt, dass uv = 0. Dann sparen wir niht nur Integralauswertungen, sonderndie Matrix A hat auh viele Nullen.Dies k�onnen wir erreihen, indem wir Funktionen mit kleinem Tr�ager ver-wenden, so dass sih nur wenige Funktionen �uberlappen. Andererseits solltendie Funktionen aber auh die L�osungsfunktion gut approximieren.Beispiel 114 W�ahle ein Gitter auf [a; b℄xi = � + ih mit h = b� aN + 1 :SN sei die Menge aller stetigen Strekenz�uge u mit u(a) = u(b) = 0 mitKnikstellen x1; : : : ; xN , d.h.SN = fu 2 C[a; b℄j u(a) = u(b) = 0; u[xi;xi+1℄ linear f�ur i = 0; : : : ; Ng � D:Wegen der 0-Randbedingung folgt dimSN = N . Eine Basis f�ur SN ist dieMenge der Shape-Funktionen �i 2 SN mit �i(xj) = Æij.(Die �i haben einen kleinen Tr�ager, daher werden wir in der Matrix A einekleine Bandbreite erhalten).

160KAPITEL 9. L �OSUNG PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

F�ur u 2 SN gilt nun u(x) = NPi=1 u(xi)�i(x): Betrahte nun (9.16) mit p = 1;und [a; b℄ = [0; 1℄, d.h.,�u00 + q(x)u = f; u(0) = u(1) = 0:Es folgt dann [u; v℄ = Z 10 u0v0 + quv dxundA = [ai;j℄ = [�i; �j℄ = Z 10 (�0i�0j + q�i�j)dx= 8>>>>><>>>>>: 0 f�ur ji� jj > 1xiRxi�1 (� 1h2 + q (xi�x)(x�xi�1)h2 )dx f�ur j = i� 1xiRxi�1 ( 1h2 + q (x�xi�1)2h2 dx+ xi+1Rxi ( 1h2 + q (xi+1�x)2h2 )dx f�ur j = i



9.2. VARIATIONSMETHODEN (FINITE ELEMENTE) 161F�ur die rehte Seite gilt analogb = [bi℄ = Z 10 �ifdx:Die Integrale k�onnen wir entweder analytish oder mit Hilfe von Quadratur-formeln auswerten.Wir erhalten ein Gleihungssystem mit einer symmetrish, positiv de�ni-ten tridiagonalen Matrix A welhes wir mit Hilfe der Cholesky Methode f�urBandmatrizen in O(n) ops numerish stabil l�osen k�onnen.Die Finite-Element-Methode ist nat�urlih niht auf Probleme wie das Sturm-Liouville-Problem beshr�ankt.Beispiel 109 ist eine zweidimensionale Variante der Sturm-Liouville Aufga-be. Hier gehen wir ganz analog vor. Sei zum Beispiel 
 = [0; 1℄2. Wir legenin 
 ein Gitter 
h = f(xi; yj); i; j = 0; : : : ; Ng mit xi = ih; yj = jh, wobeih = 1=N und nehmen als Basisfunktionen jetzt zweidimensionale Shape-Funktionen mit �i;j(xk; yl) = 1 f�ur (k; l) = (i; j) und �i;j(xk; yl) = 0 sonst.Dann numerieren wir die Gitterpunkte durh, z.B. zeilenweise, spaltenweiseoder shahbrettartig. Wir setzen wieder an, dassu(x; y) = nXi=1 NXi=1 �i;j�i;j:Dann setzen wir z.B. zeilenweise, ~�iN+j = �i;j und ~fiN+j = fi;j und gehen vorwie im vorigen Beispiel.Mehr dazu und auh zu anderen Methoden in Numerik II.


